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Âñòóï

Ó 1935 ð. çà àâòîðñòâà Àëüáåðòà Åéíøòåéíà, Áîðèñà Ïîäîëüñüêîãî òà
Íàòàíà Ðîçåíà âèéøëà ñòàòòÿ, ÿêó, ìàáóòü, ìîæíà ïðèéíÿòè çà ïî÷àòîê
ïîäié, ùî êðîê çà êðîêîì, ÷åðåç ÷èñëåííi äèñêóñi¨ òà ñóïåðå÷êè, âðåøòi-
ðåøò, ïiñëÿ äåêiëüêîõ äåñÿòèëiòü ïðèâåëè äî iäå¨ ïðî ìîæëèâiñòü ñòâîðå-
ííÿ êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà. �×è ìîæíà êâàíòîâîìåõàíi÷íèé îïèñ ôiçè-
÷íî¨ ðåàëüíîñòi ââàæàòè ïîâíèì? (Can Quantum-Mechanical Description
of Physical Reality Be Considered Complete?)� � ïèòà¹ Åéíøòåéí âæå ó
ñàìié íàçâi ñòàòòi. Â ñàìîìó òîíi ïèòàííÿ âãàäó¹òüñÿ íåãàòèâíà âiäïî-
âiäü íà íüîãî àâòîðiâ ñòàòòi. Ðîáîòà áóëà ïðîñòèìóëüîâàíà ÷èñëåííèìè
äèñêóñiÿìè Àëüáåðòà Åéíøòåéíà òà Íiëüñà Áîðà, â ÿêèõ âèÿâèëèñÿ ïðèí-
öèïîâi ðîçáiæíîñòi â ¨õíiõ ïîãëÿäàõ ùîäî òëóìà÷åííÿ çìiñòó êâàíòîâî¨
ìåõàíiêè.

Åéíøòåéí ç êîëåãàìè (à òàêîæ Åðâií Øðåäiíãåð) çâåðíóëè óâàãó
ôiçèêiâ íà �æàõëèâó îñîáëèâiñòü� (spooky feature) ïîëîæåííÿ êâàíòî-
âî¨ ìåõàíiêè, ÿêà ïîëÿãà¹ â ìîæëèâîñòi iñíóâàííÿ ñòàíiâ êîìïîçèòíèõ
(ùî ñêëàäàþòüñÿ ç äâîõ i áiëüøîãî ÷èñëà ïiäñèñòåì) êâàíòîâèõ ñèñòåì,
ÿêi íåìîæëèâî ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ñòàíiâ îêðåìèõ ïiäñèñòåì.
Çãîäîì öåé ôåíîìåí îòðèìàâ íàçâó � `çàïëóòàíiñòü (entanglement)�, à
ñàìi òàêi ñòàíè � �çàïëóòàíi ñòàíè (entangled states)�.

�Æàõëèâiñòü� çàïëóòàíèõ ñòàíiâ îñîáëèâî ïðîãëÿäà¹òüñÿ ó ñèòóàöi-
ÿõ, êîëè ïiäñèñòåìè âæå íå âçà¹ìîäiþòü i çíàõîäÿòüñÿ íà âåëèêèõ âiä-
ñòàíÿõ îäíà âiä îäíî¨, à âëàñòèâiñòü çàïëóòàíîñòi ïðè öüîìó çàëèøà-
¹òüñÿ. Ôåíîìåí çàïëóòàíîñòi, ñòàòèñòè÷íèé õàðàêòåð ðåçóëüòàòiâ âèìi-
ðþâàííÿ òà äåÿêi iíøi ïðîÿâè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ïðèâîäÿòü, íà äóìêó
àâòîðiâ ðîáîòè, äî âèñíîâêiâ, ùî ñóïåðå÷àòü çäîðîâîìó ãëóçäîâi, òîá-
òî ïðèâîäÿòü äî ïàðàäîêñó. Öåé âèñíîâîê çãîäîì îòðèìàâ ñòiéêó íàçâó
�Ïàðàäîêñ Åéíøòåéíà-Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà� (ÅÏÐ-ïàðàäîêñ). Ãîëîâíèé
âèðîê, çðîáëåíèé Åéíøòåéíîì ó ñòàòòi, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êâàíòîâà ìå-
õàíiêà íå ¹ ïîâíîþ íàóêîþ, îñêiëüêè âîíà âðàõîâó¹ íå âñi âèçíà÷åíi íèì
�åëåìåíòè ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi� i, îòæå, íåàäåêâàòíî îïèñó¹ ôiçè÷íó ðå-
àëüíiñòü.
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ÅÏÐ-ðîáîòà ïðîòÿãîì áàãàòüîõ ðîêiâ áóëà íàéáiëüø öèòîâàíîþ â íà-
óêîâèõ æóðíàëàõ i âiäiãðàëà çíà÷íó ðîëü ó ñòèìóëþâàííi ïîäàëüøèõ
äèñêóñié ùîäî òëóìà÷åííÿ çìiñòó êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Âåëè÷åçíèé àâòîðèòåò Àëüáåðòà Åéíøòåéíà ñïîíóêàâ áàãàòüîõ éîãî
ïðèõèëüíèêiâ øóêàòè øëÿõè ñòâîðåííÿ, íà îñíîâi éîãî iäåé, �íîâî¨ òåî-
ði¨�, â ÿêié �íåïîâíà êâàíòîâà òåîðiÿ� ðîçãëÿäàëàñÿ á ÿê äåÿêèé ãðàíè-
÷íèé, àáî ÷àñòêîâèé âèïàäîê. Ïî ñóòi, â òàêèõ íîâèõ òåîðiÿõ, ùî îòðè-
ìàëè çàãàëüíó íàçâó �òåîði¨ íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó�, àáî �òåîði¨ ç
ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè�, çàêëàäàëàñÿ ñïðîáà çáåðåãòè êëàñè÷íèé äå-
òåðìiíiçì i óñóíóòè ïîíÿòòÿ âèïàäêîâîñòi òà íåâèçíà÷åíîñòi, ùî iñíóþòü
ó êâàíòîâié ìåõàíiöi.

Ùå ìàéæå òðè äåñÿòèëiòòÿ òðèâàëè äèñêóñi¨ ùîäî ïðàâèëüíîñòi êîí-
öåïöié Àëüáåðòà Åéíøòåéíà òà Íiëüñà Áîðà. Ïðîáëåìà ïîëÿãàëà ùå â
òîìó, ùî íå iñíóâàëî êðèòåðiþ, çà ÿêèì ìîæíà áóëî á íàäàòè ïåðåâàãó
îäíié iç äâîõ íåñóìiñíèõ êîíöåïöié.

Íàðåøòi ó 1964 ð. âèéøëà âèäàòíà ðîáîòà Äæîíà Áåëëà, â ÿêié äîâ-
ãîî÷iêóâàíèé êðèòåðié áóâ ñôîðìóëüîâàíèé ó âèãëÿäi äåÿêî¨ íåðiâíîñòi,
ÿêà ëîãi÷íî îòðèìàëà íàçâó �íåðiâíiñòü Áåëëà�. Íà îñíîâi ñâîãî êðèòå-
ðiþ Áåëë çðîáèâ âèñíîâîê, ñôîðìóëüîâàíèé ó âèãëÿäi òåîðåìè (òåîðåìà
Áåëëà): �Æîäíà òåîðiÿ, ïîáóäîâàíà íà îñíîâi ïðèíöèïiâ ëîêàëüíîãî ðå-
àëiçìó (òåîðiÿ ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè), íå ìîæå âiäòâîðèòè âñi
êîðåëÿöi¨, ÿêi âèÿâëÿ¹ êâàíòîâà ìåõàíiêà�.

Ãîëîâíà òåçà, ùî âèïëèâà¹ ç òåîðåìè Áåëëà, ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êâàí-
òîâó ìåõàíiêó íå ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé àáî ãðàíè÷íèé âèïàäîê
áóäü-ÿêî¨ òåîði¨, ïîáóäîâàíî¨ íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó, îñêiëüêè âî-
íà (êâàíòîâà ìåõàíiêà) äà¹ äåùî òàêå, ÷îãî íå ìîæå äàòè �íîâà òåîðiÿ�.

Äæîí Áåëë ïåðåêîíëèâî äîâiâ, ùî:

� Âñi òåîð¨, ïîáóäîâàíi íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó, çàäîâîëüíÿþòü
íåðiâíiñòü (Áåëëà).

� Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi iñíóþòü òàêi ñòàíè, ÿêi ïîðóøóþòü äàíó íå-
ðiâíiñòü.

Ùå äåêiëüêà ðîêiâ ïiøëî íà ïîøóêè ìîæëèâîñòi ïåðåâiðêè íåðiâíîñòi
Áåëëà ó ðåàëüíîìó åêñïåðèìåíòi. Íàðåøòi ó 1981-1982 ðð. ãðóïà Àñïåêòà
(Aspect) âïåðøå â ëàáîðàòîðíèõ óìîâàõ çäiéñíèëà òåñò, ÿêèé ïåðåêîíëè-
âî çàñâiä÷èâ ïîðóøåííÿ íåðiâíîñòi Áåëëà, ïðåäñòàâëåíî¨ ó òàê çâàíié
ôîðìi Êëàóçåðà-Õîðíà-Øèìîíi-Õîëòà (CHSH � Clause-Horn-Shimony-
Holt). Äëÿ åêñïåðèìåíòà áóâ âèêîðèñòàíèé çàïëóòàíèé ñòàí ïàðè ôîòî-
íiâ, ùî îòðèìó¹òüñÿ ó ôåíîìåíi �âíèç-êîíâåðñi¨ (down-conversion)�. Çãî-
äîì áóëî ïðîâåäåíî ùå áàãàòî åêñïåðèìåíòiâ, i âñi âîíè ñâiä÷èëè ïðîòè
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êîíöåïöi¨ òåîði¨ ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè; ðåçóëüòàòè öèõ äîñëiäiâ
óçãîäæóâàëèñÿ ç âèñíîâêàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Òèì ñàìèì áóëà ïî-
ñòàâëåíà êðàïêà ó áàãàòîði÷íèõ äèñêóñiÿõ Íiëüñà Áîðà i Àëüáåðòà Åéí-
øòåéíà � ïåðåìîãëà êîíöåïöiÿ Áîðà, â ÿêié âií âiäñòîþâàâ êâàíòîâó
ìåõàíiêó ÿê òàêó, ùî àäåêâàòíî îïèñó¹ ôiçè÷íó ðåàëüíiñòü.

Ñàìå â öåé ÷àñ (1981 ð.) Ði÷àðä Ôåéíìàí íà �Ïåðøié êîíôåðåíöi¨ ç
ôiçèêè îá÷èñëåíü�, îðãàíiçîâàíîþ ôiðìîþ IBM, çàïðîïîíóâàâ iäåþ âèêî-
ðèñòàííÿ êâàíòîâèõ åôåêòiâ äëÿ ïîáóäîâè íîâèõ àëãîðèòìiâ îá÷èñëåíü.
�Ïðèðîäà � êâàíòîâà. ßêùî ìè õî÷åìî iìiòóâàòè ¨¨, íàì çíàäîáèòüñÿ
êâàíòîâèé êîìï'þòåð�, � ñêàçàâ Ôåéíìàí.

Äåêiëüêà ðîêiâ ùå áóëî âèòðà÷åíî íà äîñëiäæåííÿ êîðèñòi çàïëóòàíî-
ñòi äëÿ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü. Áóëî âñòàíîâëåíî, ùî ôåíîìåí çàïëóòàíî-
ñòi ¹ ðåñóðñ ïðèðîäè, ùî íå ìà¹ âiäîáðàæåííÿ â êëàñè÷íié ôiçèöi, i ÿêèé
ìîæíà ñòâîðþâàòè òà çíèùóâàòè, íàêîïè÷óâàòè i çáåðiãàòè, ðîçïîäiëÿòè
i ïåðåäàâàòè íà âiäñòàíü � ÿêèé ìîæíà âèêîðèñòàòè ó ïðèíöèïîâî íîâèõ
àëãîðèòìàõ îá÷èñëåíü.

Ó 1989 ð. Äåâiä Äîé÷ çàïðîïîíóâàâ çàãàëüíó êîíöåïöiþ êâàíòîâîãî
ïðîöåñîðà, à â 1995 ð. âií ñôîðìóëþâàâ ïðèíöèï óíiâåðñàëüíîãî ëîãi-
÷íîãî áëîêó, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà âèêîíóâàòè áóäü-ÿêi êâàíòîâi
îá÷èñëåííÿ.

Îäíàê, êîëè ôiçèêè ïåðåéøëè âiä òåîðåòè÷íèõ êîíöåïöié äî ¨õ âòiëå-
ííÿ íà ïðàêòèöi, ñòàëî ÿñíî, ùî ìiæ ìðiÿìè òà ðåàëüíiñòþ iñíó¹ âåëè-
÷åçíà ïðiðâà. Ùå ó 2005 ð., íàâiòü êîëè â ëàáîðàòîðiÿõ âæå ïî÷àëè ïðà-
öþâàòè íàä ñòâîðåííÿì ôiçè÷íèõ åëåìåíòiâ äëÿ êâàíòîâèõ êîìï'þòåðiâ,
âñå ùå iñíóâàëè ñóìíiâè ùîäî ìîæëèâîñòi âçàãàëi ïîáóäóâàòè êâàíòîâèé
êîìï'þòåð. Êðiì òîãî, ùå íå áóëî äîñòàòíüî çðîçóìiëèì, ÿêi ñàìå çàäà-
÷i ìîæíà âèðiøóâàòè çà äîïîìîãîþ òàêîãî êîìï'þòåðà. Çãîäîì ïðîöåñ
ñòâîðåííÿ êâàíòîâèõ êîìï'þòåðiâ îõîïèâ óñi íàóêîâî ðîçâèíåíi êðà¨íè.
Ñòàëî çðîçóìiëî, ùî ñòâîðåííÿ íàäiéíîãî ïîâíîìàñøòàáíîãî êâàíòîâîãî
êîìï'þòåðà ïðèâåäå äî ñïðàâæíüî¨ ðåâîëþöi¨ â òàêèõ ñôåðàõ íàóêè òà
ïðàêòèêè:

� ïðîãíîçóâàííÿ ïîãîäè

� îáðîáêà âåëèêèõ ìàñèâiâ iíôîðìàöi¨

� êâàíòîâà õiìiÿ

� ôàðìàöåâòèêà

� çàñîáè çâ'ÿçêó

� ìàòåðiàëîçíàâñòâî
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� ãëîáàëüíi ôiíàíñîâi îïåðàöi¨

� êåðóâàííÿ ãîñïîäàðñòâîì i òðàíñïîðòíèì òðàôiêîì ìåãàïîëiñiâ

� êâàíòîâà êðèïòîãðàôiÿ

� ñòâîðåííÿ øòó÷íîãî iíòåëåêòó, çäàòíîãî äî ñàìîâäîñêîíàëåííÿ

� òîùî.

Çâàæàþ÷è íà âåëè÷åçíi ïåðñïåêòèâè, íà ñòâîðåííÿ êâàíòîâèõ êîìï'þ-
òåðiâ äåðæàâè âèòðà÷àþòü çíà÷íi ôiíàíñîâi ðåñóðñè.

Äàíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ñëiä ñïðèéìàòè ÿê âñòóïíèé êóðñ ç àêòó-
àëüíî¨ ñó÷àñíî¨ òåìàòèêè, ùî ñòîñó¹òüñÿ êâàíòîâî¨ iíôîðìàòèêè òà êâàí-
òîâèõ îá÷èñëåíü i àäðåñîâàíèé, íàñàìïåðåä, ñòóäåíòàì-ôiçèêàì.

Àâòîðè ïîñiáíèêà íàìàãàëèñÿ îá'¹äíàòè ðiçíi ðîçäiëè â ëîãi÷íî ïîâ'ÿçà-
íèé ¹äèíèé êóðñ, i òîìó ïðîïîíóþòü îïðàöüîâóâàòè éîãî ïîñëiäîâíî âiä
ïî÷àòêó äî êiíöÿ. Îäíàê ìè ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî ÷èòà÷àì, ÿêi äîáðå çàñâî¨ëè
çàãàëüíèé óíiâåðñèòåòñüêèé êóðñ ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, áóäóòü çðîçóìi-
ëèìè é âèáiðêîâî îáðàíi ðîçäiëè.

Ôóíäàìåíòàëüíèì áàçîâèì åëåìåíòîì ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ ¹ êâàí-
òîâèé áiò (êóáiò). Íàî÷íîþ ðåàëiçàöi¹þ êóáiòà, íà íàøó äóìêó, ¹ ñïiíîâi
ñòàíè ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1

2
. Òîìó ïiäãîòîâêà ÷èòà÷à äî ðîçóìiííÿ

ïîäàëüøèõ ðîçäiëiâ ïî÷èíà¹òüñÿ ñàìå ç ðîçäiëó, ïðèñâÿ÷åíîãî âëàñòèâî-
ñòÿì ñïiíîâèõ ñòàíiâ ñèñòåìè ÷àñòèíîê i îïåðàöiÿì íàä íèìè.

Ó íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ âæå âèêîðèñòîâó¹òüñÿ òàêîæ òåðìiíîëîãiÿ i ïî-
çíà÷åííÿ, ïðèéíÿòi â êâàíòîâié iíôîðìàòèöi.

Ó ðîçäiëi �Åëåìåíòàðíi îïåðàöi¨ íàä êóáiòàìè� ââîäèòüñÿ âàæëèâå äëÿ
êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ïîíÿòòÿ �óíiâåðñàëüíèé íàáið êâàíòîâèõ ëîãi÷íèõ
åëåìåíòiâ� i ðîçãëÿäàþòüñÿ âëàñòèâîñòi îäíîêóáiòîâèõ êâàíòîâèõ âåíòè-
ëiâ òà äâîêóáiòîâîãî çàïëóòóþ÷îãî åëåìåíòà CNOT (êîíòðîëüîâàíà îïå-
ðàöiÿ NOT ).

Íàñòóïíèé ðîçäië ïðèñâÿ÷åíî ôóíäàìåíòàëüíîìó ôåíîìåíó êîìïîçè-
òíèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ � çàïëóòàíîñòi (entanglement), ÿêèé íå ìà¹ àíà-
ëîãó â êëàñè÷íié ôiçèöi òà ÿêèé ¹ íåîáõiäíèì ðåñóðñîì i äæåðåëîì ïî-
òóæíîñòi êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü.

Ó ðîçäiëi �Êâàíòîâi àëãîðèòìè� ÷èòà÷ íà êîíêðåòíèõ ïðèêëàäàõ îçíà-
éîìèòüñÿ çi ñïåöèôiêîþ çàäà÷ i àëãîðèòìiâ ¨õ ðîçâ'ÿçóâàííÿ, ùî ïðèíöè-
ïîâî âiäðiçíÿþòüñÿ âiä àëãîðèòìiâ çâè÷àéíèõ (íå êâàíòîâèõ) îá÷èñëåíü.
Íàâåäåíi ïðèêëàäè êâàíòîâèõ ñõåì ñïðèÿòèìóòü íàî÷íîìó óÿâëåííþ ÷è-
òà÷åì ïîñëiäîâíîñòi âèêîíàííÿ êâàíòîâèõ îïåðàöié.
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Ðîçäië �Ïîâíîòà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè� ïðèçíà÷åíèé, ç îäíîãî áîêó, äëÿ
îçíàéîìëåííÿ ç íàäçâè÷àéíî öiêàâîþ iñòîðè÷íîþ äèñêóñi¹þ Íiëüñà Áîðà
ç Àëüáåðòîì Åéíøòåéíîì, ùî âðåøòi-ðåøò íàâåëà íà äóìêó ïðî ìîæëè-
âiñòü ñòâîðåííÿ êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà, à ç iíøîãî � ñïðèÿ¹, íà íàø
ïîãëÿä, ïîãëèáëåííþ ðîçóìiííÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Ðîçäiëó �Îïåðàöiÿ âèìiðþâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi� ó ïîñiáíèêó âiä-
âîäèòüñÿ äîñèòü çíà÷íå ìiñöå, îñêiëüêè â çàãàëüíèõ êóðñàõ êâàíòîâî¨
ìåõàíiêè ïîíÿòòþ �âèìiðþâàííÿ� çàçâè÷àé íàäà¹òüñÿ íåäîñòàòíüî óâà-
ãè. Ìiæ òèì öå ïîíÿòòÿ âiäiãðà¹ ôóíäàìåíòàëüíó ðîëü äëÿ ðîçóìiííÿ
çìiñòó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ òà êâàíòîâié ìåõàíiöi â öiëîìó.

Íà äàíîìó åòàïi íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ïðåäñòàâëåíî â åëåêòðîííîìó
âàðiàíòi, ùî äîçâîëÿ¹ ïiñëÿ àïðîáàöi¨ ëåãêî âäîñêîíàëþâàòè, ïåðåðîáëÿ-
òè i äîïîâíþâàòè éîãî.

Àâòîðè ïîñiáíèêà ñïîäiâàþòüñÿ, ùî çà íàÿâíîñòi çàöiêàâëåíîñòi òà çó-
ñòði÷íèõ çóñèëü ç áîêó ÷èòà÷à, ïîñiáíèê âèÿâèòüñÿ êîðèñíèì ïiäãðóíòÿì
äëÿ ìîæëèâîñòi ïëiäíî îïðàöüîâóâàòè îðèãiíàëüíi ðîáîòè ç òåìàòèêè
êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü, à òàêîæ ùî âií ñòàíå ÷åðãîâîþ ñõîäèíêîþ íà øëÿ-
õó äî ïîãëèáëåííÿ ðîçóìiííÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.
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Cïií òà ñïiíîâi ôóíêöi¨

÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1
2

1.1 Ñïií åëåêòðîíà

Ïîíÿòòÿ ñïiíó áóëî ââåäåíî ó ôiçèöi â 1925 ð. Ä. Óëåíáåêîì i Ñ. Ãîóä-
ñìiòîì. Çà ñâî¹þ ôiçè÷íîþ ïðèðîäîþ ñïií ¹ ìîìåíòîì iìïóëüñó (ìîìåíò
êiëüêîñòi ðóõó). Âèñíîâêè, ùî áóëè çðîáëåíi ç àíàëiçó åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ (ãîëîâíèì ÷èíîì ñïåêòðîñêîïi÷íèõ) äàíèõ, ïîëÿãàþòü ó íàñòóïíîìó:

� Åëåêòðîí ìà¹ âëàñíèé ìåõàíi÷íèé ìîìåíò (ñïií), ïðîåêöiÿ ÿêîãî íà
äîâiëüíèé íàïðÿìîê ìîæå ïðèéìàòè ëèøå äâà çíà÷åííÿ, à ñàìå

sz = ±ℏ
2
,

äå ℏ � ñòàëà Ïëàíêà.

� Çi ñïiíîì åëåêòðîíà ïîâ'ÿçàíèé éîãî âëàñíèé ìàãíiòíèé ìîìåíò,
ïðîåêöiÿ ÿêîãî òàêîæ ìîæå ïðèéìàòè äâà îêðåìèõ çíà÷åííÿ

µz = ± eℏ
2mec

,

äå e � çàðÿä åëåêòðîíà,me � ìàñà åëåêòðîíà, c � øâèäêiñòü ñâiòëà.

Äëÿ åëåêòðîíà âiäíîøåííÿ ñïiíîâîãî ìàãíiòíîãî ìîìåíòó äî éîãî ìå-
õàíi÷íîãî ìîìåíòó (ãiðîìàãíiòíå âiäíîøåííÿ) äîðiâíþ¹

γ =
e

mec
,

13



14Ðîçäië 1. CÏIÍ ÒÀ ÑÏIÍÎÂI ÔÓÍÊÖI� ×ÀÑÒÈÍÊÈ ÇI ÑÏIÍÎÌ s = 1
2

i ç ïîãëÿäó êëàñè÷íî¨ åëåêòðîäèíàìiêè ¹ àíîìàëüíèì: äëÿ îðáiòàëüíîãî
ðóõó åëåêòðîíà, ÿê i äëÿ áóäü-ÿêèõ çàðÿäæåíèõ ÷àñòèíîê, ãiðîìàãíiòíå
âiäíîøåííÿ äîðiâíþ¹ e

2mc
.

Âðàõóâàííÿ ñïiíó åëåêòðîíà äîçâîëèëî Â. Ïàóëi ñôîðìóëþâàòè âiäî-
ìèé ïðèíöèï çàáîðîíè (ïðèíöèï Ïàóëi), íà îñíîâi ÿêîãî áóëî ïîÿñíåíî
ïîðÿäîê çàïîâíåííÿ åëåêòðîííèõ îáîëîíîê â àòîìi, i, ÿê íàñëiäîê, ñòàëà
çðîçóìiëîþ ñòðóêòóðà ïåðiîäè÷íî¨ òàáëèöi Ìåíäåëå¹âà.

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ñïií ðîçóìiþòü ÿê ïåðâèííó âëàñòèâiñòü åëåìåí-
òàðíî¨ ÷àñòèíêè (ïîðÿä ç ìàñîþ ñïîêîþ òà åëåêòðè÷íèì çàðÿäîì), ùî íå
ìà¹ àíàëîãó â êëàñè÷íié ôiçèöi. Ñïií � öå âíóòðiøíÿ ñòóïiíü âiëüíîñòi.
ßê ïðàâèëî, ñïií âèìiðþþòü â îäèíèöÿõ ñòàëî¨ Ïëàíêà ℏ, ôîðìàëüíî
íàçèâàþ÷è ïðè öüîìó áåçðîçìiðíi îäèíèöi � ÷èñëî òàêèõ îäèíèöü ó ðå-
àëüíîìó çíà÷åííi ñïiíà. Îòæå, íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ñïií åëåêòðîíà (à
òàêîæ ïðîòîíà i íåéòðîíà) äîðiâíþ¹ s = 1

2
.

Ñïiíó ÷àñòèíêè ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ëiíié-
íèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð −̂→s . Àëãåáðà¨÷íî ñïií ÿâëÿ¹ ñîáîþ âåêòîðíó
(òî÷íiøå, ïñåâäîâåêòîðíó) âåëè÷èíó, äåêàðòîâi êîîðäèíàòè ÿêî¨ áóäåìî
ïîçíà÷àòè ÷åðåç sx, sy, sz.

Ñïií ÷àñòèíîê îäíîçíà÷íî ïîâ'ÿçàíèé çi ñòàòèñòèêîþ, ÿêié âîíè ïiä-
ïîðÿäêîâóþòüñÿ. ×àñòèíêè ç öiëèì ñïiíîì (áîçîíè) ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ
ñòàòèñòèöi Áîçå-Åéíøòåéíà, à ÷àñòèíêè ç íàïiâöiëèì ñïiíîì (ôåðìiî-
íè) � ñòàòèñòèöi Ôåðìi-Äiðàêà. Îòæå, åëåêòðîí ÿâëÿ¹ ñîáîþ ÷àñòèíêó-
ôåðìiîí.

1.2 Ñïiíîâi ìàòðèöi

Çãiäíî ç çàãàëüíèìè ïðèíöèïàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ñïiíó åëåêòðîíà
ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü ëiíiéíèé ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ùî äi¹ íà
ñïiíîâi õâèëüîâi ôóíêöi¨ â ñïåöèôi÷íîìó ñïiíîâîìó ïðîñòîði. Çà ôiçè-
÷íîþ ïðèðîäîþ ñïií ¹ ìîìåíòîì êiëüêîñòi ðóõó (àáî êóòîâèì ìîìåí-
òîì). Íàãàäà¹ìî, ùî ó êâàíòîâié ìåõàíiöi êóòîâèé ìîìåíò êâàíòó¹òüñÿ,
à îïåðàòîðè ïðîåêöié êóòîâîãî ìîìåíòó çàäîâîëüíÿþòü ïåâíèì êîìóòà-
öiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì. Ïðèðîäíî âèìàãàòè, ùîá îïåðàòîðè ïðîåêöi¨
ñïiíó ŝx, ŝy, ŝz (íàäàëi ìè òàêîæ áóäåìî ïîçíà÷àòè ¨õ ÿê ŝ1, ŝ2, ŝ3) çàäî-
âîëüíÿþòü òàêèì ñàìèì êîìóòàöiéíèì ñïiââiäíîøåííÿì, ùî é îïåðàòîðè
ïðîåêöié êóòîâîãî ìîìåíòó îðáiòàëüíîãî ðóõó L̂x, L̂y, L̂z

[ŝi, ŝj] = iεijkŝk,
[
ŝi, ŝ

2
]
= 0, (1.1)

äå εijk � àáñîëþòíî àíòèñèìåòðè÷íèé îäèíè÷íèé òåíçîð (ñèìâîë Ëåâi-
×èâiòà).
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ßê ïðàâèëî, äëÿ ÷àñòèíîê iç ñïiíîì 1/2 çàìiñòü îïåðàòîðiâ ŝi âèêîðè-
ñòîâóþòü îïåðàòîðè σ̂i, ÿêi âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

ŝi =
1

2
σ̂i. (1.2)

Íà ïiäñòàâi (1.1) òà (1.2) îòðèìó¹ìî êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ îïå-
ðàòîðiâ

[σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k. (1.3)

Çãiäíî ç ãiïîòåçîþ, ÿêà ñïèðà¹òüñÿ íà åêñïåðèìåíòàëüíèé ìàòåðiàë,
ïðîåêöiÿ ñïiíó åëåêòðîíà íà áóäü-ÿêèé íàïðÿìîê ó ïðîñòîði ìîæå ìà-
òè äâà çíà÷åííÿ: ±1

2
. Âiäïîâiäíî äî öüîãî, îïåðàòîðè ŝi òà σ̂i ìîæóòü

áóòè ïðåäñòàâëåíi ó âèãëÿäi äâîðÿäíèõ ìàòðèöü. Âëàñíèìè çíà÷åííÿìè
îïåðàòîðiâ ŝi ïîâèííi áóòè ÷èñëà ±1

2
, à îïåðàòîðiâ σ̂i � âiäïîâiäíî ±1.

Îòæå, âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ σ̂2
i äîðiâíþþòü +1. Öå îçíà÷à¹, ùî σ̂2

i

¹ îäèíè÷íèìè ìàòðèöÿìè. Òàêèì ÷èíîì, ó áóäü-ÿêîìó ïðåäñòàâëåííi

σ̂2
i = Î , (1.4)

äå Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.
Âèêîðèñòîâóþ÷è êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ (1.3) òà âðàõîâóþ÷è (1.4),

ìîæíà ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîðè σ̂i òà σ̂j ïðè i ̸= j àíòèêîìóòóþòü. Äiéñíî,
ïðè i ̸= j ðiâíiñòü (1.3) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

σ̂iσ̂j − σ̂jσ̂i = ±2iσ̂k, i ̸= j, k ̸= i, k ̸= j.

Çíàê �+� âiäïîâiäà¹ âèïàäêó, êîëè òðiéêà iíäåêñiâ i, j, k ìà¹ âiäïîâiäíå
çíà÷åííÿ 1, 2, 3 àáî îòðèìó¹òüñÿ ç íèõ öèêëi÷íîþ ïåðåñòàíîâêîþ.

Äîìíîæóþ÷è ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåííÿ (1.3) íà îïåðàòîð
σ̂i ñïî÷àòêó ñïðàâà, à ïîòiì çëiâà, áóäåìî ìàòè

σ̂2
i σ̂j − σ̂iσ̂jσ̂i = ±2iσ̂iσ̂k,

σ̂iσ̂jσ̂i − σ̂jσ̂
2
i = ±2iσ̂kσ̂i,

i ̸= j, k ̸= i, k ̸= j.

Äîäàþ÷è ïî÷ëåííî ëiâi òà ïðàâi ÷àñòèíè öèõ ðiâíîñòåé òà âðàõîâóþ÷è
(1.4), îäåðæèìî

σ̂iσ̂k + σ̂kσ̂i = 0, i ̸= k.

Îòðèìàíi ñïiââiäíîøåííÿ ç âðàõóâàííÿì (1.4) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿ-
äi

σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = {σ̂i, σ̂j} = 2δij, (1.5)

äå δij � ñèìâîë δ-Êðîíåêåðà.
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2

Ç ôîðìóë (1.3) òà (1.5) ìîæíà áåçïîñåðåäíüî îòðèìàòè âàæëèâó âëà-
ñòèâiñòü ñïiíîâèõ ìàòðèöü

σ̂iσ̂j = δij + iεijkσ̂k. (1.6)

Âàæëèâiñòü ôîðìóëè (1.6) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êîìáiíàöiÿ äîáóòêiâ
áóäü-ÿêèõ ñòåïåíiâ ìàòðèöü σ̂i çâîäèòüñÿ ïîñëiäîâíèì çàñòîñóâàííÿì (1.6)
äî ¨õ ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨. Öå îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ îïåðàòîðiâ σ̂i
çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî ïî σ̂i âèðàçó. Íèæ÷å ìè ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëà-
äè ëiíåàðèçàöi¨ ïî σ̂i ôóíêöié, ùî çàëåæàòü âiä ñïiíîâèõ ìàòðèöü.

Ôîðìóëà (1.6) ìiñòèòü ó ñîái âñþ àëãåáðó ñïiíîâèõ ìàòðèöü äëÿ ñïiíó
s = 1/2. Ïðàâà ÷àñòèíà öi¹¨ ôîðìóëè ïðåäñòàâëÿ¹ ñîáîþ ñóìó ñèìåòðè-
÷íî¨ i àíòèñèìåòðè÷íî¨ ïî iíäåêñàõ i, j ÷àñòèí. Çàóâàæèìî, ùî êîìóòà-
öiéíå ñïiââiäíîøåííÿ (1.1) ñïðàâåäëèâå äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ ñïiíó,
ÿê i äëÿ ìîìåíòó áóäü-ÿêî¨ ïðèðîäè, à âèðàç äëÿ àíòèêîìóòàòîðà (1.5)
âèêîíó¹òüñÿ ëèøå äëÿ ñïiíó s = 1/2.

1.3 Ìàòðèöi Ïàóëi

ßâíèé âèãëÿä ñïiíîâèõ ìàòðèöü σ̂i çàëåæèòü âiä ïðåäñòàâëåííÿ, â ÿêî-
ìó ðîçãëÿäàþòüñÿ ñïiíîâi îïåðàòîðè. Ïðèéíÿòî ìàòðèöi σ̂i çàïèñóâàòè â
áàçèñi, äå σ̂3 (òîáòî σ̂z) äiàãîíàëüíà (σz-ïðåäñòàâëåííÿ)

σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
. (1.7)

Çíàéäåìî òåïåð ÿâíèé âèãëÿä ìàòðèöi σ̂x. ßê i σ̂z, âîíà ïîâèííà áóòè
ìàòðèöåþ ðîçìiðíîñòi 2× 2

σ̂x =

(
a11 a12
a21 a22

)
.

Áåðó÷è äî óâàãè ÿâíèé âèãëÿä ìàòðèöi σ̂z (1.7), âèêîðèñòîâó¹ìî àíòè-
êîìóòàöiéíå ñïiââiäíîøåííÿ σ̂zσ̂x = −σ̂xσ̂z. Âèÿâëÿ¹òüñÿ ïðè öüîìó, ùî
äiàãîíàëüíi åëåìåíòè a11 = a22 = 0. Òàêèì ÷èíîì, ìàòðèöÿ σ̂x íàáóâà¹
âèãëÿäó

σ̂x =

(
0 a12
a21 0

)
.

Äàëi, îñêiëüêè σ̂2
x = Î, òî a12a21 = 1, à âðàõóâàííÿ ñàìîñïðÿæåíîñòi σ̂x

äà¹ a12 = a∗21. Òåïåð ìàòðèöþ σ̂x ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

σ̂x =

(
0 eiα

e−iα 0

)
.
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Ïî àíàëîãi¨ ìîæíà îòðèìàòè ìàòðèöþ σ̂y:

σ̂y =

(
0 eiβ

e−iβ 0

)
.

Ïàðàìåòðè α òà β ïîêè ùî çàëèøàþòüñÿ äîâiëüíèìè. Óìîâà (1.6)
σ̂xσ̂y = iσ̂z çâ'ÿçó¹ ¨õ ðiâíiñòþ

α− β =
π

2
. (1.8)

Çà áóäü-ÿêîãî âèáîðó ïàðè ïàðàìåòðiâ α òà β, ùî çàäîâîëüíÿþòü (1.8),
âñi óìîâè íà îïåðàòîðè σ̂i áóäóòü âèêîíàíi, é ïîäàëüøèé ðîçâèòîê ìàòå-
ìàòè÷íîãî ôîðìàëiçìó ñïiíó íå çàëåæàòèìå âiä öüîãî âèáîðó. Òîìó, íå
âòðà÷àþ÷è çàãàëüíîñòi, ìîæíà ïîêëàñòè α = 0, β = −π/2. Ïðè öüîìó
σ̂x, σ̂y, σ̂z íàáóâàþòü âiäîìîãî âèãëÿäó

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
, σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
, σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
. (1.9)

Ñïiíîâi ìàòðèöi (1.9) çâóòüñÿ ìàòðèöÿìè Ïàóëi. Ïîñëiäîâíiñòü äié
äëÿ îòðèìàííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó σ̂x, σ̂y, σ̂z íàâåäåíà íèæ÷å ó âèãëÿäi Ñõå-
ìè 1.
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2

σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
σ̂x =

(
a11 a12
a21 a22

)
σ̂y =

(
b11 b12
b21 b22

)

σ̂zσ̂x = −σ̂xσ̂z

σ̂x =

(
0 a12
a21 0

)

σ̂2
x = Î

σ̂†x = σ̂x

σ̂x =

(
0 eiα

e−iα 0

)
σ̂y =

(
0 eiβ

e−iβ 0

)

σ̂xσ̂y = iσ̂z

α− β =
π

2

α = 0

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
σ̂y =

(
0 −i
i 0

)

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
σ̂z =

(
1 0
0 −1

)

Ñõåìà 1. Îòðèìàííÿ ÿâíîãî âèãëÿäó ìàòðèöü σ̂x i σ̂y
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1.4 Âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöü Ïàóëi (âëàñíi ôóí-

êöi¨ îïåðàòîðiâ ñïiíó)

Âèùå áóëî çàçíà÷åíî, ùî ìàòðèöi Ïàóëi (1.9) çàïèñàíî â ïðåäñòàâëåí-
íi sz. Öå îçíà÷à¹, ùî åëåìåíòè ìàòðèöü σ̂x, σ̂y, σ̂z â (1.9) ¹ ìàòðè÷íèìè
åëåìåíòàìè âiäïîâiäíèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi îá÷èñëþþòüñÿ íà íîðìîâàíèõ
âëàñíèõ ôóíêöiÿõ îïåðàòîðà σ̂z. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç

∣∣1
2

〉
i
∣∣−1

2

〉
íîðìîâàíi

âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà σ̂z, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì +1 i
−1 (1

2
i −1

2
� öå çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó sz):

σ̂z

∣∣∣∣
1

2

〉
= +1

∣∣∣∣
1

2

〉
, σ̂z

∣∣∣∣−
1

2

〉
= −1

∣∣∣∣−
1

2

〉
. (1.10)

Âåêòîðè
∣∣1
2

〉
i
∣∣−1

2

〉
ìîæíà íàî÷íî çîáðàçèòè ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ
∣∣∣∣
1

2

〉
=

(
1
0

)
,

∣∣∣∣−
1

2

〉
=

(
0
1

)
. (1.11)

Òîäi ëiâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåíü (1.10) ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ìíîæåííÿ
ìàòðèöi (1.9) íà âåêòîðè-ñòîâï÷èêè (1.11).

Âåêòîðè
∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
óòâîðþþòü ïîâíèé íàáið áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó

ïðîñòîði ñïiíîâèõ ñòàíiâ îäíi¹¨ ÷àñòèíêè. Òîáòî, çà íèìè ìîæíà ðîçêëà-
ñòè äîâiëüíó ñïiíîâó ôóíêöiþ |χ⟩ ó öüîìó ïðîñòîði

|χ⟩ = α

∣∣∣∣
1

2

〉
+ β

∣∣∣∣−
1

2

〉
,

ïðåäñòàâëÿþ÷è áàçèñíi ñòàíè ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ,

|χ⟩ = α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
=

(
α
β

)
. (1.12)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê äâîõ äîâiëüíèõ ñïiíîâèõ ôóíêöié |χ1⟩ òà |χ2⟩ âè-
çíà÷à¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

⟨χ1|χ2⟩ =
(
α∗
1

〈
1

2

∣∣∣∣+ β∗
1

〈
−1

2

∣∣∣∣
)(

α2

∣∣∣∣
1

2

〉
+ β2

∣∣∣∣−
1

2

〉)

= α∗
1α2 + β∗

1β2. (1.13)

Ïðè îäåðæàííi (1.13) ìè ñêîðèñòàëèñÿ îðòîíîðìîâàíiñòþ áàçèñíèõ âëà-
ñíèõ ôóíêöié

∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉

⟨µ|ν⟩ = δµν , µ, ν =
1

2
,−1

2
. (1.14)



20Ðîçäië 1. CÏIÍ ÒÀ ÑÏIÍÎÂI ÔÓÍÊÖI� ×ÀÑÒÈÍÊÈ ÇI ÑÏIÍÎÌ s = 1
2

Ôóíêöi¨
〈
1
2

∣∣ òà
〈
−1

2

∣∣ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-ðÿäêiâ:
〈
1

2

∣∣∣∣ =
(
1 0

)
,

〈
−1

2

∣∣∣∣ =
(
0 1

)
.

Ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðiâ σ̂x i σ̂y íà ôóíêöi¨
∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
ìîæíà îòðèìà-

òè, ñêîðèñòàâøèñü ÿâíèì âèãëÿäîì îïåðàòîðiâ ñïiíó ó âèãëÿäi ìàòðèöü
(1.9) òà âåêòîðiâ ñòàíó (1.11). Íàïðèêëàä,

σ̂x

∣∣∣∣
1

2

〉
=

(
0 1
1 0

)(
1
0

)
=

(
0
1

)
=

∣∣∣∣−
1

2

〉

σ̂y

∣∣∣∣−
1

2

〉
=

(
0 −i
i 0

)(
0
1

)
=

(
−i
0

)
= −i

∣∣∣∣
1

2

〉
.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà îòðèìàòè ðåçóëüòàò äi¨ áóäü-ÿêîãî îïåðàòîðà, ÿêèé
âèçíà÷åíî â ïðîñòîði ñïiíó òà ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi ìàòðèöi.

Âèçíà÷èìî òåïåð âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ σ̂x i σ̂y ó âèãëÿäi ðîçêëàäó
ïî áàçèñó |µ⟩ ∣∣∣∣

1

2
, x

〉
= c1

∣∣∣∣
1

2

〉
+ c2

∣∣∣∣−
1

2

〉
=

(
c1
c2

)
.

Äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ ðîçêëàäó c1 òà c2 áóäåìî
âèìàãàòè, ùîá

∣∣1
2
, x
〉
áóëà âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà σ̂x, ÿêà âiäïîâiäà¹

âëàñíîìó çíà÷åííþ +1:

σ̂x

∣∣∣∣
1

2
, x

〉
= +1

∣∣∣∣
1

2
, x

〉
, òîáòî

(
0 1
1 0

)(
c1
c2

)
=

(
c2
c1

)
=

(
c1
c2

)
.

Ç îñòàííüî¨ ðiâíîñòi ìà¹ìî: c1 = c2. Öå ðàçîì ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ
|c1|2+|c2|2 = 1 âèçíà÷à¹ (ç òî÷íiñòþ äî ôàçîâîãî ìíîæíèêà), ùî c1 = c2 =
1√
2
. Ïðîâiâøè àíàëîãi÷íi ðîçðàõóíêè äëÿ âèçíà÷åííÿ äðóãî¨ âëàñíî¨ ôóí-

êöi¨ (ÿêà âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ −1), çàïèøåìî îñòàòî÷íî âëàñíi
âåêòîðè îïåðàòîðà σ̂x:

∣∣∣∣
1

2
, x

〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
+

∣∣∣∣−
1

2

〉)
=

1√
2

(
1
1

)

∣∣∣∣−
1

2
, x

〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
−
∣∣∣∣−

1

2

〉)
=

1√
2

(
1
−1

)
.

(1.15)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà σ̂y:
∣∣∣∣
1

2
, y

〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
+ i

∣∣∣∣−
1

2

〉)
=

1√
2

(
1
i

)

∣∣∣∣−
1

2
, y

〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
− i

∣∣∣∣−
1

2

〉)
=

1√
2

(
1
−i

)
.

(1.16)
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Òàê ñàìî ìîæíà çíàéòè ñïiíîâi ôóíêöi¨ ñòàíiâ ç ïåâíèì çíà÷åííÿì
ïðîåêöi¨ ñïiíó íà áóäü-ÿêó çàäàíó âiñü. Òàêèìè ôóíêöiÿìè ¹ âëàñíi ôóí-
êöi¨ îïåðàòîðà −̂→σ · −→n , äå −→n � îäèíè÷íèé âåêòîð, ùî âèçíà÷à¹ íàïðÿìîê
îñi. Ôóíêöi¨

∣∣1
2
,−→n
〉
òà
∣∣−1

2
,−→n
〉
âiäïîâiäàþòü îði¹íòàöiÿì ñïiíó âçäîâæ îñi

−→n òà ó ïðîòèëåæíîìó íàïðÿìêó âiäïîâiäíî. Âîíè ìàþòü âèãëÿä
∣∣∣∣
1

2
,−→n
〉

= cos (θ/2)

∣∣∣∣
1

2

〉
+ sin (θ/2) eiφ

∣∣∣∣−
1

2

〉

∣∣∣∣−
1

2
,−→n
〉

= sin (θ/2)

∣∣∣∣
1

2

〉
− cos (θ/2) eiφ

∣∣∣∣−
1

2

〉, (1.17)

äå θ òà φ ¹ ïîëÿðíèé òà àçèìóòàëüíèé êóòè âåêòîðà −→n ó ñôåðè÷íié
ñèñòåìi êîîðäèíàò.

Ôóíêöi¨ (1.15) ¹ ÷àñòèííèì âèïàäêîì (1.17) ïðè θ = π/2, φ = 0; ôóí-
êöi¨ (1.16) � ïðè θ = π/2, φ = π/2. Ïðè ïåðåòâîðåííi êóòiâ θ → π − θ,
φ→ π+φ ñòàí

∣∣1
2
,−→n
〉
ïåðåõîäèòü ó

∣∣−1
2
,−→n
〉
, îñêiëüêè öÿ îïåðàöiÿ çìiíþ¹

îði¹íòàöiþ îñi −→n íà ïðîòèëåæíó.
Áóäü-ÿêà ïàðà ôóíêöié (1.15)-(1.17) óòâîðþ¹ ïîâíèé íàáið ôóíêöié

(òàê ñàìî, ÿê i ïàðà
∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
) ó ïðîñòîði ñïiíîâèõ ñòàíiâ s = 1/2. Óñi

öi ôóíêöi¨ ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðiâ ŝ2, −̂→s · −→n .
Ïðîñòið ñïiíîâèõ ñòàíiâ îäíi¹¨ ÷àñòèíêè âèçíà÷à¹òüñÿ áàçèñîì ç äâîõ

ôóíêöié. Òîìó áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó öüîìó ïðîñòî-
ði, ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé çà äîïîìîãîþ êâàäðàòíî¨ ìàòðèöi ðîçìið-
íiñòþ 2 × 2. Ïîâíà ñèñòåìà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü äðóãîãî ðàíãó ñêëàäà-
¹òüñÿ ç ÷îòèðüîõ ëiíiéíî íåçàëåæíèõ ìàòðèöü. Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâið-
êîþ ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ÷îòèðè ìàòðèöi σ̂x, σ̂y, σ̂z, Î (Î � îäèíè÷íà
ìàòðèöÿ) ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè. Òîìó áóäü-ÿêèé ëiíiéíèé îïåðàòîð Â,
ùî âèçíà÷åíèé ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði îäíi¹¨ ÷àñòèíêè, ìîæå áóòè ïðåä-
ñòàâëåíèé ó âèãëÿäi

Â = aÎ +
−→
b · −̂→σ , (1.18)

äå a òà
−→
b = {bx, by, bz} � ñóêóïíiñòü äåÿêèõ êîåôiöi¹íòiâ. Áàçèñíi ìà-

òðèöi (1.18) ¹ çðó÷íèìè òîìó, ùî âîíè ñàìîñïðÿæåíi òà ìàþòü ïðîñòi
àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi.

1.5 Ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè ó ñïiíîâîìó ïðî-

ñòîði

Îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåííÿ

σ̂± = σ̂x ± iσ̂y,
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2

Òàáë. 1.1: ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè

Îïåðàòîðè

σ̂+ σ̂− σ̂2
+ σ̂2

− σ̂+σ̂− σ̂−σ̂+

Áàçèñíi
ôóíêöi¨

∣∣1
2

〉
0 2

∣∣−1
2

〉
0 0 4

∣∣1
2

〉
0

∣∣−1
2

〉
2
∣∣1
2

〉
0 0 0 0 4

∣∣−1
2

〉

ìàþòü ñõîäèíêîâi âëàñòèâîñòi. Ç ÿâíîãî âèãëÿäó öèõ îïåðàòîðiâ

σ̂+ =

(
0 2
0 0

)
, σ̂− =

(
0 0
2 0

)

î÷åâèäíî, ùî σ̂†
+ = σ̂−. Òîáòî âîíè íå ¹ ñàìîñïðÿæåíèìè îïåðàòîðàìè òà

¨ì íå ìîæóòü âiäïîâiäàòè æîäíi ôiçè÷íi âåëè÷èíè, ùî ñïîñòåðiãàþòüñÿ íà
äîñëiäi. Öi îïåðàòîðè ¹ äîïîìiæíèìè i ââîäÿòüñÿ âèêëþ÷íî ç ìiðêóâàíü
çðó÷íîñòi. Â Òàáë. 1.1 çâåäåíî ðåçóëüòàòè äi¨ îïåðàòîðiâ σ̂± íà áàçèñíi
ôóíêöi¨

∣∣1
2

〉
i
∣∣−1

2

〉
.

Çàäà÷à íà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ ñõîäèíêîâèõ îïåðàòîðiâ íå ìà¹ ñåíñó,
îñêiëüêè íå iñíó¹ óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ, ùî ðîáèòü ¨õ äiàãîíàëüíèìè.

Çàìiñòü íàáîðó ìàòðèöü σ̂x, σ̂y, σ̂z ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ íàáîðîì
σ̂+, σ̂−, σ̂z. Íàïðèêëàä,

−̂→σ
2
= σ̂2

x + σ̂2
y + σ̂2

z =
1

2
(σ̂+σ̂− + σ̂−σ̂+) + σ̂2

z .

1.6 Ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðîåêöiéíèì îïåðàòîðîì P̂ ïðèéíÿòî íàçèâàòè ëiíiéíèé
ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð, ÿêèé çàäîâîëüíÿ¹ óìîâi

P̂ 2 = P̂ . (1.19)

Ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1
2
áóäü-ÿêèé îïåðàòîð

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi (1.18)

P̂ = aÎ +
−→
b · −̂→σ , (1.20)

äå a òà
−→
b � äåÿêi ñòàëi âåëè÷èíè. Ïiäíîñÿ÷è (1.20) äî êâàäðàòó òà ëiíå-

àðèçóþ÷è ïî σ̂, îäåðæèìî

P̂ 2 =
(
a2 + b2

)
Î + 2a

−→
b · −̂→σ .
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Òóò ìè ñêîðèñòàëèñÿ ñïiââiäíîøåííÿì Î2 = Î òà σ̂2
i = Î. Ç óìîâè (1.19)

îòðèìó¹ìî

a2 + b2 = a, 2a
−→
b =

−→
b ,

çâiäêè a = 1/2,
−→
b = 1

2
−→n , äå −→n � îäèíè÷íèé âåêòîð. Òàêèì ÷èíîì,

ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ìà¹ âèãëÿä

P̂±,−→n =
1

2

(
Î ±−→n · −̂→σ

)
. (1.21)

Çìiñò âåêòîðà −→n ìîæíà ç'ÿñóâàòè, ïåðåâiðèâøè äiþ îïåðàòîðiâ P̂±
äëÿ ïåâíèõ íàïðÿìêiâ −→n . Íåõàé −→n = −→ez ¹ îäèíè÷íèé âåêòîð, ñïðÿìîâà-
íèé âçäîâæ îñi z. Â öüîìó âèïàäêó

P̂+,z =
1

2

(
Î + σ̂z

)
=

(
1 0
0 0

)

P̂−,z =
1

2

(
Î − σ̂z

)
=

(
0 0
0 1

)
.

Äiÿ öèõ îïåðàòîðiâ íà äîâiëüíèé âåêòîð |χ⟩ = α
∣∣1
2

〉
+β

∣∣−1
2

〉
âèçíà÷à¹òüñÿ

çà äîïîìîãîþ ðiâíîñòåé

P̂+,z |χ⟩ = α

∣∣∣∣
1

2

〉
, P̂−,z |χ⟩ = β

∣∣∣∣−
1

2

〉
.

Òàêèì ÷èíîì, îïåðàòîðè P̂+,z òà P̂−,z ïðîåêòóþòü ñòàí |χ⟩ âiäïîâiäíî
íà ñòàíè

∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
. Öåé âèñíîâîê ëåãêî óçàãàëüíèòè: îïåðàòîðè P̂±,−→n

(1.21) ïðîåêòóþòü íà ñòàíè
∣∣1
2
,−→n
〉
àáî

∣∣−1
2
,−→n
〉
ç ïåâíèì çíà÷åííÿì ïðîå-

êöi¨ ñïiíó (±1/2) íà âiñü, ùî çáiãà¹òüñÿ ç íàïðÿìêîì îäèíè÷íîãî âåêòîðà
−→n . Ôóíêöi¨

∣∣1
2
,−→n
〉
òà
∣∣−1

2
,−→n
〉
¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà P̂+,−→n ç

âëàñíèìè çíà÷åííÿìè 1 i 0 òà âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà P̂−,−→n ç
âëàñíèìè çíà÷åííÿìè 0 i 1, âiäïîâiäíî.

Äîâiëüíèé îïåðàòîð ó ëiíiéíîìó ïðîñòîði îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
ïðàâèëîì, çà ÿêèì âií äi¹ íà âñi áàçèñíi âåêòîðè (ôóíêöi¨) äàíîãî ïðî-
ñòîðó. Òîìó îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ, íàïðèêëàä íà âiñü z, ìîæíà ââåñòè
ÿê ëiíiéíi îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü:

P̂+,z

∣∣∣∣
1

2

〉
=

∣∣∣∣
1

2

〉
, P̂+,z

∣∣∣∣−
1

2

〉
= 0,

P̂−,z

∣∣∣∣
1

2

〉
= 0, P̂−,z

∣∣∣∣−
1

2

〉
=

∣∣∣∣−
1

2

〉
.
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2

1.7 Äåÿêi âëàñòèâîñòi ìàòðèöü Ïàóëi

Âèùå âæå áóëî âiäìi÷åíî, ùî êâàäðàòè ñõîäèíêîâèõ îïåðàòîðiâ σ̂2
± = 0,

òîáòî σ̂2
± íå ìàþòü îáåðíåíèõ. Ïðèïóñòèìî ïðîòèëåæíå � ùî îáåðíåíà

ìàòðèöÿ σ̂−1
± iñíó¹:

σ̂−1
± σ̂± = Î .

ßêùî ëiâó òà ïðàâó ÷àñòèíó öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ ïîìíîæèòè íà σ̂±
ñïðàâà òà âðàõóâàòè, ùî σ̂2

± = 0, òî îòðèìó¹ìî î÷åâèäíî íåâiðíèé ðå-
çóëüòàò σ̂± = 0. Ìiæ iíøèì, âiäñóòíiñòü ìàòðèöü, îáåðíåíèõ äî σ̂±, áåç-
ïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç âèðîäæåíîñòi öèõ ìàòðèöü (det σ̂± = 0), ùî ìîæíà
áà÷èòè ç ¨õ ÿâíîãî âèãëÿäó.

Çðîáèìî ùå îäíå çàóâàæåííÿ ç ïðèâîäó âåêòîðíîãî ïîçíà÷åííÿ −̂→σ . Ó
ðiçíèõ àëãåáðà¨÷íèõ âèðàçàõ òà ïåðåòâîðåííÿõ ç îïåðàòîðîì −̂→σ ìîæíà
ïðàöþâàòè ÿê çi çâè÷àéíèì âåêòîðîì ç êîìïîíåíòàìè σ̂x, σ̂y, σ̂z. Îäíàê,
ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî σ̂i ¹ îïåðàòîðè, ÿêi íå êîìóòóþòü ç iíøèìè îïåðàòî-
ðàìè ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði òà íå êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Òîìó ôîðìàëüíå
çàñòîñóâàííÿ àëãåáðè ïðîñòèõ âåêòîðiâ äî −̂→σ ìîæå ïðèçâåñòè äî ïîìè-

ëîê. Íàïðèêëàä, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî äâà âèðàçè
(−̂→σ · −→a

)(−̂→σ · −→b
)
òà

(−̂→σ · −→b
)(−̂→σ · −→a

)
íå ¹ òîòîæíèìè (òóò −→a i

−→
b � âåêòîðè, ùî íå ¹ îïå-

ðàòîðàìè ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði). Ïîêàçîâèì ¹ é iíøèé ïðèêëàä:

[−̂→σ × −̂→σ
]
= 2i−̂→σ . (1.22)

Äëÿ çâè÷àéíèõ âåêòîðiâ (íå îïåðàòîðiâ) ëiâà ÷àñòèíà (1.22), ÿê âiäî-

ìî, äîðiâíþ¹ íóëåâi. Òå, ùî
[−̂→σ × −̂→σ

]
íå äîðiâíþ¹ íóëåâi, áåçïîñåðåäíüî

ïîâ'ÿçàíî ç íåêîìóòàòèâíiñòþ îïåðàòîðiâ σ̂i ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè iíäå-
êñó i. Ïiäêðåñëèìî, ùî σ̂i ¹ îïåðàòîðàìè ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði òà êîìïî-
íåíòàìè âåêòîðà (òî÷íiøå ïñåâäîâåêòîðà) ó çâè÷àéíîìó ïðîñòîði. Îñòàí-
í¹ òâåðäæåííÿ ñëiä ðîçóìiòè òàêèì ÷èíîì, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïå-
ðàòîðà σ̂i ïåðåòâîðþþòüñÿ ÿê i-òà êîìïîíåíòà âåêòîðà ïiä ÷àñ ïîâîðîòiâ
ñèñòåìè êîîðäèíàò.

1.8 Ëiíåàðèçàöiÿ íåëiíiéíèõ êîìáiíàöié ñïi-

íîâèõ îïåðàòîðiâ

Ïîñëiäîâíå âèêîðèñòàííÿ ôîðìóëè (1.6) òà âðàõóâàííÿ âëàñòèâîñòåé òåí-
çîðà εijk äîçâîëÿ¹ çâåñòè áóäü-ÿêó êîìáiíàöiþ äîáóòêiâ îïåðàòîðiâ σ̂i, σ̂j



1.8. ËIÍÅÀÐÈÇÀÖIß ÍÅËIÍIÉÍÈÕÊÎÌÁIÍÀÖIÉ ÑÏIÍÎÂÈÕÎÏÅÐÀÒÎÐIÂ25

äî ëiíiéíî¨ ïî σ̂i ôîðìè. Íàïðèêëàä, äëÿ äîáóòêó òðüîõ òà ÷îòèðüîõ îïå-
ðàòîðiâ áóäåìî ìàòè

σ̂iσ̂jσ̂k = iεijkÎ + (σ̂iδjk − σ̂jδik + σ̂kδij)

σ̂iσ̂jσ̂kσ̂l = (δijδkl − δikδjl + δilδjk) Î

+ i (εijkσ̂l + δijεklmσ̂m − δikεjlmσ̂m + δjkεilmσ̂m) .

Ó Òàáë. 1.2 íàâåäåíî íàáið êîðèñíèõ ñïiââiäíîøåíü, ëiâi ÷àñòèíè ÿêèõ
ìiñòÿòü êâàäðàòè÷íi (àáî áiëüø âèñîêîãî ñòåïåíÿ) âèðàçè ïî −̂→σ , à ó ïðà-
âié ÷àñòèíi � ëiíiéíi. ×åðåç −→a òà

−→
b ïîçíà÷åíî äîâiëüíi âåêòîðè, ùî íå

¹ îïåðàòîðàìè ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði.
ßê ïðèêëàä, ðîçãëÿíåìî ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü äëÿ äîâåäåííÿ ï. 3 ç

Òàáë. 1.2.

−̂→σ ·
[−̂→σ ×−→a

]
=
∑

i

σ̂i
∑

kl

εiklσ̂kal =
∑

ikl

εiklσ̂iσ̂kal

=
∑

ikl

εikl

(
δik + i

∑

m

εikmσ̂m

)
al = i

∑

iklm

εiklεikmσ̂mal

= 2i
∑

lm

δlmσ̂mal = 2i
∑

l

σ̂lal = 2i
(−̂→σ · −→a

)
.

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ëiíåàðèçàöi¨ ïî −̂→σ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ F
(
a+

−→
b · −̂→σ

)
.

Ïåðåïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi F
(
a+ b−→n · −̂→σ

)
, äå −→n =

−→
b /b ¹ îäèíè÷íèé âå-

êòîð. Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè ðiâíîñòi 9 òà 10 ç Òàáë. 1.2, ìîæíà çàïèñàòè

F
(
a+ b−→n · −̂→σ

)
= A+B−→n · −̂→σ , (1.23)

äå êîåôiöi¹íòè A òà B çàëåæàòü â çàãàëüíîìó âèïàäêó âiä a òà b. Ïîäi¹ìî
ëiâîþ òà ïðàâîþ ÷àñòèíàìè îïåðàòîðíî¨ ðiâíîñòi (1.23) íà âëàñíi ôóíêöi¨∣∣1
2
,−→n
〉
òà
∣∣−1

2
,−→n
〉
îïåðàòîðà −→n · −̂→σ òà âðàõó¹ìî, ùî âiäïîâiäíi âëàñíi

çíà÷åííÿ äîðiâíþþòü ±1:

F (a+ b) = A+B, F (a− b) = A−B.

Çâiäñè

A =
F (a+ b) + F (a− b)

2
, B =

F (a+ b)− F (a− b)

2
.
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2

Îòæå:

F
(
a+

−→
b · −̂→σ

)
=
F (a+ b) + F (a− b)

2
Î

+
F (a+ b)− F (a− b)

2b

−→
b · −̂→σ . (1.24)

Ôîðìóëà (1.24) äîçâîëÿ¹ ïðîâåñòè ëiíåàðèçàöiþ ïî −̂→σ áàãàòüîõ âèðà-
çiâ. Òàê, íàïðèêëàä, çàñòîñîâóþ÷è (1.24), ìîæíà çàïèñàòè

exp
(
i−→a · −̂→σ

)
= Î cos a+ i

−→a · −̂→σ
a

sin a

exp (ασ̂i) = Î coshα + σ̂i sinhα

cosh (ασ̂i) = Î coshα

sinh (ασ̂i) = σ̂i sinhα

sin
(
a+

−→
b · −̂→σ

)
= Î sin a cos b+

−→
b · −̂→σ
b

cos a sin b.

(1.25)

1.9 Îá÷èñëåííÿ òðåéñó êîìáiíàöié ìàòðèöü

Ïàóëi

Ïiä òðåéñîì ìàòðèöi ðîçóìiþòü ñóìó ¨¨ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ. Çíà÷åííÿ
òðåéñiâ îäèíè÷íî¨ ìàòðèöi Î òà ìàòðèöü Ïàóëi î÷åâèäíi:

Tr Î = 2, Tr σ̂i = 0, i = 1, 2, 3.

ßêùî äåÿêèé îïåðàòîð Â ìiñòèòü ìàòðèöi Ïàóëi, òî òðåéñ öüîãî îïå-
ðàòîðà ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði çðó÷íî çíàõîäèòè ïiñëÿ ïðèâåäåííÿ éîãî äî
âèãëÿäó, ëiíiéíîãî ïî σ̂i

Â = aÎ +
−→
b · −̂→σ

Tr Â = 2a
. (1.26)

Ó ñâîþ ÷åðãó, êîåôiöi¹íòè ðîçêëàäó (1.26) îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè

a =
1

2
Tr Â, bi =

1

2
Tr
(
σ̂iÂ
)
, i = 1, 2, 3.

Ó Òàáë. 1.3 íàâåäåíî çíà÷åííÿ òðåéñiâ äåÿêèõ îïåðàòîðiâ, ÿêi âèçíà÷åíi
ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði.
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Òàáë. 1.2: Ëiíåàðèçàöiÿ âèðàçiâ ç ìàòðèöÿìè Ïàóëi

� Îïåðàòîðíi òîòîæíîñòi

1
[−̂→σ × −̂→σ

]
= 2i−̂→σ

2 −̂→σ ·
(−̂→σ · −→a

)
= Î−→a − i

[−̂→σ ×−→a
]

3
(−̂→σ ·

[−̂→σ ×−→a
])

= 2i
(−̂→σ · −→a

)

4 −̂→σ ×
[−̂→σ ×−→a

]
= −2Î−→a + i

[−̂→σ ×−→a
]

5
(−̂→σ · −→a

)(−̂→σ · −→b
)
=
(−→a · −→b

)
Î + i

(−̂→σ
[−→a ×−→

b
])

6
([−̂→σ ×−→a

]
·
[−̂→σ ×−→

b
])

= 2
(−→a · −→b

)
Î + i

(−̂→σ
[−→a ×−→

b
])

7
(−̂→σ · −→a

) [−̂→σ ×−→
b
]
=
[−→a ×−→

b
]
Î + i

{(−̂→σ · −→b
)−→a −

(−→a · −→b
) −̂→σ

}

8
[[−̂→σ ×−→a

]
×
[−̂→σ ×−→

b
]]

=
[−→a ×−→

b
]
Î + i

{(−̂→σ · −→b
)−→a +

(−̂→σ · −→a
)−→
b
}

9
(−̂→σ · −→n

)2k
= Î, k � öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, −→n � îäèíè÷íèé âåêòîð

10

(−̂→σ · −→n
)2k+1

=
(−̂→σ · −→n

)
, k � öiëå íåâiä'¹ìíå ÷èñëî, −→n � îäèíè-

÷íèé âåêòîð
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2

Òàáë. 1.3: Òðåéñè îïåðàòîðiâ

� Îïåðàòîðíi òîòîæíîñòi

1 Tr P̂± = 1, P̂± � îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ íà ñòàíè
∣∣±1

2

〉

2 Tr (σ̂iσ̂j) = 2δij

3 Tr (σ̂iσ̂jσ̂k) = 2iεijk

4 Tr (σ̂iσ̂jσ̂kσ̂l) = 2 (δijδkl − δikδjl + δilδjk)

5 Tr (σ̂iσ̂jσ̂kσ̂lσ̂m) = 2i (δijεklm + δklεijm + δkmεilj + δlmεijk)

6 Tr
[
F
(
a+

−→
b · −̂→σ

)]
= F (a+ b) + F (a− b)

Ïðè îá÷èñëåííÿõ òðåéñó äîáóòêó âåëèêî¨ êiëüêîñòi ìàòðèöü Ïàóëi
çðó÷íî êîðèñòóâàòèñÿ ôîðìóëîþ çâåäåííÿ

Tr (σ̂i1σ̂i2 . . . σ̂in) = δi1i2Tr (σ̂i3σ̂i4 . . . σ̂in)− δi1i3Tr (σ̂i2σ̂i4σ̂i5 . . . σ̂in)

+ δi1i4Tr (σ̂i2σ̂i3σ̂i5 . . . σ̂in)− · · ·+ δi1inTr
(
σ̂i2σ̂i3 . . . σ̂in−1

)
,

äå n � ïàðíå ÷èñëî. ßêùî æ n ¹ íåïàðíèì, òî ïåðåä îá÷èñëåííÿì òðåéñó
ñëiä îäèí ðàç ñêîðèñòàòèñÿ âèðàçîì (1.6) i òàêèì ÷èíîì çâåñòè çàäà÷ó äî
ïîïåðåäíüî¨.

Âåëè÷èíà òðåéñó äîáóòêó îïåðàòîðiâ íå çìiíþ¹òüñÿ ïðè ¨õ öèêëi÷íié
ïåðåñòàíîâöi. Äîâåäåìî öå òâåðäæåííÿ äëÿ òðüîõ îïåðàòîðiâ (ñïîñiá äî-
âåäåííÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííèì äëÿ áóäü-ÿêî¨ êiëüêîñòi îïåðàòîðiâ)

Tr
(
ÂB̂Ĉ

)
=
∑

ijk

AijBjkCki =
∑

ijk

BjkCkiAij = Tr
(
B̂ĈÂ

)
= Tr

(
ĈÂB̂

)
.

Òðåéñ îïåðàòîðà íå çàëåæèòü âiä ïðåäñòàâëåííÿ öüîãî îïåðàòîðà.
Äiéñíî, ïåðåõiä âiä îäíîãî ïðåäñòàâëåííÿ äî iíøîãî ðåàëiçó¹òüñÿ çà äî-
ïîìîãîþ óíiòàðíèõ îïåðàòîðiâ

ˆ̃A = Û †ÂÛ ,

çâiäêè, ðîáëÿ÷è öèêëi÷íó ïåðåñòàíîâêó îïåðàòîðiâ ïiä çíàêîì òðåéñó,
îòðèìó¹ìî

Tr ˆ̃A = Tr
(
Û †ÂÛ

)
= Tr

(
Û Û †Â

)
= Tr

(
ÎÂ
)
= Tr Â.
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1.10 Ïîâíèé ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó ÷àñòèíêè

çi ñïiíîì s = 1/2

Îðáiòàëüíèé ìîìåíò ÷àñòèíêè òà ¨¨ ñïií ïðåäñòàâëÿþòü ôiçè÷íi âåëè÷èíè
îäíàêîâî¨ ïðèðîäè, à ñàìå � ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó. Ñóìà öèõ âåëè÷èí
ìà¹ çìiñò ïîâíîãî ìîìåíòó iìïóëüñó ÷àñòèíêè

−̂→
J =

−̂→
L + −̂→s . (1.27)

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ùî êîìïîíåíòè îïå-
ðàòîðà ïîâíîãî ìîìåíòó çàäîâîëüíÿþòü òèì ñàìèì êîìóòàöiéíèì ñïiâ-
âiäíîøåííÿì, ùî i êîìïîíåíòè îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó

[
Ĵi, Ĵj

]
= iεijkĴk,

[
Ĵi,

−̂→
J

2
]
= 0. (1.28)

Ïðè äîâåäåííi (1.28) ñëiä âðàõîâóâàòè, ùî îïåðàòîðè
−̂→
L òà −̂→s äiþòü ó

ðiçíèõ ïðîñòîðàõ i òîìó êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Ëåãêî áà÷èòè òàêîæ, ùî

îïåðàòîð
−̂→
J

2

êîìóòó¹ ç îïåðàòîðàìè
−̂→
L

2

, −̂→s
2
. Òîáòî, iñíóþòü ñòàíè ÷à-

ñòèíêè, â ÿêèõ âëàñíi çíà÷åííÿ öèõ îïåðàòîðiâ, à òàêîæ îäíà ç êîìïîíåíò
ji, ìàþòü îäíî÷àñíî ïåâíi çíà÷åííÿ (öi âåëè÷èíè ìîæíà âèìiðÿòè îäíî-
÷àñíî).

Ïîñòàâèìî çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè âëàñíèõ ôóíêöié |jmjLs⟩
îïåðàòîðiâ

−̂→
J

2

, Ĵz,
−̂→
L

2

, −̂→s
2
, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ðiâíÿííÿì íà âëàñíi çíà-

÷åííÿ

−̂→
J

2

|jmjLs⟩ = j (j + 1) |jmjLs⟩
Ĵz |jmjLs⟩ = mj |jmjLs⟩
−̂→
L

2

|jmjLs⟩ = L (L+ 1) |jmjLs⟩
−̂→s

2
|jmjLs⟩ =

3

4
|jmjLs⟩

. (1.29)

Êâàíòîâi ÷èñëà L òà s ââàæàþòüñÿ çàäàíèìè (çàðàç ðîçãëÿäà¹ìî âèïà-
äîê s = 1/2), à ìîæëèâi çíà÷åííÿ êâàíòîâèõ ÷èñåë j òà mj ïîêè ùî ¹
íåâèçíà÷åíèìè.

Ïðîñòið, ó ÿêîìó âèçíà÷åíî îïåðàòîð
−̂→
J , ¹ ïðÿìèì äîáóòêîì äâîõ

ëiíiéíèõ ïðîñòîðiâ, ó êîæíîìó ç ÿêèõ âèçíà÷åíi îêðåìî îïåðàòîðè
−̂→
L àáî
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2

−̂→s . Òîìó äëÿ ïîáóäîâè ñòàíiâ |jmjLs⟩ çà áàçèñ ïðèðîäíî âçÿòè äîáóòîê

âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðiâ
−̂→
L

2

, L̂z íà âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðiâ
−̂→s

2
, ŝz

|jmjLs⟩ =
∑

mLµ

CmLµ |LmL⟩ |µ⟩ , (1.30)

äå |LmL⟩ ¹ äîáóòîê ðàäiàëüíî¨ ôóíêöi¨ íà ñôåðè÷íó ôóíêöiþ YLm (θ, φ):

|LmL⟩ = fL (r)YLm (θ, φ) ,

à |µ⟩ (µ = ±1/2) ¹ âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà σ̂z. Íèæ÷å áóäå ïîêàçàíî,
ùî ðàäiàëüíà ôóíêöiÿ f (r) íå çàëåæèòü âiä êâàíòîâîãî ÷èñëà mj.

Ïîäi¹ìî îïåðàòîðîì ĵz íà ëiâó ÷àñòèíó ñïiââiäíîøåííÿ (1.30) òà ðiâ-
íèì éîìó îïåðàòîðîì L̂z+ ŝz íà ïðàâó ÷àñòèíó. Â ðåçóëüòàòi áóäåìî ìàòè

mj |jmjLs⟩ =
∑

mLµ

CmLµ (mL + µ) |LmL⟩ |µ⟩ .

Öå ñïiââiäíîøåííÿ óçãîäæó¹òüñÿ ç (1.30) ëèøå â òîìó âèïàäêó, ÿêùî
mj = mL + µ. Òàêèì ÷èíîì, â (1.30) âiäìiííi âiä íóëÿ ëèøå äâà êîåôiöi-
¹íòè (ïðè ôiêñîâàíîìó L). Äëÿ ïðîñòîòè çàïèñó áóäåìî íàäàëi ïîçíà÷àòè
¨õ ÷åðåç C1 òà C2

|jmjLs⟩ = C1

∣∣∣∣L mj −
1

2

〉 ∣∣∣∣
1

2

〉
+ C2

∣∣∣∣L mj +
1

2

〉 ∣∣∣∣−
1

2

〉
.

Çàïèñóþ÷è âëàñíi ôóíêöi¨
∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
îïåðàòîðà σ̂z ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-

ñòîâï÷èêiâ (1.11), îäåðæèìî

|jmjLs⟩ =
(
C1

∣∣L mj − 1
2

〉

C2

∣∣L mj +
1
2

〉
)
. (1.31)

Êîåôiöi¹íòè C1 i C2 ñëiä âèçíà÷èòè ç óìîâè, ùî |jmjLs⟩ ¹ âëàñíîþ
ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà

−̂→
J

2

, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ j (j + 1) (ïî

àíàëîãi¨ ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè îïåðàòîðiâ
−̂→
L

2

òà −̂→s
2
). Ìîæëèâi çíà÷å-

ííÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà j áóäóòü âèçíà÷åíi íèæ÷å. Çàóâàæèìî, ùî ïiä
−̂→
L

â (1.27) ñëiä ðîçóìiòè äîáóòîê îïåðàòîðà îðáiòàëüíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó
íà îäèíè÷íó ìàòðèöþ â ñïiíîâîìó ïðîñòîði. Òîäi

−̂→
J

2

=

(−̂→
L Î + −̂→s

)2

=
−̂→
L

2

Î + −̂→s
2
+ 2

−̂→
L · −̂→s

=



−̂→
L

2

+ 3
4
+ L̂z L̂−

L̂+

−̂→
L

2

+ 3
4
− L̂z


 .

(1.32)



1.10. ÏÎÂÍÈÉÌÎÌÅÍÒÊIËÜÊÎÑÒI ÐÓÕÓ×ÀÑÒÈÍÊÈ ÇI ÑÏIÍÎÌ s = 1/231

Ïðè îäåðæàííi (1.32) âðàõîâàíî, ùî −̂→s
2
= ŝ2x + ŝ2y + ŝ2z =

3
4
Î.

Ïåðåïèøåìî ïåðøå ðiâíÿííÿ (1.29), ïðåäñòàâèâøè îïåðàòîð
−̂→
J

2

ó âè-
ãëÿäi ìàòðèöi (1.32), à õâèëüîâó ôóíêöiþ � ó âèãëÿäi ñòîâï÷èêà (1.31)



−̂→
L

2

+ 3
4
+ L̂z L̂−

L̂+
−̂→
L

2

+ 3
4
− L̂z



(
C1

∣∣L mj − 1
2

〉

C2

∣∣L mj +
1
2

〉
)

= j (j + 1)

(
C1

∣∣L mj − 1
2

〉

C2

∣∣L mj +
1
2

〉
)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî
∣∣L mj ± 1

2

〉
¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà

−̂→
L

2

, òà âè-
êîðèñòîâóþ÷è âèðàçè äëÿ ñõîäèíêîâèõ îïåðàòîðiâ l̂±, ïåðåïèøåìî îñòàí-
íþ ðiâíiñòü ó âèãëÿäi ñèñòåìè ëiíiéíèõ îäíîðiäíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü
âiäíîñíî êîåôiöi¹íòiâ C1 i C2




C1

[(
L+ 1

2

)2
+mj − j (j + 1)

]
+ C2

√(
L+ 1

2

)2 −m2
j = 0

C1

√(
L+ 1

2

)2 −m2
j + C2

[(
L+ 1

2

)2 −mj − j (j + 1)
]
= 0.

(1.33)

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ðàäiàëüíà ôóíêöiÿ fL (r) çàëåæèòü òàêîæ âiä
mj, òî â ïåðøèé i äðóãèé äîäàíêè êîæíîãî ç ðiâíÿíü ñèñòåìè (1.33) ìà-
þòü âõîäèòè ðiçíi ðàäiàëüíi ôóíêöi¨, ïðè öüîìó êîåôiöi¹íòè C1 òà C2

áóäóòü ðiçíèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàëåæàòü âiä r, ÷îãî áóòè íå ìîæå.
Ðiâíiñòü íóëþ âèçíà÷íèêà ñèñòåìè ðiâíÿíü (1.33), òîáòî óìîâà iñíóâà-

ííÿ ¨¨ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó, äà¹ ðiâíÿííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ ìîæëèâèõ
çíà÷åíü êâàíòîâîãî ÷èñëà j

∣∣∣∣∣∣

(
L+ 1

2

)2
+mj − j (j + 1)

√(
L+ 1

2

)2 −m2
j√(

L+ 1
2

)2 −m2
j

(
L+ 1

2

)2 −mj − j (j + 1)

∣∣∣∣∣∣
= 0.

Ðîçâ'ÿçîê öüîãî ðiâíÿííÿ (âðàõîâóþ÷è, ùî j íå ìîæå áóòè âiä'¹ìíèì
÷èñëîì) äà¹ ïðè êîæíîìó ôiêñîâàíîìó L äâà çíà÷åííÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà
j

j = L+
1

2
ïðè L = 0, 1, 2, . . .

j = L− 1

2
ïðè L = 1, 2, 3, . . .

Ïðè L = 0 ìà¹ìî ëèøå îäíå çíà÷åííÿ j = 1/2.



32Ðîçäië 1. CÏIÍ ÒÀ ÑÏIÍÎÂI ÔÓÍÊÖI� ×ÀÑÒÈÍÊÈ ÇI ÑÏIÍÎÌ s = 1
2

Ïiäñòàíîâêà çíàéäåíèõ çíà÷åíü êâàíòîâîãî ÷èñëà j, íàïðèêëàä, ó ïåð-
øå ðiâíÿííÿ ñèñòåìè (1.33) äîçâîëÿ¹ âèðàçèòè êîåôiöi¹íò C2 ÷åðåç C1:

C2 = C1

√
L+ 1

2
−mj

L+ 1
2
+mj

, j = L+
1

2

C2 = −C1

√
L+ 1

2
+mj

L+ 1
2
−mj

, j = L− 1

2

. (1.34)

Êîåôiöi¹íò C1 âèçíà÷à¹òüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨
(1.31), ÿêà çâîäèòüñÿ äî

C2
1 + C2

2 = 1.

Çàïèøåìî îñòàòî÷íi âèðàçè äëÿ õâèëüîâèõ ôóíêöié

|jmjLs⟩ =

√
L+mj +

1
2

2L+ 1

∣∣∣∣L mj −
1

2

〉 ∣∣∣∣
1

2

〉
+

√
L−mj +

1
2

2L+ 1

∣∣∣∣L mj +
1

2

〉 ∣∣∣∣−
1

2

〉

äëÿ j = L+
1

2
, s =

1

2
, L = 0, 1, 2, . . .

|jmjLs⟩ =

√
L−mj +

1
2

2L+ 1

∣∣∣∣L mj −
1

2

〉 ∣∣∣∣
1

2

〉
−

√
L+mj +

1
2

2L+ 1

∣∣∣∣L mj +
1

2

〉 ∣∣∣∣−
1

2

〉

äëÿ j = L− 1

2
, s =

1

2
, L = 1, 2, . . .

(1.35)

Ïðè öüîìó ðàäiàëüíi ôóíêöi¨ ïîâèííi áóòè íîðìîâàíi íà îäèíèöþ
∫

|fL (r)|2 r2dr = 1.

Çàóâàæèìî, ùî çi ñïiââiäíîøåíü (1.35) òà âëàñòèâîñòåé ñôåðè÷íèõ
ôóíêöié âèïëèâà¹, ùî êâàíòîâå ÷èñëî mj çà ìîäóëåì íå ìîæå ïåðåâèùó-
âàòè çíà÷åííÿ j, òîáòî

−j ≤ mj ≤ j.

Êîíêðåòíèé âèãëÿä ðàäiàëüíî¨ ôóíêöi¨ fL (r) ìîæå áóòè âèçíà÷åíèé
ëèøå ç äîäàòêîâèõ óìîâ. Íàïðèêëàä, âîíà ïîâèííà áóòè ðîçâ'ÿçêîì ðà-
äiàëüíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, ç êîíêðåòíèì ïîòåíöiàëîì.

Ïiäâîäÿ÷è ïiäñóìêè, ìîæíà çðîáèòè äåÿêi óçàãàëüíåííÿ. Ñïiââiäíî-
øåííÿ (1.30) ôàêòè÷íî ¹ îðòîãîíàëüíå ïåðåòâîðåííÿ âiä áàçèñó |LmL⟩ |µ⟩,
äå ïåâíi çíà÷åííÿ ìàþòü âåëè÷èíè L,Lz, s, sz, äî áàçèñó |jmjLs⟩, åëåìåí-
òè ÿêîãî ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðiâ

−̂→
j

2

, ĵz,
−̂→
L

2

, −̂→s
2
.
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Ïðèêëàä, ùî ðîçãëÿíóòî âèùå, ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì îïåðàöi¨ äî-
äàâàííÿ êóòîâîãî ìîìåíòó. Ó êâàíòîâié òåîði¨ ðîçðîáëåíî ìåòîäè äîäà-
âàííÿ êóòîâèõ ìîìåíòiâ äîâiëüíî¨ ïðèðîäè òà âåëè÷èíè. Â çàãàëüíîìó
âèïàäêó öÿ çàäà÷à ñòàâèòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé |j1m1⟩ ¹ âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðiâ êâàäðàòà êóòîâîãî ìîìåíòó
−̂→
j1 òà éîãî ïðîåêöi¨ íà âiñü z, à |j2m2⟩ � òàêi æ ñòàíè äëÿ îïåðàòîðà
−̂→
j2 . Òîäi âëàñíi ôóíêöi¨ êâàäðàòà îïåðàòîðà ñóìàðíîãî êóòîâîãî ìîìåíòó−̂→
j =

−̂→
j1 +

−̂→
j2 òà éîãî ïðîåêöi¨ íà âiñü z ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

|jmjj1j2⟩ =
∑

m1m2

(j1m1j2m2|jmj) |j1m1⟩ |j2m2⟩ ,

äå ÷èñëà (j1m1j2m2|jmj) íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè âåêòîðíîãî äîäàâà-
ííÿ, àáî æ êîåôiöi¹íòàìè Êëåáøà-Ãîðäîíà. Ñóêóïíiñòü öèõ êîåôiöi¹íòiâ
óòâîðþ¹ ìàòðèöþ îðòîãîíàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ âiä îäíîãî áàçèñó äî ií-
øîãî. Ñïðàâåäëèâå òàêîæ i îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ

|j1m1⟩ |j2m2⟩ =
∑

jmj

(j1m1j2m2|jmj) |jmjj1j2⟩ .

Ó âèùå íàâåäåíîìó ïðèêëàäi êîåôiöi¹íòè Cmlµ ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì
êîåôiöi¹íòiâ Êëåáøà-Ãîðäîíà, êîëè j2 = 1/2.

1.11 Ïåðåòâîðåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ⟨χ1 | σ̂i |χ2⟩
ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò

Äîâåäåìî, ùî ìàòðè÷íi åëåìåíòè ⟨χ1 | σ̂i |χ2⟩ ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êî-
îðäèíàò ïåðåòâîðþþòüñÿ ÿê êîìïîíåíòè âåêòîðà. Íåõàé ïîâîðîò âiäáó-
âà¹òüñÿ íàâêîëî äåÿêî¨ âiñi −→n íà êóò φ. Òîäi ó íîâié ñèñòåìi êîîðäèíàò
ðàäióñ-âåêòîð ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç éîãî êîîðäèíàòè ó ñòàðié ñèñòåìi

−→r ′ = −→r cosφ− [−→n ×−→r ] sinφ+ 2−→n (−→n · −→r ) sin2 φ

2
. (1.36)

Çìiñò (1.36) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ìîæíà îòðèìàòè ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
êîìïîíåíòàìè îäíîãî i òîãî æ âåêòîðà â ñòàðié òà íîâié ñèñòåìàõ êîîð-
äèíàò. Ôîðìóëó (1.36) ìîæíà îòðèìàòè áåçïîñåðåäíüî ç ãåîìåòðè÷íèõ
ìiðêóâàíü.

Âiäîìî, ùî ïåðåòâîðåííÿ ñòàíiâ, ÿêi õàðàêòåðèçóþòüñÿ êóòîâèì ìî-
ìåíòîì

−→
j , ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè êîîðäèíàò çäiéñíþ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ



34Ðîçäië 1. CÏIÍ ÒÀ ÑÏIÍÎÂI ÔÓÍÊÖI� ×ÀÑÒÈÍÊÈ ÇI ÑÏIÍÎÌ s = 1
2

óíiòàðíîãî îïåðàòîðà R̂−→n (φ) = e
iφ

(
−→n ·−̂→j

)
, äå φ � êóò ïîâîðîòó íàâêîëî

îñi, íàïðÿìîê ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì −→n .
Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Vi òà V ′

i ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðà σ̂i â ñòàðié òà
íîâié ñèñòåìàõ êîîðäèíàò, âiäïîâiäíî

Vi = ⟨χ1 | σ̂i |χ2⟩
V ′
i = ⟨χ′

1 | σ̂i |χ′
2⟩ ,

äå |χ′
1⟩ = R̂−→n |χ1⟩, |χ′

2⟩ = R̂−→n |χ2⟩.
Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è ⟨χ′

1| = ⟨χ1| R̂†
−→n , ïåðåïèøåìî ìàòðè÷íèé åëå-

ìåíò V ′
i

V ′
i =

〈
χ1

∣∣∣ R̂†
−→n σ̂iR̂−→n

∣∣∣χ2

〉
=
〈
χ1

∣∣∣ σ̂′
i

∣∣∣χ2

〉
.

Ëiíåàðèçó¹ìî ïî −̂→σ îïåðàòîðè R̂−→n i R̂†
−→n çà äîïîìîãîþ ïåðøîãî ñïiâ-

âiäíîøåííÿ (1.25)

R̂−→n = ei
φ
2 (

−̂→σ ·−→n ) = Î cos
φ

2
+ i
(−̂→σ · −→n

)
sin

φ

2

R̂†
−→n = e−iφ

2 (
−̂→σ ·−→n ) = Î cos

φ

2
− i
(−̂→σ · −→n

)
sin

φ

2
.

Òîäi

σ̂′
i =

[
Î cos

φ

2
− i
(−̂→σ · −→n

)
sin

φ

2

]
σ̂i

[
Î cos

φ

2
+ i
(−̂→σ · −→n

)
sin

φ

2

]
.

Ïåðåòâîðèìî îêðåìi äîäàíêè ïðàâî¨ ÷àñòèíè öüîãî ñïiââiäíîøåííÿ

σ̂i

(−̂→σ · −→n
)
−
(−̂→σ · −→n

)
σ̂i = nk (σ̂iσ̂k − σ̂kσ̂i) = 2iεiklnkσ̂l = 2i

[−→n × −̂→σ
]
i(−̂→σ · −→n

)
σ̂i

(−̂→σ · −→n
)
= nknlσ̂kσ̂iσ̂l = nknl (iεikl + σ̂kδil − σ̂iδkl + σ̂lδki)

= 2
(−̂→σ · −→n

)
ni − σ̂i.

Òàêèì ÷èíîì,

V ′
i =

〈
β
∣∣∣ σ̂i cos2

φ

2
−
[−→n × −̂→σ

]
i
sinφ+

[
2
(−̂→σ · −→n

)
ni − σ̂i

]
sin2 φ

2

∣∣∣α
〉
,

àáî îñòàòî÷íî

V ′
i = Vi cosφ−

[−→n ×−→
V
]
i
sinφ+ 2ni

(−→n · −→V
)
sin2 φ

2
.

Öåé âèðàç ç òî÷íiñòþ äî ïîçíà÷åíü çáiãà¹òüñÿ ç i-þ êîìïîíåíòîþ ñïiââiä-
íîøåííÿ (1.36).

Òàêèì ÷èíîì, äiàãîíàëüíi òà íåäiàãîíàëüíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðà-
òîðiâ σ̂i íà äîâiëüíèõ áàçèñíèõ ñòàíàõ |χ1⟩ i |χ2⟩ ïðè ïîâîðîòi ñèñòåìè
êîîðäèíàò ïåðåòâîðþþòüñÿ ÿê êîìïîíåíòè âåêòîðà.
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1.12 Âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨

Äëÿ îïèñó ïðîñòîðîâî¨ îði¹íòàöi¨ ñïiíó ÷àñòèíêè çàñòîñîâó¹òüñÿ ïîíÿò-
òÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨

−→
P , êîìïîíåíòè ÿêîãî âèçíà÷àþòüñÿ ÿê ñåðåäíi

çíà÷åííÿ âiäïîâiäíèõ ìàòðèöü Ïàóëi

Pi = ⟨µ | σ̂i |µ⟩ , i = x, y, z (àáî i = 1, 2, 3). (1.37)

Íà ïiäñòàâi (1.37) íåâàæêî çíàéòè, ùî ó ñòàíi
∣∣1
2

〉
êîìïîíåíòè âåêòîðà

ïîëÿðèçàöi¨ ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ Px = 0, Py = 0, Pz = 1, à ó ñòàíi
∣∣−1

2

〉

� âiäïîâiäíî Px = 0, Py = 0, Pz = −1. Öå îçíà÷à¹, ùî ñòàíè
∣∣1
2

〉
i
∣∣−1

2

〉

õàðàêòåðèçóþòüñÿ âåêòîðàìè ïîëÿðèçàöi¨, ÿêi çà ìîäóëåì äîðiâíþþòü
îäèíèöi òà ñïðÿìîâàíi âiäïîâiäíî âçäîâæ i ïðîòè âiñi z.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê, êîëè ñïiíîâèé ñòàí îïè-
ñó¹òüñÿ ôóíêöi¹þ

∣∣1
2
,−→n
〉
, ÿêà ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà −̂→σ · −→n . Çà-

ïèøåìî ¨¨ ó âèãëÿäi âåêòîðà-ñòîâï÷èêà
∣∣∣∣
1

2
,−→n
〉

=

(
cos θ

2

eiφ sin θ
2

)
.

Îá÷èñëþþ÷è êîìïîíåíòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ çà ôîðìóëîþ (1.37), çíà-
éäåìî

Px =
(
cos θ

2
e−iφ sin θ

2

)(0 1
1 0

)(
cos θ

2

eiφ sin θ
2

)
= sin θ cosφ

Py = sin θ sinφ

Pz = cos θ.

(1.38)

Ç (1.38) î÷åâèäíî, ùî ïàðàìåòðè θ i φ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïîëÿðíèé
òà àçèìóòàëüíèé êóòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨

−→
P ó ñôåðè÷íié ñèñòåìi êî-

îðäèíàò. Äëÿ áóäü-ÿêèõ çíà÷åíü öèõ êóòiâ, ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨
äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Öå ìà¹ ìiñöå äëÿ âñiõ òàê çâàíèõ ÷èñòèõ ñïiíîâèõ ñòà-
íiâ, êîëè ñòàí ñèñòåìè ìîæíà îïèñàòè çà äîïîìîãîþ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Áiëüø çàãàëüíèì ñïîñîáîì îïèñó ñïiíîâèõ ñòàíiâ ¹ ìàòðèöÿ ãóñòè-
íè. Ôîðìàëiçì ìàòðèöi ãóñòèíè äîçâîëÿ¹ ðîçãëÿäàòè òàê çâàíi çìiøàíi
ñïiíîâi ñòàíè (÷èñòi ñòàíè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê). Ó çìi-
øàíèõ ñòàíàõ ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ çàâæäè ìåíøèé çà îäèíèöþ,∣∣∣−→P
∣∣∣ < 1.

Çàóâàæèìî, ùî âiäïîâiäíèì ïîâîðîòîì ñèñòåìè êîîðäèíàò x′, y′, z′

çàâæäè ìîæíà ñïðÿìóâàòè âiñü z âçäîâæ âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨
−→
P . Ïðè

òàêîìó âèáîði ñèñòåìè êîîðäèíàò ÷èñòèé ñïiíîâèé ñòàí áóäå îïèñóâàòè-

ñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ
∣∣1
2

〉
=

(
1
0

)
.
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2

1.13 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðî-

áîòè

1. Îäåðæàòè ôîðìóëè (1.15), (1.16), (1.17).

2. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöi Î , σ̂x, σ̂y, σ̂z ¹ ëiíiéíî íåçàëåæíèìè.

3. Âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ ÷àñòèíêè, ùî ìà¹ ñïií 1
2
, ñêëàäà¹ îäíàêîâi êóòè

ç âiññþ ñèñòåìè êîîðäèíàò x, y, z. Çàïèñàòè ñïiíîâó ôóíêöiþ âiäïî-
âiäíîãî ñòàíó.

4. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà

f̂ = aÎ +
−→
b · −̂→σ ,

a = const,
−→
b � ñòàëèé âåêòîð.

5. Ñïií åëåêòðîíà îði¹íòîâàíî âçäîâæ îñi z. ßêà iìîâiðíiñòü çíàéòè
åëåêòðîí ó ñòàíàõ ç ïðîåêöi¹þ ñïiíó 1

2
íà âiñü −→n (θ, φ)?

6. Ç'ÿñóâàòè, ÷è êîìóòóþòü îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ íà ñïiíîâi ñòàíè
|−→ny⟩ òà |−→nx⟩.

7. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà −̂→σ ·
[−̂→σ × −̂→σ

]
.

8. Çíàéòè ìàòðè÷íi åëåìåíòè
〈
1
2

∣∣ σ̂+σ̂−
∣∣−1

2

〉
,
〈
1
2

∣∣ σ̂2
+

∣∣−1
2

〉
.

9. Ñòàí ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1
2
õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïåâíèì íàáîðîì

êâàíòîâèõ ÷èñåë jmjls. ×îìó äîðiâíþ¹ iìîâiðíiñòü çíàéòè ÷àñòèíêó
ó ñòàíi ç ïðîåêöi¹þ ñïiíó 1

2
íà âiñü êâàíòóâàííÿ?

10. Äîâåñòè, ùî äëÿ îïåðàòîðà ïîâíîãî ìîìåíòó
−̂→
J ç (1.27) âèêîíó¹òüñÿ

ðiâíiñòü [−̂→
J × −̂→

J

]
= i

−̂→
J .

11. Äîâåñòè òîòîæíîñòi (−→n = −→r /r):
(−→n · −̂→σ

)(−̂→
L · −̂→σ

)(−→n · −̂→σ
)
= −

(−̂→
L · −̂→σ + 2

)

(−̂→
L · −̂→σ

)(−→n · −̂→σ
)
+
(−→n · −̂→σ

)(−̂→
L · −̂→σ

)
= −2

(−→n · −̂→σ
)
.

12. Ïåðåâiðèòè îðòîãîíàëüíiñòü ôóíêöié
∣∣jmjL

1
2

〉
äëÿ ðiçíèõ çíà÷åíü

mj.



Ðîçäië 2

Ñïiíîâi ñòàíè ñèñòåìè ÷àñòèíîê

çi ñïiíîì s = 1
2

2.1 Îïåðàòîð ñóìàðíîãî ñïiíó òà áàçèñíi âå-

êòîðè ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè äâîõ

÷àñòèíîê

Ñïií, ÿê âåëè÷èíà, ùî çà ïðèðîäîþ ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìîìåíò iìïóëüñó, ¹ àäè-
òèâíîþ âåëè÷èíîþ. Òîìó îïåðàòîð ñïiíó ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê ïðåä-
ñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi

−̂→
S = −̂→s1 + −̂→s2 . (2.1)

Òóò i äàëi ñïií âèìiðþ¹òüñÿ â îäèíèöÿõ ñòàëî¨ Ïëàíêà ℏ, òîáòî âåëè÷èíè
−̂→
S , −̂→s1 , −̂→s2 ââàæàòèìåìî áåçðîçìiðíèìè.

Ïiä ñêîðî÷åíèì âèðàçîì (2.1), ÿêèì ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ íàäàëi,
â äiéñíîñòi ñëiä ðîçóìiòè îïåðàòîð

−̂→
S = −̂→s1 ⊗ Î2 + Î1 ⊗ −̂→s2 , (2.2)

äå êîæíèé iç äîäàíêiâ ñóìè ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó
îïåðàòîðà ñïiíó îäíi¹¨ ÷àñòèíêè òà îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà Î, âèçíà÷åíîãî
ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði iíøî¨ ÷àñòèíêè. Òàêà ôîðìà çàïèñó íàî÷íî ïîêàçó¹,
ùî êîæíèé iç äîäàíêiâ ÿâëÿ¹ ñîáîþ îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó 4-âèìiðíîìó
ñïiíîâîìó ïðîñòîði.

Ïðàâi ÷àñòèíè (2.1) òà (2.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç ìàòðèöi Ïàóëi:

−̂→
S =

1

2

(−̂→σ1 + −̂→σ2
)
, àáî

−̂→
S =

1

2

(−̂→σ1 ⊗ Î2 + Î1 ⊗ −̂→σ2
)
.

(2.3)

37
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2

Â ÿêîñòi áàçèñíèõ âåêòîðiâ ó äâî÷àñòèíêîâîìó ñïiíîâîìó ïðîñòîði
ìîæíà îáðàòè òåíçîðíi äîáóòêè âåêòîðiâ ñòàíiâ îêðåìèõ ÷àñòèíîê

|χ12⟩ ≡ |µ⟩1 ⊗ |ν⟩2 , µ = ±1

2
, ν = ±1

2
. (2.4)

Íàäàëi, äå öå íå ïðèçâîäèòèìå äî íåïîðîçóìiíü, iíäåêñè, ùî âêàçóþòü
íà íîìåðè ÷àñòèíîê, áóäåìî îïóñêàòè:

|χ12⟩ = |µ⟩ ⊗ |ν⟩ = |µν⟩ . (2.5)

Ç îðòîãîíàëüíîñòi òà íîðìîâàíîñòi ñòàíiâ |µ⟩ òà |ν⟩ âèïëèâà¹ îðòî-
íîðìîâàíiñòü ñòàíiâ |µν⟩:

⟨µν |µ′ν ′⟩ = δµµ′δνν′ . (2.6)

Êîæíèé iç ÷îòèðüîõ áàçèñíèõ ñòàíiâ (2.5) ¹ âëàñíèì ñòàíîì ñèñòåìè

îïåðàòîðiâ
{−̂→s1

2
, −̂→s2

2
, ŝ1z, ŝ2z

}

−̂→s1
2
|µν⟩ = s1 (s1 + 1) |µν⟩ = 3

4
|µν⟩

−̂→s2
2
|µν⟩ = s2 (s2 + 1) |µν⟩ = 3

4
|µν⟩

ŝ1z |µν⟩ = µ |µν⟩
ŝ2z |µν⟩ = ν |µν⟩

(2.7)

àáî, ùî òå æ ñàìå, ñèñòåìè îïåðàòîðiâ
{−̂→σ1

2
, −̂→σ2

2
, σ̂1z, σ̂2z

}

−̂→σ1
2
|µν⟩ = 3 |µν⟩

−̂→σ2
2
|µν⟩ = 3 |µν⟩

σ̂1z |µν⟩ = 2µ |µν⟩
σ̂2z |µν⟩ = 2ν |µν⟩ .

(2.8)

Çàìiñòü áàçèñíèõ ñòàíiâ {|µν⟩} ó òîìó æ ñàìîìó ïðîñòîði ìîæíà îáðà-
òè íåñêií÷åííó ìíîæèíó iíøèõ áàçèñiâ � êîìïëåêòiâ ç 4-õ îðòîíîðìîâà-
íèõ âåêòîðiâ. Íà ïðàêòèöi ÷àñòî çàñòîñîâó¹òüñÿ áàçèñ {|SM⟩}, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç âëàñíèõ ñòàíiâ îïåðàòîðà êâàäðàòó ïîâíîãî ñïiíó äâî÷àñòèí-
êîâî¨ ñèñòåìè, òà îïåðàòîðà ïðîåêöi¨ ïîâíîãî ìîìåíòó íà âiñü Oz

−̂→
S

2

|SM⟩ = S (S + 1) |SM⟩ =
{
2 |SM⟩ , S = 1

0, S = 0

Ŝz |SM⟩ =M |SM⟩ .
(2.9)
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Òðè ñòàíè ç S = 1 âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç ñòàíè {|µν⟩} ÿê




|S = 1,M = 1⟩ =
∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉

|S = 1,M = 0⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉
+

∣∣∣∣−
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉)

|S = 1,M = −1⟩ =
∣∣∣∣−

1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉
(2.10)

òà óòâîðþþòü ò.çâ. �òðèïëåò�, à ÷åòâåðòèé ñòàí

|S = 0,M = 0⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉
−
∣∣∣∣−

1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉)
(2.11)

ìà¹ íàçâó �ñèíãëåò�.

Çâè÷àéíî, ñòàíè |SM⟩ ¹ òàêîæ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðiâ −̂→s1
2
òà

−̂→s2
2
:

−̂→s1
2
|SM⟩ = s1 (s1 + 1) |SM⟩ = 3

4
|SM⟩

−̂→s2
2
|SM⟩ = s2 (s2 + 1) |SM⟩ = 3

4
|SM⟩ .

(2.12)

Ââàæàþ÷è öåé ôàêò òðèâiàëüíèì, ó ïîäàëüøèõ ïîçíà÷åííÿõ ñòàíiâ, ÿê
ïðàâèëî, êâàíòîâi ÷èñëà s1 i s2 îïóñêàòèìåìî.

Çàóâàæèìî, ùî âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè íîìåðiâ ÷àñòèíîê âñi òðèïëåòíi
ñòàíè ¹ ñèìåòðè÷íèìè, à ñèíãëåòíèé � àíòèñèìåòðè÷íèì.

2.2 Îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ íà òðèïëåòíi òà

ñèíãëåòíèé ñòàíè

Îïåðàòîðè, ùî äiþòü ó äâî÷àñòèíêîâîìó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè ÷à-
ñòèíîê ç s = 1/2, çàâæäè ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç îäèíè÷íi îïåðàòîðè òà

îïåðàòîðè (ìàòðèöi) Ïàóëi −̂→σ1 òà −̂→σ2.
ßê âæå áóëî âiäçíà÷åíî âèùå, áóäü-ÿêèé îïåðàòîð, âèçíà÷åíèé ó ñïi-

íîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè ÷àñòèíîê, çâîäèòüñÿ äî ëiíiéíîãî âèðàçó âiä-
íîñíî îïåðàòîðiâ Ïàóëi êîæíî¨ ÷àñòèíêè. Çâàæàþ÷è òàêîæ íà òå, ùî
ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð P̂ ¹ ñêàëÿðíèì âèðàçîì (âií íå çìiíþ¹ ïðèðîäó
îá'¹êòà, íà ÿêèé äi¹), éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

P̂ = aÎ + b−̂→σ1 · −̂→σ2, (2.13)
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2

äå Î = Î1 ⊗ Î2 � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó 4-âèìiðíîìó ñïiíîâîìó ïðîñòîði,
à −̂→σ1 · −̂→σ2 âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

−̂→σ1 · −̂→σ2 = σ̂1x ⊗ σ̂2x + σ̂1y ⊗ σ̂2y + σ̂1z ⊗ σ̂2z.

Âèðàçèìî −̂→σ1 ·−̂→σ2 ÷åðåç îïåðàòîð ïîâíîãî ñïiíó
−̂→
S , ñêîðèñòàâøèñü (2.1):

−̂→
S

2

= −̂→s1
2
+ −̂→s2

2
+ 2−̂→s1 · −̂→s2∣∣∣∣∣∣

−̂→s1
2
→ s1 (s1 + 1)

−̂→s2
2
→ s2 (s2 + 1)

∣∣∣∣∣∣
⇒ = [s1 (s1 + 1) + s2 (s2 + 1)] +

1

2
−̂→σ1 · −̂→σ2

=
3

2
+

1

2
−̂→σ1 · −̂→σ2,

(2.14)

çâiäêè

−̂→σ1 · −̂→σ2 = 2
−̂→
S

2

− 3Î . (2.15)

Òîäi:

−̂→σ1 · −̂→σ2 |χt⟩ = −̂→σ1 · −̂→σ2 |S = 1,M⟩

=

(
2
−̂→
S

2

− 3Î

)
|S = 1,M⟩

= [2S (S + 1)− 3] |S = 1,M⟩
= |S = 1,M⟩

−̂→σ1 · −̂→σ2 |χs⟩ = −̂→σ1 · −̂→σ2 |S = 0,M = 0⟩
= (0− 3) |S = 0,M = 0⟩
= −3 |S = 0,M = 0⟩ .

Îòæå, òðèïëåòíi ñòàíè ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðà −̂→σ1 · −̂→σ2 iç âëàñíèì
çíà÷åííÿì �1�, à ñèíãëåòíèé ñòàí � âëàñíèì âåêòîðîì iç âëàñíèì çíà÷å-
ííÿì �−3�:

−̂→σ1 · −̂→σ2 |χt⟩ = |χt⟩
−̂→σ1 · −̂→σ2 |χs⟩ = −3 |χs⟩ .

(2.16)

Òåïåð çíàéäåìî êîåôiöi¹íòè a i b (2.13) äëÿ îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ
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íà òðèïëåòíi ñòàíè P̂t:

{
P̂t |χt⟩ = |χt⟩
P̂t |χs⟩ = 0

⇒





(
atÎ + bt

−̂→σ1 · −̂→σ2
)
|χt⟩ = |χt⟩

(
atÎ + bt

−̂→σ1 · −̂→σ2
)
|χs⟩ = 0

⇒
{

at + bt = 1

at − 3bt = 0

⇒





at =
3

4

bt =
1

4
.

Àíàëîãi÷íî îòðèìó¹ìî, ùî

{
P̂s |χt⟩ = 0

P̂s |χs⟩ = |χs⟩
⇒





as =
1

4

bs = −1

4
.

Îòæå, ìà¹ìî ÿâíèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ ïðîåêòóâàííÿ íà òðèïëåòíi òà
íà ñèíãëåòíèé ñòàíè:

P̂t =
1

4

(
3Î + −̂→σ1 · −̂→σ2

)
=

1

2

−̂→
S

2

P̂s =
1

4

(
Î − −̂→σ1 · −̂→σ2

)
= Î − 1

2

−̂→
S

2

.

(2.17)

Îïåðàòîðè
{
P̂t, P̂s

}
óòâîðþþòü ïîâíó îðòîãîíàëüíó ñèñòåìó ïðîå-

êòèâíèõ îïåðàòîðiâ: {
P̂t + P̂s = Î

P̂tP̂s = P̂sP̂t = 0.
(2.18)

Äîâiëüíèé äâî÷àñòèíêîâèé ñïiíîâèé ñòàí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-
ãëÿäi ðîçêëàäó çà òðèïëåòíèìè i ñèíãëåòíèìè áàçèñíèìè ñòàíàìè:

|χ⟩ = α |S = 1,M = 1⟩+ β |S = 1,M = 0⟩
+ γ |S = 1,M = −1⟩+ δ |S = 0,M = 0⟩ .

Òîäi:

P̂t |χ⟩ = α |S = 1,M = 1⟩+ β |S = 1,M = 0⟩+ γ |S = 1,M = −1⟩
P̂s |χ⟩ = δ |S = 0,M = 0⟩ ,

òîáòî îïåðàòîð P̂t âèäiëÿ¹ çi ñòàíó |χ⟩ ÷àñòèíó â ïiäïðîñòîði òðèïëåòíèõ
ñòàíiâ, à P̂s � ñèíãëåòíó ÷àñòèíó.
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2

2.3 Áàçèñ Áåëëà

Ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê îñîáëèâå ìiñöå çàéìà¹ òàê
çâàíèé áàçèñ Áåëëà, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ñèñòåìè íàñòóïíèõ îðòîíîðìîâà-
íèõ âåêòîðiâ:

∣∣Φ+
〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉
+

∣∣∣∣−
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉)

∣∣Φ−〉 = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉
−
∣∣∣∣−

1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉)

∣∣Ψ+
〉
=

1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉
+

∣∣∣∣−
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉)

∣∣Ψ−〉 = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉
−
∣∣∣∣−

1

2

〉
⊗
∣∣∣∣
1

2

〉)
.

(2.19)

Ñòàíè Áåëëà ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ ÅÏÐ-ïàðàìè, îñêiëüêè âîíè ìà-
þòü ñïåöèôi÷íi âëàñòèâîñòi, ïðî ÿêi éäåòüñÿ ó �Ïàðàäîêñi Åéíøòåéíà-
Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà� (äèâ. íèæ÷å).

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âñi 4 ñòàíè Áåëëà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê âëàñíi âå-
êòîðè ïàðè îïåðàòîðiâ, ç ÿêèõ îäèí îïåðàòîð � öå îïåðàòîð êâàäðàòó

ïîâíîãî ñïiíó ñèñòåìè
−̂→
S

2

, à äðóãèé � îïåðàòîð ïðîåêöi¨ ïîâíîãî ñïiíó
íà âiñü àáî Ox, àáî Oy, àáî Oz:

∣∣Φ+
〉
≡ |S = 1,My = 0⟩∣∣Φ−〉 ≡ |S = 1,Mx = 0⟩∣∣Ψ+
〉
≡ |S = 1,Mz = 0⟩∣∣Ψ−〉 ≡ |S = 0,Mx = 0⟩ ≡ |S = 0,My = 0⟩ ≡ |S = 0,Mz = 0⟩ .

(2.20)

Âñi 4 ñòàíè Áåëëà, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, íîðìîâàíi íà 1 òà âçà¹ìíî
îðòîãîíàëüíi.

Ñèñòåìà âåêòîðiâ ñòàíiâ Áåëëà (2.20) iíâàðiàíòíà âiäíîñíî ïåðåñòà-
íîâêè iíäåêñiâ x, y, z. Ïîâíèé áàçèñ ðîçïàäà¹òüñÿ íà äâà ïiäïðîñòîðè
âiäíîñíî îïåðàöi¨ ïåðåñòàíîâêè. Äî ïåðøîãî ïiäïðîñòîðó âiäíîñÿòüñÿ 3
ñòàíè ç S = 1. Îêðåìèé ïiäïðîñòið óòâîðþ¹ ñèíãëåòíèé ñòàí ç S = 0.

Âiäíîñíî ïåðåñòàíîâêè iíäåêñiâ ÷àñòèíîê ñòàíè |Φ+⟩, |Φ−⟩ òà |Ψ+⟩ ¹
ñèìåòðè÷íèìè, à ñòàí |Ψ−⟩ � àíòèñèìåòðè÷íèì.

Ïðî äåÿêi iíøi âàæëèâi âëàñòèâîñòi ñòàíiâ Áåëëà ìîâà ïiäå íèæ÷å, ó
ðîçäiëi �Çàïëóòàíi ñòàíè�.
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2.4 Êëàñèôiêàöiÿ ñòàíiâ ñèñòåì äîâiëüíîãî ÷è-

ñëà ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1/2

Ïîâíèé îðòîãîíàëüíèé áàçèñ ñèñòåìè n ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1/2 íàëi-
÷ó¹ N = 2n âåêòîðiâ ñòàíiâ.

Ó íàéïðîñòiøîìó òàêîìó áàçèñi n-÷àñòèíêîâi áàçèñíi ñòàíè ïðåäñòàâ-
ëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó îäíî÷àñòèíêîâèõ ñïiíîâèõ ñòàíiâ
iç ïåâíèì çíà÷åííÿì ïðîåêöi¨ ñïiíó êîæíî¨ ÷àñòèíêè

|χn⟩ ≡ |µ1⟩⊗ |µ2⟩⊗ · · ·⊗ |µn⟩ ≡ |µ1µ2 . . . µn⟩ , µi = ±1

2
, i = 1, n. (2.21)

Áàçèñ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âåêòîðiâ (2.21), ïðèéíÿòî íàçèâàòè ñòàíäàð-
òíèì àáî îá÷èñëþâàëüíèì áàçèñîì. Áóäü-ÿêèé iíøèé áàçèñ çàâæäè ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ç âåêòîðiâ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòàíiâ (2.21).

Ó ðiçíèõ ðîçäiëàõ êâàíòîâî¨ ôiçèêè çàñòîñîâóþòüñÿ áàçèñè ç ïåâíèì
çíà÷åííÿì êâàíòîâîãî ÷èñëà S ïîâíîãî ñïiíó ñèñòåìè n ÷àñòèíîê

−̂→
S = −̂→s1 + −̂→s2 + · · ·+ −̂→sn (2.22)

òà ïåâíèì çíà÷åííÿì ïðîåêöi¨ M ïîâíîãî ñïiíó íà âiñü êâàíòóâàííÿ (ÿê

ïðàâèëî, íà âiñü Oz). Òàêi ñòàíè ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðiâ
−̂→
S

2

òà
Ŝz: 



−̂→
S

2

|SM⟩ = S (S + 1) |SM⟩
Ŝz |SM⟩ =M |SM⟩ .

(2.23)

Îñêiëüêè |SM⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âå-
êòîðiâ (2.21), òî, î÷åâèäíî, âîíè (ñòàíè |SM⟩) ¹ òàêîæ âëàñíèìè ñòàíàìè

ñóêóïíîñòi îïåðàòîðiâ −̂→si
2
, i = 1, n:

−̂→s1
2
|SM⟩ = s1 (s1 + 1) |SM⟩ = 3

4
|SM⟩

−̂→s2
2
|SM⟩ = s2 (s2 + 1) |SM⟩ = 3

4
|SM⟩

. . .

−̂→sn
2
|SM⟩ = sn (sn + 1) |SM⟩ = 3

4
|SM⟩ .

(2.24)

Çàóâàæèìî, ùî â çàãàëüíîìó âèïàäêó ó ñòàíàõ |SM⟩ ïðîåêöi¨ ñïiíiâ îêðå-
ìèõ ÷àñòèíîê íå ìàþòü ïåâíîãî çíà÷åííÿ.
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2

Îñêiëüêè áóäü-ÿêi n-÷àñòèíêîâi ñòàíè ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè îïåðàòîðiâ
−̂→si

2
ç îäíàêîâèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè si (si + 1) = 3

4
, òî, ïàì'ÿòàþ÷è

ïðî öå, íàäàëi âêàçóâàòè êâàíòîâi ÷èñëà s1, s2, . . . , sn íå áóäåìî.
Ó âèïàäêó n = 2 êâàíòîâèõ ÷èñåë S òà M äîñòàòíüî (äèâ. (2.10) òà

(2.11)), ùîá îäíîçíà÷íî âèçíà÷èòè âñi âåêòîðè ïîâíîãî áàçèñó.
Îäíàê, ïðè n > 2 äëÿ îäíîçíà÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ ñòàíiâ íåîáõiäíî

çàëó÷àòè äîäàòêîâi êâàíòîâi ÷èñëà. Âæå ïðè n = 3 ïàðà ÷èñåë {(S,M)}
ìîæå ïðèéìàòè âñüîãî ëèø 6 ðiçíèõ çíà÷åíü:

{(S,M)} =

{(
3

2
,
3

2

)
,

(
3

2
,
1

2

)
,

(
3

2
,−1

2

)
,

(
3

2
,−3

2

)
,

(
1

2
,
1

2

)
,

(
1

2
,−1

2

)}
,

â òîé ÷àñ ÿê ÷èñëî áàçèñíèõ âåêòîðiâ ðiâíå N = 23 = 8. Çi çðîñòàííÿì
÷èñëà ÷àñòèíîê ó ñèñòåìi âiäìiííiñòü ìiæ êiëüêiñòþ áàçèñíèõ ñòàíiâ N =
2n òà êiëüêiñòü ìîæëèâèõ çíà÷åíü {(S,M)} çáiëüøó¹òüñÿ.

Äëÿ äîïîâíåííÿ {(S,M)} iíøèìè êâàíòîâèìè ÷èñëàìè äî ïîâíîãî
íàáîðó ç ìåòîþ îäíîçíà÷íî¨ iäåíòèôiêàöi¨ âñiõ âåêòîðiâ ïîâíîãî áàçèñó
ñèñòåìè n ÷àñòèíîê ìîæíà çàñòîñóâàòè íàñòóïíó ñõåìó.

Ñïî÷àòêó áóäó¹ìî âñi ìîæëèâi âåêòîðè ñòàíiâ ïåðøî¨ ïàðè ÷àñòèíîê,
ùî âiäïîâiäàþòü ïåâíîìó çíà÷åííþ ñóìàðíîãî ñïiíó (ñòàíè |S12M12⟩ çi
çíà÷åííÿìè S12 = 1, M12 = {1, 0,−1}; S12 = 0, M12 = 0). Ïîòiì, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà äîäàâàííÿ ìîìåíòiâ iìïóëüñó â êâàíòîâié ìåõàíiöi,
äî ïåðøèõ äâîõ ÷àñòèíîê äîäà¹ìî òðåòþ ÷àñòèíêó òà çà äîïîìîãîþ êî-
åôiöi¹íòiâ Êëåáøà-Ãîðäàíà îòðèìà¹ìî âñi ìîæëèâi ñòàíè çi çíà÷åííÿìè
ïîâíîãî ñïiíó òà éîãî ïðîåêöié äëÿ ñèñòåìè òðüîõ ÷àñòèíîê

|S12S123M123⟩ =
∑

M12,µ3

⟨S12S3M12µ3 |S123M123⟩ |S12M12⟩ ⊗ |µ3⟩ .

ßêùî n > 3, òî ïðîäîâæèìî ïðîöåäóðó ïðè¹äíàííÿ äî ñèñòåìè íàñòó-
ïíèõ ÷àñòèíîê, i òàêèì ÷èíîì îòðèìà¹ìî âñi ìîæëèâi ñòàíè

|S12S123 . . . S12...n−1SM⟩ , (2.25)

äå S � êâàíòîâå ÷èñëî ïîâíîãî ñïiíó ñèñòåìè n ÷àñòèíîê, à M � éîãî
ïðîåêöiÿ.

Êâàíòîâi ÷èñëà S12, S123, . . . , S â (2.25) ïðèéìàþòü âñi ìîæëèâi çíà÷å-
ííÿ, ùî äîïóñêàþòüñÿ ïðàâèëàìè äîäàâàííÿ ìîìåíòiâ iìïóëüñó, à ïðîå-
êöiÿ M äëÿ êîæíîãî S ìîæå ïðèéìàòè 2S+1 ðiçíèõ çíà÷åíü â iíòåðâàëi
−S ≤M ≤ S.

Íàâåäåíèé ñïîñiá ïîáóäîâè ïîâíîãî áàçèñó äëÿ ñïiíîâèõ ñòàíiâ ñèñòå-
ìè n ÷àñòèíîê ç ïåâíèì çíà÷åííÿì ñóìàðíîãî ñïiíó S i éîãî ïðîåêöi¨ M
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íå ¹ ¹äèíèì ìîæëèâèì. Ìîæíà, íàïðèêëàä, n ÷àñòèíîê ðîçáèòè íà äâi
ïiäñèñòåìè ç ÷èñëîì ÷àñòèíîê n1 i n2 (n1 + n2 = n), i çàçíà÷åíèì âèùå
ñïîñîáîì ïîáóäóâàòè ñòàíè äëÿ êîæíî¨ ïiäñèñòåìè, à ïîòiì, çà ïðàâèëàìè
äîäàâàííÿ ìîìåíòiâ iìïóëüñó, ïîáóäóâàòè âñi ñòàíè îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ç
ïåâíèìè çíà÷åííÿìè êâàíòîâèõ ÷èñåë S òà M . Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ
çíà÷åííÿõ n1 i n2 âiäïîâiäíi ïiäñèñòåìè ÷àñòèíîê ìîæíà òàêîæ, ó ñâîþ
÷åðãó, ðîçáèòè íà ïiäñèñòåìè.

Çà áóäü-ÿêîãî çi âêàçàíèõ ñïîñîáiâ ïîáóäîâè áàçèñó ó ñïiíîâîìó ïðî-
ñòîði ñèñòåìè n ÷àñòèíîê çàâæäè îòðèìó¹òüñÿ ðiâíî N = 2n îðòîíîð-
ìîâàíèõ âåêòîðiâ. Çâè÷àéíî, áàçèñè, îòðèìàíi ðiçíèìè ñïîñîáàìè, âiä-
ðiçíÿòèìóòüñÿ îäèí âiä îäíîãî. Îäíàê, îñêiëüêè âåêòîðè êîæíîãî ç öèõ
áàçèñiâ óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó â n-÷àñòèíêîâîìó ñïiíîâîìó ïðîñòîði,
òî äîâiëüíèé ñòàí |χ⟩ ç öüîãî ïðîñòîðó ìîæíà ðîçêëàñòè â ðÿä çà äîâiëü-
íî îáðàíèì òàêèì áàçèñîì. Ó ñâîþ ÷åðãó, êîæíèé áàçèñíèé ñòàí (à, îòæå,
i ñòàí |χ⟩) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ ñòàíiâ (2.21)
ñòàíäàðòíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó íàâåäåìî ñõåìó ïîáóäîâè áàçèñíèõ ñòàíiâ iç ïåâíèì
çíà÷åííÿì ïîâíîãî ñïiíó S i éîãî ïðîåêöi¨ M äëÿ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ
÷àñòèíîê (n = 4), äèâ. Òàáë. 2.1.

ßê âèäíî ç òàáëèöi, çãiäíî íàâåäåíèõ ñõåì ìîæíà ïîáóäóâàòè äâà
îêðåìèõ àëüòåðíàòèâíèõ áàçèñè, êîæíèé ç ÿêèõ íàëi÷ó¹ ñèñòåìó ç 16
îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ:

Ñõåìà 1 Ñõåìà 2

{|S12S123SM⟩} : {|S12S34SM⟩} :∣∣∣∣0
1

2
00

〉
|0000⟩

∣∣∣∣0
1

2
1M

〉
,M = {1, 0,−1} |011M⟩ ,M = {1, 0,−1}

∣∣∣∣1
1

2
00

〉
|101M⟩ ,M = {1, 0,−1}

∣∣∣∣1
1

2
1M

〉
,M = {1, 0,−1} |1100⟩

∣∣∣∣1
3

2
1M

〉
,M = {1, 0,−1} |111M⟩ ,M = {1, 0,−1}

∣∣∣∣1
3

2
2M

〉
,M = {2, 1, 0,−1,−2} |112M⟩ ,M = {2, 1, 0,−1,−2} .

(2.26)

Êîæíèé áàçèñíèé âåêòîð îêðåìîãî áàçèñó âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä iíøèõ 15
âåêòîðiâ çíà÷åííÿì ïðèíàéìíi îäíîãî êâàíòîâîãî ÷èñëà. Îòæå, çíà÷åííÿ
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2

Òàáë. 2.1: Ñõåìà ïîáóäîâè áàçèñó äëÿ ñèñòåìè ç ÷îòèðüîõ ÷àñòèíîê (n =
4)

Ñõåìà 1

S12 S123 S M

0 1
2

0 0

1
1
0
-1

1

1
2

0 0

1
1
0
-1

3
2

2

2
1
0
-1
-2

1
1
0
-1

Ñõåìà 2

S12 S34 S M

0

0 0 0

1 1
1
0
-1

1

0 1
1
0
-1

1

2

2
1
0
-1
-2

1
1
0
-1

0 0

ñóêóïíîñòi íàâåäåíèõ êâàíòîâèõ ÷èñåë îäíîçíà÷íî iäåíòèôiêó¹ âåêòîðè
áàçèñó.

Êîæíèé âåêòîð áàçèñó ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìái-
íàöi¨ âåêòîðiâ ñòàíäàðòíîãî (îá÷èñëþâàëüíîãî) áàçèñó (2.21). Îäíàê, öåé
ïðîöåñ ÿâëÿ¹ ñîáîþ çíà÷íó îäíîìàíiòíó ðîáîòó, i äëÿ âåëèêèõ çíà÷åíü
÷èñëà n ó ñèñòåìi ¨¨ äîöiëüíî âèêîíóâàòè çà äîïîìîãîþ ñïåöiàëiçîâàíèõ
êîìï'þòåðíèõ ïðîãðàì.

Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, ÿê âèãëÿäà¹ ñòàí |S12S34SM⟩ ≡ |1100⟩, ïðåä-
ñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñó
(2.21). Äëÿ ñêîðî÷åííÿ, òåíçîðíèé äîáóòîê îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ |µ1⟩⊗
|µ2⟩ ⊗ |µ3⟩ ⊗ |µ4⟩ ïîçíà÷àòèìåìî ó âèãëÿäi |µ1µ2µ3µ4⟩. Âðàõó¹ìî òàêîæ,
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ùî

|S12S34SM⟩ ≡ |1100⟩

=
1∑

M12=−1

⟨11M12,−M12 | 00⟩ |S12 = 1,M12⟩

⊗ |S34 = 1,M34 = −M12⟩

=
1√
3

(
|S12 = 1,M12 = −1⟩ ⊗ |S34 = 1,M34 = 1⟩

− |S12 = 1,M12 = 0⟩ ⊗ |S34 = 1,M34 = 0⟩
+ |S12 = 1,M12 = 1⟩ ⊗ |S34 = 1,M34 = −1⟩

)
.

(2.27)

Ñòàíè |Sij = 1,Mij = {1, 0,−1}⟩ ÿâëÿþòü ñîáîþ òðèïëåòíi ñòàíè (2.10).
Ïiäñòàâëÿþ÷è ¨õ âèðàçè ÷åðåç äîáóòîê îäíî÷àñòèíêîâèõ ñòàíiâ ó (2.27),
îñòàòî÷íî îòðèìà¹ìî:

|S12S34SM⟩ ≡ |1100⟩

=
1√
3

∣∣∣∣−
1

2
,−1

2
,
1

2
,
1

2

〉
− 1

2
√
3

∣∣∣∣
1

2
,−1

2
,
1

2
,−1

2

〉

− 1

2
√
3

∣∣∣∣
1

2
,−1

2
,−1

2
,
1

2

〉
− 1

2
√
3

∣∣∣∣−
1

2
,
1

2
,
1

2
,−1

2

〉

− 1

2
√
3

∣∣∣∣−
1

2
,
1

2
,−1

2
,
1

2

〉
+

1√
3

∣∣∣∣
1

2
,
1

2
,−1

2
,−1

2

〉
.

(2.28)

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹, ùî äàíèé âåêòîð ñòàíó íîðìîâàíèé íà 1.

2.5 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Ïåðåâiðèòè, ÷è äiéñíî ñèñòåìà ñòàíiâ (2.20) òîòîæíà ñèñòåìi ñòàíiâ
Áåëëà (2.19).

2. Âðàõîâóþ÷è âëàñòèâîñòi ìàòðèöü Ïàóëi, áåçïîñåðåäíüî ïåðåâiðèòè
âçà¹ìíó îðòîãîíàëüíiñòü (P̂tP̂s = 0) îïåðàòîðiâ ïðîåêòóâàííÿ íà
òðèïëåòíi òà ñèíãëåòíi ñòàíè.

3. Ïðåäñòàâèòè äîâiëüíèé ñòàí |S12S34SM⟩ ç íàáîðó (2.26) ó âèãëÿäi
ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ âåêòîðiâ ñòàíäàðòíîãî áàçèñó òà áåçïîñåðåäíüî
ïåðåâiðèòè éîãî îðòîãîíàëüíiñòü äî âåêòîðà (2.28).
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2

4. Äâî÷àñòèíêîâi îïåðàòîðè Ŝx, Ŝy, Ŝz ç (2.2) ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ìàòðèöü 4× 4.

5. Ïåðåâiðèòè, ÷è çàäîâîëüíÿþòü îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ P̂t òà P̂s ó
âèãëÿäi (2.17) îñíîâíié âëàñòèâîñòi ïðîåêöiéíèõ îïåðàòîðiâ P̂ 2 = P̂ .



Ðîçäië 3

×èñòi òà çìiøàíi êâàíòîâi ñòàíè

3.1 Ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð òà ìàòðèöÿ ãó-

ñòèíè

Ó ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ ìè âèõîäèëè ç òåçè, ùî êîæíîìó ñòàíó êâàíòî-
âî¨ ñèñòåìè ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü åëåìåíò ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó �
âåêòîð ñòàíó |ψ⟩ (àáî, ùî ¹ òèì ñàìèì � õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ). Çà îçíà-
÷åííÿì, êâàíòîâi ñòàíè, ùî ìîæóòü áóòè îïèñàíi îêðåìèìè âåêòîðàìè
ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, ìàþòü íàçâó �÷èñòi ñòàíè�. Ðàçîì ç òèì, iñíó-
þòü iíøi, òàê çâàíi �çìiøàíi ñòàíè�, ÿêèì íå ìîæíà ñïiâñòàâèòè æîäíèé
îêðåìèé âåêòîð.

Çìiøàíi ñòàíè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ñóêóïíiñòþ äâîõ àáî áiëüøîãî ÷è-
ñëà âåêòîðiâ |ψ1⟩ , |ψ2⟩ , . . . , |ψn⟩, ÿêi âõîäÿòü ó ñóìiø ðàçîì ç âiäïîâiäíè-
ìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè q1, q2, . . . , qn, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

0 ≤ qi ≤ 1,
n∑

i=1

qi = 1. (3.1)

Âåêòîðè |ψi⟩ , i = 1, n ìîæóòü áóòè ÿê îðòîãîíàëüíèìè îäèí äî îäíîãî,
òàê i íåîðòîãîíàëüíèìè.

×èñòèé ñòàí ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê çìiøàíîãî ñòà-
íó, êîëè âñi êîåôiöi¹íòè qi, êðiì îäíîãî, äîðiâíþþòü íóëþ. Âiäìiííèé
âiä íóëÿ êîåôiöi¹íò ïðè öüîìó, çãiäíî (3.1), ìà¹ äîðiâíþâàòè îäèíèöi.
Ñóìiø, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç îäíàêîâèõ ñòàíiâ |ψi⟩ ≡ |φ⟩ , i = 1, n, ÿâëÿ¹
ñîáîþ ÷èñòèé ñòàí |φ⟩.

Íà âiäìiíó âiä ñóïåðïîçèöiéíîãî ñòàíó

|ψ⟩ =
n∑

i=1

αi |ψi⟩ , |αi|2 = qi, (3.2)

49
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ó çìiøàíîìó ñòàíi âiäñóòíi ôàçîâi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ âåêòîðàìè |ψi⟩.
Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â ó çìiøàíîìó ñòàíi îá÷èñëþ¹òüñÿ çà

ôîðìóëîþ
〈
Â
〉
=

n∑

i=1

qi

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉
, (3.3)

ÿêå ìiñòèòü â ñîái äâà ñïîñîáè óñåðåäíåííÿ:

� êâàíòîâå óñåðåäíåííÿ â êîæíîìó îêðåìîìó ÷èñòîìó ñòàíi
〈
Â
〉
i
=
〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉

� êëàñè÷íå óñåðåäíåííÿ çãiäíî ïðàâèë êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè

〈
Â
〉
=

n∑

i=1

qi

〈
Â
〉
i
.

Çìiøàíèé ñòàí ìîæíà ïðåäñòàâëÿòè òàêîæ �ñòàòèñòè÷íèì îïåðà-
òîðîì�

ρ̂ =
n∑

i=1

qi |ψi⟩ ⟨ψi| , (3.4)

ÿêèé ¹ àëüòåðíàòèâîþ ïðåäñòàâëåííÿ ñòàíó ó ôîðìi íàáîðó âåêòîðiâ
{|ψi⟩} òà âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ {qi}. Íàäàëi áóäåìî âæèâàòè òàêîæ ïî-
íÿòòÿ �îïåðàòîð ãóñòèíè� â ÿêîñòi ñèíîíiìó �ñòàòèñòè÷íîãî îïåðàòîðà�.
Ôîðìóëó (3.4) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ̂ =
n∑

i=1

qiP̂i, (3.5)

äå P̂i = |ψi⟩ ⟨ψi| � îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ íà ñòàí |ψi⟩.
Äëÿ êîæíîãî ïîâíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó {|µk⟩} ó ãiëüáåðòîâî-

ìó ïðîñòîði, â ÿêîìó âèçíà÷åíi ñòàíè |ψi⟩, ìîæíà ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ
ãóñòèíè, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó (3.4):

ρkk′ = ⟨µk | ρ̂ |µ′
k⟩ . (3.6)

Ïðåäñòàâëåííÿ ìàòðèöåþ ãóñòèíè ¹ íàéáiëüø îïòèìàëüíîþ ôîðìîþ
âèðàçó äëÿ çìiøàíîãî ñòàíó, îñêiëüêè âîíà ìiñòèòü ìiíiìàëüíå ÷èñëî ïà-
ðàìåòðiâ, íåîáõiäíèõ äëÿ âiäîáðàæåííÿ çìiñòó ñàìå ñòàíó êâàíòîâî¨ ñè-
ñòåìè. Ïðîâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îïåðàöié çi çìiøàíèìè ñòàíàìè, ïðåä-
ñòàâëåíèìè ìàòðèöåþ ãóñòèíè, íàáàãàòî çðó÷íiøi, íiæ ó ôîðìi íàáîðó
{|ψi⟩ , qi}.
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Çîêðåìà, ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â ó çìiøàíîìó ñòàíi, ïðåäñòàâ-
ëåíîãî ìàòðèöåþ ρ̂, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðîñòîþ ôîðìóëîþ

〈
Â
〉
= Tr ρ̂Â. (3.7)

Ïîêàæåìî, ùî óñåðåäíåííÿ (3.7) äà¹ òîé ñàìèé ðåçóëüòàò, ùî é ôîðìóëà
(3.3). Ïðè äîâåäåííi äàíîãî òâåðäæåííÿ âðàõó¹ìî, ùî îïåðàöiÿ �Tr � íå
çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó, â ÿêîìó âîíà îá÷èñëþ¹òüñÿ, à òàêîæ âiçüìå-
ìî äî óâàãè óìîâó ïîâíîòè áàçèñó

∑

k

|µk⟩ ⟨µk| = Î . (3.8)

Òîäi:

Tr ρ̂Â =
∑

k

〈
µk

∣∣∣ ρ̂Â
∣∣∣µk

〉
=
∑

k

⟨µk|
(∑

i

qi |ψi⟩ ⟨ψi|
)
Â |µk⟩

=
∑

i

qi
∑

k

⟨µk |ψi⟩
〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣µk

〉
=
∑

i

qi
∑

k

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣µk

〉
⟨µk |ψi⟩

=
∑

i

qi ⟨ψi| Â
(∑

k

|µk⟩ ⟨µk|
)
|ψi⟩ =

∑

i

qi

〈
ψi

∣∣∣ ÂÎ
∣∣∣ψi

〉

=
∑

i

qi

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉
.

Îòæå, ìà¹ìî:

Tr ρ̂Â ≡
∑

i

qi

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉
. (3.9)

3.2 Îñíîâíi âëàñòèâîñòi ìàòðèöi ãóñòèíè

Ëîãi÷íî ââàæàòè, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà â áóäü-
ÿêîìó êâàíòîâîìó ñòàíi ïîâèííî äîðiâíþâàòè îäèíèöi. Îòæå,

Tr ρ̂Î = 1,

à îñêiëüêè ρ̂Î = ρ̂, òî
Tr ρ̂ = 1. (3.10)

Ôîðìóëà (3.10) ¹ óìîâîþ íîðìóâàííÿ îïåðàòîðà (ìàòðèöi) ãóñòèíè.
Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íîãî îïåðàòîðà (3.4) âèïëèâà¹

éîãî åðìiòîâiñòü
ρ̂† = ρ̂, (3.11)
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i, ÿê íàñëiäîê, âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ¹ òàêîæ åðìiòîâîþ

(
ρ̂†
)
kk′

= ρ̂∗k′k = ρ̂kk′ . (3.12)

Ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi ãóñòèíè ðiâíà ðîçìiðíîñòi ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-
ðó, ÿêèé äàëi ââàæàòèìåìî ñêií÷åííîâèìiðíèì.

Îïåðàòîð ãóñòèíè, ùî âiäïîâiäà¹ ïåâíîìó çìiøàíîìó êâàíòîâîìó ñòà-
íó, ìîæíà ïîáóäóâàòè ðiçíèìè íàáîðàìè {|ψi⟩ , qi} ÷èñòèõ ñòàíiâ. Íàáîðè
ìîæóòü âiäðiçíÿòèñü îäèí âiä îäíîãî ÿê ñàìèìè âåêòîðàìè |ψi⟩, òàê i ¨õ
çàãàëüíèì ÷èñëîì.

Äâà îïåðàòîðà ãóñòèíè

ρ̂(1) =
n∑

i=1

qi |ψi⟩ ⟨ψi| , ρ̂(2) =
m∑

j=1

rj |φj⟩ ⟨φj| ,

ùî óòâîðåíi äâîìà ðiçíèìè íàáîðàìè âåêòîðiâ i âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ òà
ÿêèì â îäíîìó i òîìó ñàìîìó áàçèñi {|µk⟩} âiäïîâiäàþòü îäíàêîâi ìàòðèöi
ãóñòèíè

ρ̂
(1)
kk′ ≡ ρ̂

(2)
kk′ ,

âèçíà÷àþòü îäèí i òîé ñàìèé êâàíòîâèé ñòàí.
Æîäíèìè åêñïåðèìåíòàìè íå ìîæíà ðîçðiçíèòè ñòàíè, óòâîðåíi ði-

çíèìè ñïîñîáàìè, ÿêùî ¨ì âiäïîâiäàþòü îäíàêîâi ìàòðèöi ãóñòèíè.
ßêùî â ÿêîñòi áàçèñó {|µk⟩} çàäiÿíi âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà äåÿêî¨

ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè, òî êàæóòü, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè çàïèñàíà ó ïðåäñòàâ-
ëåííi äàíî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè. Íàïðèêëàä, �ìàòðèöÿ ãóñòèíè â åíåðãåòè-
÷íîìó ïðåäñòàâëåííi� îçíà÷à¹, ùî ìàòðèöÿ îá÷èñëåíà â áàçèñi âëàñíèõ
âåêòîðiâ ãàìiëüòîíiàíà; �ìàòðèöÿ ãóñòèíè â sz-ïðåäñòàâëåííi� � áàçèñ
ñêëàäà¹òüñÿ ç âëàñíèõ âåêòîðiâ îïåðàòîðà ïðîåêöi¨ ñïiíó íà âiñü Oz. Ïðè
öüîìó iíôîðìàöiÿ, ùî ìiñòèòüñÿ â ìàòðèöi, íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó
ïðåäñòàâëåííi âîíà çàïèñàíà. Ïåðåõiä ìàòðèöi ãóñòèíè âiä îäíîãî ïðåä-
ñòàâëåííÿ äî iíøîãî âèêîíó¹òüñÿ øëÿõîì óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ.

Âñi âëàñíi ÷èñëà λk îïåðàòîðà (ìàòðèöi) ãóñòèíè, ùî âiäïîâiäàþòü
âëàñíèì âåêòîðàì |χk⟩ � íåâiä'¹ìíi. Îòæå, îïåðàòîð ãóñòèíè ÿâëÿ¹ ñî-
áîþ äîäàòíüî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð.

Îïåðàòîð ãóñòèíè çàâæäè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóìiøi éî-
ãî âëàñíèõ âåêòîðiâ, ïðè÷îìó â ÿêîñòi âàãîâèõ êîåôiöi¹íòiâ {qk} (3.5)
âèñòóïàþòü âiäïîâiäíi âëàñíi çíà÷åííÿ {λk}:

ρ̂ =
s∑

k=1

λk |χk⟩ ⟨χk| , (3.13)
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äå s � ÷èñëî âiäìiííèõ âiä íóëÿ âëàñíèõ çíà÷åíü (s ≤ N , äå N � ðîç-
ìiðíiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó). Îòæå, â (3.13) âõîäÿòü ëèøå âëàñíi
âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü íåíóëüîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì. Ó âëàñíîìó
ïðåäñòàâëåííi ìàòðèöÿ ãóñòèíè ¹ äiàãîíàëüíîþ, íà äiàãîíàëi ÿêî¨ ðîçòà-
øîâàíi âëàñíi ÷èñëà. ßê i äëÿ áóäü-ÿêîãî åðìiòîâîãî îïåðàòîðà, âëàñíi
âåêòîðè |χk⟩, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì λk, îðòîãîíàëü-
íi ìiæ ñîáîþ.

Ïðåäñòàâëåííÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè ó ôîðìi (3.13) ¹ íàéáiëüø êîìïà-
êòíèì ó òîìó ñåíñi, ùî âîíà (ôîðìà) ïîòðåáó¹ íàéìåíøîãî ç óñiõ ìîæëè-
âèõ ÷èñëà âåêòîðiâ.

Ç ôîðìóëè (3.13) ñòà¹ î÷åâèäíèì íåâiä'¹ìíiñòü âëàñíèõ çíà÷åíü λk,
îñêiëüêè çà çìiñòîì âîíè ¹ iìîâiðíîñòÿìè òîãî, ùî êâàíòîâà ñèñòåìà
çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |χk⟩. Âíàñëiäîê òàêîãî çìiñòó, ñóìà âëàñíèõ çíà÷åíü
äîðiâíþ¹ îäèíèöi: ∑

k

λk = 1, (3.14)

ùî âiäïîâiäà¹ òàêîæ óìîâi íîðìóâàííÿ (3.10).
Ôîðìóëó (3.13) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

ρ̂ =
s∑

k=1

λkP̂k, (3.15)

äå P̂k ≡ |χk⟩ ⟨χk| � îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ íà âëàñíèé âåêòîð |χk⟩.
Ôîðìóëè (3.13) òà (3.15) ìàþòü íàçâó �ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä îïåðà-

òîðà ãóñòèíè�.
Îñêiëüêè ÷èñòèé ñòàí ìîæíà ââàæàòè ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çìiøàíî-

ãî ñòàíó, òî éîãî ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ó âèãëÿäi âåêòîðà ñòàíó, òàê i ó
âèãëÿäi îïåðàòîðà (ìàòðèöi) ãóñòèíè. Öå äîçâîëÿ¹ ïðîñòî óçàãàëüíþâàòè
íà âèïàäîê çìiøàíèõ ñòàíiâ ôîðìóëè, ÿêi ðàíiøå áóëî îòðèìàíî äëÿ ÷è-
ñòèõ ñòàíiâ. Íàïðèêëàä, ÿêùî íàä ÷èñòèì ñòàíîì |ψ⟩ âèêîíó¹òüñÿ äåÿêå
óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ

|ψ′⟩ = Û |ψ⟩ ,

òî ïåðåòâîðåííÿ âiäïîâiäíîãî îïåðàòîðà ãóñòèíè âiäáóâà¹òüñÿ çà ïðàâè-
ëîì

ρ̂′ = |ψ′⟩ ⟨ψ′| =
(
Û |ψ⟩

)(
Û |ψ⟩

)†
= Û |ψ⟩ ⟨ψ| Û † = Û ρ̂Û †,

òîáòî

ρ̂′ = Û ρ̂Û †. (3.16)
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Çâè÷àéíî, ïðàâèëî ïåðåòâîðåííÿ (3.16) àâòîìàòè÷íî óçàãàëüíþ¹òüñÿ
íà âèïàäîê ïåðåòâîðåííÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ

ρ̂′ =
∑

i

qi |ψ′
i⟩ ⟨ψ′

i| =
∑

i

qiÛ |ψi⟩ ⟨ψi| Û †

= Û

(∑

i

qi |ψi⟩ ⟨ψi|
)
Û † = Û ρ̂Û †.

(3.17)

Ç ÿâíîãî âèãëÿäó ìàòðèöi ãóñòèíè íå âàæêî ðîçïiçíàòè, ÿêèé ñòàí âî-
íà ïðåäñòàâëÿ¹ � ÷èñòèé ÷è çìiøàíèé. Ó äiàãîíàëüíîìó âèãëÿäi ìàòðèöÿ
ãóñòèíè ÷èñòîãî ñòàíó ìà¹ ëèøå îäèí åëåìåíò, âiäìiííèé âiä íóëÿ, ÿêèé
âíàñëiäîê óìîâè íîðìóâàííÿ ìàòðèöi äîðiâíþ¹ îäèíèöi. Êâàäðàò òàêî¨
äiàãîíàëüíî¨ ìàòðèöi ρ̂2 ñïiâïàäà¹ ç ñàìîþ ìàòðèöåþ ρ̂. Òîäi, î÷åâèäíî,
ìà¹ìî

Tr ρ̂2 = Tr ρ̂ = 1. (3.18)

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè çìiøàíîãî ñòàíó â äiàãîíàëüíîìó ïðåäñòàâëåííi ìà¹
äâà i áiëüøå âiäìiííèõ âiä íóëÿ åëåìåíòiâ: λ1, λ2, . . . , λm i, îñêiëüêè∑m

i=1 λi = 1 (óìîâà íîðìóâàííÿ), òî êîæíå ç λi < 1, çâiäêè, î÷åâèäíî,
λ2i < λi. Òîäi ìà¹ìî

Tr ρ̂2 =
m∑

i=1

λ2i <
m∑

i=1

λi = Tr ρ̂ = 1 ⇒ Tr ρ̂2 < 1. (3.19)

Îñêiëüêè Tr ìàòðèöi íå çàëåæèòü âiä òîãî, â ÿêîìó áàçèñi âîíà ïðåä-
ñòàâëåíà, òî íåðiâíiñòü (3.19) çáåðiãà¹òüñÿ i äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè â íåäi-
àãîíàëüíié ôîðìi.

Âèñíîâîê.

� äëÿ íîðìîâàíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè:

Tr ρ̂2 = 1 ⇒ ìàòðèöÿ ïðåäñòàâëÿ¹ ÷èñòèé ñòàí

Tr ρ̂2 < 1 ⇒ âiäïîâiäíèé ñòàí � çìiøàíèé

� â äiàãîíàëüíîìó âèãëÿäi ìàòðèöÿ ãóñòèíè ÷èñòîãî ñòàíó ìà¹ íà äi-
àãîíàëi ëèøå îäèí åëåìåíò, âiäìiííèé âiä íóëÿ (i ÿêèé äîðiâíþ¹
îäèíèöi)

� ó ìàòðèöi ãóñòèíè çìiøàíîãî ñòàíó â äiàãîíàëüíié ôîðìi íàëi÷ó¹-
òüñÿ íå ìåíøå, ÿê äâà âiäìiííi âiä íóëÿ åëåìåíòè.

ßê âiäîìî, êîæíîìó ÷èñòîìó ñòàíó ìîæå âiäïîâiäàòè íåñêií÷åííà
ìíîæèíà âåêòîðiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ îäèí âiä
îäíîãî äîâiëüíèì ôàçîâèì ìíîæíèêîì, â òîé ÷àñ ÿê âiäïîâiäíiñòü ìiæ
êâàíòîâèì ñòàíîì i ìàòðèöåþ ãóñòèíè, â ïåâíîìó ïðåäñòàâëåííi, ¹ âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íîþ.
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Òàáë. 3.1: Çâiäíà òàáëèöÿ âëàñòèâîñòåé ñòàòèñòè÷íîãî îïåðàòîðà òà ìà-
òðèöi ãóñòèíè

Âëàñòèâîñòi Êîìåíòàð

1 Tr ρ̂ = 1 Óìîâà íîðìóâàííÿ

2 ρ̂† = ρ̂ Åðìiòîâiñòü

3
ρ̂ =

∑
i qi |ψi⟩ ⟨ψi|

0 ≤ qi ≤ 1,
∑

i qi = 1
Îçíà÷åííÿ ñòàòèñòè÷íîãî îïåðàòîðà
(îïåðàòîðà ãóñòèíè)

4
〈
Â
〉
=
∑

i qi

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉
= Tr ρ̂Â

Îá÷èñëåííÿ ñåðåäíiõ çíà÷åíü îïåðà-
òîðiâ ó çìiøàíèõ ñòàíàõ

5 ρ̂kk′ , k, k′ = 1, N
Ðîçìiðíiñòü ìàòðèöi ãóñòèíè äîðiâ-
íþ¹ ðîçìiðíîñòi ãiëüáåðòîâîãî ïðî-
ñòîðó

6 ρ̂ =
∑s

k=1 λk |χk⟩ ⟨χk|

Ñïåêòðàëüíèé ðîçêëàä îïåðàòîðà
ãóñòèíè. |χk⟩ � âëàñíi âåêòîðè îïå-
ðàòîðà ãóñòèíè; λk � éîãî âëàñíi
çíà÷åííÿ; s ≤ N , N � ðîçìiðíiñòü
ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó

7
∑N

k=1 λk = 1
Ñóìà âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà ãó-
ñòèíè äîðiâíþ¹ îäèíèöi

8 λk ≥ 0, k = 1, N
Äîäàòíÿ âèçíà÷åíiñòü îïåðàòîðà ãó-
ñòèíè

9 ρ̂′ = Û ρ̂Û † Óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ îïåðàòîðà
ãóñòèíè

10 ρ̂ (t) = exp
(
−i Ĥt

ℏ

)
ρ̂ exp

(
i Ĥt

ℏ

)
Åâîëþöiÿ â ÷àñi îïåðàòîðà ãóñòèíè
çàìêíåíî¨ ñèñòåìè

11 Tr ρ̂2 = 1 Óìîâà òîãî, ùî ñòàí ÷èñòèé

12 Tr ρ̂2 < 1 Óìîâà òîãî, ùî ñòàí çìiøàíèé
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3.3 ×èñòi òà çìiøàíi ñòàíè îêðåìîãî êóáiòó

3.3.1 Îïåðàòîð òà ìàòðèöÿ ãóñòèíè êóáiòó

Íà ïðèêëàäi îêðåìîãî êóáiòó ðîçãëÿíåìî ðiçíèöþ ìiæ âëàñòèâîñòÿìè
÷èñòîãî òà çìiøàíîãî êâàíòîâèõ ñòàíiâ.

Íàãàäà¹ìî, ùî ïîâíèé áàçèñ ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ êóáiòà
ñêëàäà¹òüñÿ âñüîãî ç äâîõ îðòîíîðìîâàíèõ âåêòîðiâ, ÿêi ïðèéíÿòî ïî-
çíà÷àòè ÷åðåç �|0⟩� òà �|1⟩�. Ó êîíêðåòíîìó ïðåäñòàâëåííi ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó êóáiòó ÷åðåç ïðîñòið ñïiíîâèõ ñòàíiâ ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1

2
,

áàçèñíi âåêòîðè ïîçíà÷àþòü òàêîæ �
∣∣±1

2

〉
�, ùî âiäïîâiäà¹ ñòàíàì ç ïðî-

åêöiÿìè ñïiíó sz = ±1
2
:
∣∣1
2

〉
≡ |0⟩ ,

∣∣−1
2

〉
≡ |1⟩. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó â

ÿêîñòi áàçèñó äëÿ êóáiòà ìîæíà îáðàòè ñòàíè ç ïðîåêöiÿìè ±1
2
íà áóäü-

ÿêó âiñü, íàïðÿì ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì −→n (θ, φ):

{∣∣1
2
,−→n
〉
= cos θ

2

∣∣1
2

〉
+ eiφ sin θ

2

∣∣−1
2

〉
∣∣−1

2
,−→n
〉
= sin θ

2

∣∣1
2

〉
− eiφ cos θ

2

∣∣−1
2

〉
.

(3.20)

Çîêðåìà, âåêòîðè, ùî âiäïîâiäàþòü çíà÷åííÿì θ = π
2
, φ = 0 (âiñü Ox) àáî

θ = π
2
, φ = π

2
(âiñü Oy), ìàþòü âèãëÿä

{∣∣1
2
, x
〉
= 1√

2

(∣∣1
2

〉
+
∣∣−1

2

〉)
∣∣−1

2
, x
〉
= 1√

2

(∣∣1
2

〉
−
∣∣−1

2

〉) (3.21)

òà {∣∣1
2
, y
〉
= 1√

2

(∣∣1
2

〉
+ i
∣∣−1

2

〉)
∣∣−1

2
, y
〉
= 1√

2

(∣∣1
2

〉
− i
∣∣−1

2

〉)
.

(3.22)

Çàóâàæèìî, ùî ïàðà âåêòîðiâ (3.21) ñïiâïàäà¹ ç áàçèñíèìè âåêòîðàìè
Àäàìàðà (5.15):

∣∣∣∣
1

2
, x

〉
≡ |+⟩ = 1√

2
(|0⟩+ |1⟩)

∣∣∣∣−
1

2
, x

〉
≡ |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) .

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî äâà ñïiíîâi ñòàíè, ùî óòâîðåíi ç îäíèõ
i òèõ ñàìèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ

∣∣±1
2

〉
: ÷èñòèé ñòàí

|χ⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉
+

∣∣∣∣−
1

2

〉)
(3.23)
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òà çìiøàíèé ñòàí � ñóìiø ÷èñòèõ ñòàíiâ
{
|χ1⟩ =

∣∣1
2

〉

|χ2⟩ =
∣∣−1

2

〉 (3.24)

ç âiäïîâiäíèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè q1 = q2 =
1
2
.

Äàìî îäíó ç ìîæëèâèõ ôiçè÷íèõ iíòåðïðåòàöié çìiñòó îáðàíèõ ñòàíiâ.
Óÿâèìî, ùî ïðèãîòîâàíî àíñàìáëü, òîáòî âåëèêå ÷èñëî òîòîæíiõ êî-

ïié, ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1
2
, êîæíà ç ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ ó ñïiíîâîìó

ñòàíi |χ⟩ (3.23). Âåêòîð |χ⟩ ¹ õàðàêòåðèñòèêîþ ñòàíó ÿê êîæíî¨ îêðå-
ìî¨ ÷àñòèíêè, òàê i âñüîãî àíñàìáëþ â öiëîìó. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ïðè
âèìiðþâàííi ïðîåêöi¨ ñïiíó ÷àñòèíîê àíñàìáëþ çà äîïîìîãîþ ôiëüòðà
Øòåðíà-Ãåðëàõà ìîæíà òàê çîði¹íòóâàòè ïðèëàä, ùî â ðåçóëüòàòi âèìi-
ðþâàííÿ êîæíîãî ðàçó áóäåìî îòðèìóâàòè îäèí i òîé ñàìèé ñòàí |χ⟩ =
1√
2

(∣∣1
2

〉
+
∣∣−1

2

〉)
.

Óÿâèìî òåïåð, ùî ç äâîõ îêðåìèõ àíñàìáëiâ, îäèí ç ÿêèõ õàðàêòå-
ðèçó¹òüñÿ âåêòîðîì |χ1⟩ =

∣∣1
2

〉
, à äðóãèé � |χ2⟩ =

∣∣−1
2

〉
, óòâîðåíî îäèí

îá'¹äíàíèé àíñàìáëü ÷àñòèíîê. Ââàæà¹ìî, ùî äâà àíñàìáëi ïðèãîòîâà-
íî íåçàëåæíî îäèí âiä îäíîãî, òîáòî ìiæ ñòàíàìè |χ1⟩ òà |χ2⟩ íå iñíó¹
íiÿêèõ ôàçîâèõ ñïiââiäíîøåíü. ßêùî â êîæíîìó ç äâîõ àíñàìáëiâ ïðè
öüîìó çíàõîäèòüñÿ îäíàêîâå ÷èñëî ÷àñòèíîê, òî îá'¹äíàíèé àíñàìáëü ÿâ-
ëÿ¹ ñîáîþ çìiøàíèé ñòàí (3.24). Ó çìiøàíèõ àíñàìáëÿõ ÷àñòèíêè âòðà-
÷àþòü ñâîþ iíäèâiäóàëüíiñòü, òîáòî ñòàí (3.24) ¹ õàðàêòåðèñòèêîþ íå
òiëüêè îá'¹äíàíîãî àíñàìáëþ, àëå é êîæíî¨ éîãî ÷àñòèíêè. Ïðè öüîìó
íå iñíó¹ òàêî¨ îði¹íòàöi¨ ïðèëàäó Øòåðíà-Ãåðëàõà, çà ÿêî¨ â ðåçóëüòàòi
âèìiðþâàííÿ ñòàíó ÷àñòèíîê îòðèìóâàâñÿ á îäèí i òîé ñàìèé ðåçóëüòàò
äëÿ êîæíîãî àêòó âèìiðþâàííÿ.

Íàâåäåíå òëóìà÷åííÿ çìiøàíîãî ñòàíó íå ¹ ¹äèíèì ìîæëèâèì. Ó
êâàíòîâié ìåõàíiöi ÷àñòî çóñòði÷àþòüñÿ ñèòóàöi¨, ÿêi äîïóñêàþòü ðiçíi
iíòåðïðåòàöi¨. Òàêà íåîäíîçíà÷íiñòü ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî öi òëóìà÷åí-
íÿ ôîðìóëþþòüñÿ ç ïîçèöi¨ êëàñè÷íî¨ ôiçèêè, òîáòî âîíè ¹ çîâíiøíiìè
ïî âiäíîøåííþ äî çìiñòó êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Ðåçóëüòàò îïåðàöié íàä
êâàíòîâîþ ñèñòåìîþ íå çàëåæèòü íi âiä ÿêèõ òëóìà÷åíü.

Ó ðîçãëÿíóòîìó ïðèêëàäi ÿê ÷èñòèé, òàê i çìiøàíèé ñòàíè ñêëàäàþ-
òüñÿ ç îäíàêîâèõ áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Àëå ÷èñòèé ñòàí ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóïåð-
ïîçèöiþ áàçèñíèõ ñòàíiâ, à â çìiøàíîìó ñòàíi áàçèñíi âåêòîðè óòâîðþþòü
ñóìiø. Ó ÷èñòîìó ñòàíi ìiæ áàçèñíèìè ñòàíàìè ¹ ïåâíå ôàçîâå ñïiââiä-
íîøåííÿ, â òîé ÷àñ ÿê ó ñóìiøi âîíî âiäñóòí¹.

ßê ó ÷èñòîìó, òàê i â çìiøàíîìó ñòàíàõ, äèâ. ïðèêëàä âèùå, iìîâið-
íiñòü äâîõ çíà÷åíü ±1

2
ïðîåêöi¨ ñïiíó íà âiñü Oz âèÿâëÿþòüñÿ îäíàêî-

âèìè: w1 = w2 = 1
2
. Îäíàê iìîâiðíîñòi ïðîåêöi¨ íà áóäü-ÿêó iíøó âiñü
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ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ. Â òîé ÷àñ, ÿê äëÿ çìiøàíîãî ñòàíó iìîâiðíiñòü
äâîõ çíà÷åíü ïðîåêöi¨ ñïiíó íà äîâiëüíó âiñü âèÿâëÿþòüñÿ îäíàêîâèìè
(w1 = w2 = 1

2
), ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé äëÿ ÷èñòîãî ñòàíó ñóòò¹âî çàëå-

æèòü âiä íàïðÿìêó −→n (θ, φ) îñi. Òàê, íàïðèêëàä, ó ÷èñòîìó ñòàíi iìîâið-
íiñòü çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó sx = 1

2
íà âiñü Ox äîðiâíþ¹ w1 = 1 i, îòæå,

iìîâiðíiñòü çíà÷åííÿ sx = −1
2
ðiâíà íóëþ: w2 = 0.

Çãiäíî (3.4) îïåðàòîðè ãóñòèíè ÷èñòîãî i çìiøàíîãî ñòàíiâ íàáóâàþòü
âèãëÿäó

ρ̂pure = |χ⟩ ⟨χ| = 1

2

(∣∣∣∣
1

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
1

2

〉〈
−1

2

∣∣∣∣

+

∣∣∣∣−
1

2

〉〈
1

2

∣∣∣∣+
∣∣∣∣−

1

2

〉〈
−1

2

∣∣∣∣

)

ρ̂mixed = q1 |χ1⟩ ⟨χ1|+ q2 |χ2⟩ ⟨χ2| ,

(3.25)

à âiäïîâiäíi ìàòðèöi ãóñòèíè â áàçèñi
{
|sz⟩ =

∣∣±1
2

〉}

ρ̂pure =
1

2

(
1 1
1 1

)

ρ̂mixed =
1

2

(
1 0
0 1

)
.

(3.26)

Ç ÿâíîãî âèãëÿäó ìàòðèöi ρ̂mixed âèäíî, ùî âîíà âiäïîâiäà¹ çìiøàíîìó
ñòàíó, îñêiëüêè â äiàãîíàëüíîìó ïðåäñòàâëåííi âîíà ìà¹ áiëüøå îäíîãî
âiäìiííîãî âiä íóëÿ åëåìåíòà.

Ìîæíà òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöÿ ÷èñòîãî ñòàíó ρ̂pure ïiñëÿ
ïðèâåäåííÿ äî äiàãîíàëüíîãî âèãëÿäó

ρ̂pure,diag =

(
1 0
0 0

)
(3.27)

ìàòèìå ëèøå îäèí åëåìåíò, âiäìiííèé âiä íóëÿ.

Çâåðíåìî óâàãó íà òå, ùî ìàòðèöÿ çìiøàíîãî ñòàíó ρ̂mixed (3.26) ïðî-
ïîðöiéíà îäèíè÷íié ìàòðèöi. Òàêà ìàòðèöÿ çàëèøà¹òüñÿ íåçìiííîþ â
áóäü-ÿêîìó áàçèñi, òîáòî iìîâiðíîñòi çíà÷åíü ïðîåêöi¨ ñïiíó ±1

2
, w1 =

1
2
òà

w2 = 1
2
, çáåðiãàþòüñÿ ïðè áóäü-ÿêîìó íàïðÿìêó îñi −→n (θ, φ). Ñàìå òîìó

òàêèé ñòàí ââàæà¹òüñÿ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèì.
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3.3.2 Âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ çìiøàíîãî ñòàíó

Âèùå áóëî äàíî îçíà÷åííÿ âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨
−→
P ó ÷èñòîìó ñòàíi ÿê

ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ âåêòîðà −̂→σ = (σ̂x, σ̂y, σ̂z), äèâ. (1.37):
−→
P =

〈
ψ
∣∣∣ −̂→σ

∣∣∣ψ
〉
,

àáî
Px = ⟨ψ | σ̂x |ψ⟩ , Py = ⟨ψ | σ̂y |ψ⟩ , Pz = ⟨ψ | σ̂z |ψ⟩ .

Áóëî òàêîæ âiäçíà÷åíî, ùî ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ ó áóäü-ÿêîìó

÷èñòîìó ñòàíi äîðiâíþ¹ îäèíèöi:
∣∣∣−→P
∣∣∣ = 1. Çîêðåìà, ó ñòàíi

∣∣1
2
,−→n
〉
âåêòîð

ïîëÿðèçàöi¨ ñïiâïàäà¹ ç îäèíè÷íèì âåêòîðîì −→n : −→P ≡ −→n .
Â ÿêîñòi âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ êóáiòà ó çìiøàíîìó ñòàíi ëîãi÷íî òàêîæ

îáðàòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà −̂→σ :
−→
P =

n∑

i=1

qi

〈
ψi

∣∣∣ −̂→σ
∣∣∣ψi

〉
= Tr ρ̂−̂→σ . (3.28)

Âèðàç (3.28) ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

−→
P =

n∑

i=1

qi
−→
P i,

∣∣∣−→P i

∣∣∣ = 1, i = 1, n,
n∑

i=1

qi = 1. (3.29)

Ç (3.29) âèïëèâà¹:

∣∣∣−→P
∣∣∣
2

=

(
n∑

i=1

qi
−→
P i

)(
n∑

j=1

qj
−→
P j

)
=

n∑

i,j=1

qiqj

(−→
P i

−→
P j

)
≡ A. (3.30)

Ïîðiâíÿ¹ìî (3.30) ç âèðàçîì

1 =

(
n∑

i=1

qi

)2

=
n∑

i,j=1

qiqj ≡ B.

Îñêiëüêè, ïðè i ̸= j, ñêàëÿðíèé äîáóòîê
(−→
P i

−→
P j

)
< 1, òî, î÷åâèäíî, äëÿ

çìiøàíîãî ñòàíó A < B = 1, òîáòî
∣∣∣−→P
∣∣∣
2

< 1 ⇒
∣∣∣−→P
∣∣∣ < 1.

Âèñíîâîê.

� Ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ ó áóäü-ÿêîìó ÷èñòîìó ñòàíi êóáiòà äî-
ðiâíþ¹ îäèíèöi.

� Ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ êóáiòà ó çìiøàíîìó ñòàíi çàâæäè ìåí-
øèé çà îäèíèöþ.
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3.3.3 Ïàðàìåòðèçàöiÿ îïåðàòîðà (ìàòðèöi) ãóñòèíè êó-
áiòà

Çàãàëüíà êîìïëåêñíà ìàòðèöÿ ðîçìiðíiñòþ 2×2 îäíîçíà÷íî âèçíà÷à¹òüñÿ
ñóêóïíiñòþ ç âîñüìè äiéñíèõ ïàðàìåòðiâ. Âíàñëiäîê åðìiòîâîñòi ρ̂† = ρ̂ òà
óìîâè íîðìóâàííÿ Tr ρ̂ = 1 ìàòðèöÿ ãóñòèíè êóáiòà âèçíà÷à¹òüñÿ ñóêó-
ïíiñòþ âñüîãî òðüîõ ïàðàìåòðiâ, â ÿêîñòi ÿêèõ ïðèéíÿòî âèêîðèñòîâóâàòè
òðè êîìïîíåíòè Px, Py, Pz âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨.

Âðàõîâóþ÷è, ùî ÷îòèðè ëiíiéíî íåçàëåæíi ìàòðèöi Î , σ̂x, σ̂y, σ̂z ó ïðî-
ñòîði ìàòðèöü 2 × 2 óòâîðþþòü ïîâíèé áàçèñ, ìàòðèöþ ãóñòèíè êóáiòà
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

ρ̂ = aÎ + bxσ̂x + byσ̂y + bzσ̂z = aÎ +
−→
b −̂→σ , (3.31)

äå a,
−→
b = (bx, by, bz) � êîåôiöi¹íòè ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨. Ïiäñòàâëÿþ÷è â

(3.31) ÿâíèé âèãëÿä ìàòðèöü Ïàóëi, îòðèìà¹ìî

ρ̂ =

(
a+ bz bx − iby
bx + iby a− bz

)
.

Âðàõîâóþ÷è, ùî Tr σ̂i = 0, çíàõîäèìî:

1 = Tr ρ̂ = 2a ⇒ a =
1

2

Px = Tr σ̂xρ̂ = 2bx ⇒ bx =
1

2
Px

Py = Tr σ̂yρ̂ = 2by ⇒ by =
1

2
Py

Pz = Tr σ̂zρ̂ = 2bz ⇒ bz =
1

2
Pz.

(3.32)

Îòæå, ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ïàðàìåòðèçîâàíà ÷åðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà ïî-
ëÿðèçàöi¨, íàáóâà¹ âèãëÿäó

ρ̂ =
1

2

(
1 + Pz Px − iPy

Px + iPy 1− Pz

)
=

1

2

(
Î +

−→
P −̂→σ

)
. (3.33)

Ìàòðèöÿ (3.33) ïðè çàäàíèõ çíà÷åííÿõ êîìïîíåíòiâ âåêòîðà ïîëÿðè-
çàöi¨ ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹ ÿê ÷èñòèé, òàê i çìiøàíèé ñòàíè. Îäíàê, îñêiëüêè

ó ÷èñòîìó ñòàíi
∣∣∣−→P
∣∣∣ = 1, òîáòî P 2

x+P
2
y +P

2
z = 1, òî äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷èñòî-

ãî ñòàíó äîñòàòíüî âñüîãî ëèøå äâîõ íåçàëåæíèõ ïàðàìåòðiâ. Çâè÷àéíî,
äàíå òâåðäæåííÿ áóëî î÷åâèäíî, îñêiëüêè äëÿ âèçíà÷åííÿ ÷èñòîãî ñòàíó
êóáiòà ÿê âåêòîðà ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó (3.20) áóëî äîñòàòíüî òàêîæ
äâîõ ïàðàìåòðiâ {θ, φ}.
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Îñêiëüêè êîæíîìó âåêòîðó, ìîäóëü ÿêîãî íå ïåðåâèùó¹ îäèíèöi, ìî-
æíà âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî ñïiâñòàâèòè òî÷êè êóëi îäèíè÷íîãî ðàäióñó, òî
ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíå òâåðäæåííÿ:

Ìiæ êâàíòîâèìè ñòàíàìè êóáiòà i òî÷êàìè ñôåðè Áëîõà iñíó¹ âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íà âiäïîâiäíiñòü. Òî÷êàì ïîâåðõíi ñôåðè Áëîõà âiä-
ïîâiäàþòü ÷èñòi ñòàíè, à âíóòðiøíiì òî÷êàì � çìiøàíi ñòàíè. Ñóêó-
ïíiñòü âñiõ òî÷îê çàìêíóòî¨ ñôåðè Áëîõà âè÷åðïóþòü âñþ ìíîæèíó
âiäïîâiäíèõ ñòàíiâ êóáiòà.

Çàãàëüíîïðèéíÿòîþ ¹ òàêà òåðìiíîëîãiÿ:

� ßêùî ìîäóëü âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨
∣∣∣−→P
∣∣∣ = 1, òî âiäïîâiäíèé ñòàí

êóáiòà íàçèâàþòü ïîâíiñòþ ïîëÿðèçîâàíèì. Îòæå, âñi ÷èñòi ñòàíè
¹ ïîâíiñòþ ïîëÿðèçîâàíèìè.

� ßêùî
∣∣∣−→P
∣∣∣ = 0, òî ñòàí êóáiòà íàçèâàþòü ïîâíiñòþ íåïîëÿðèçîâà-

íèì. Ìàòðèöÿ ãóñòèíè òàêîãî ñòàíó ïðîïîðöiéíà îäèíè÷íié ìàòðè-
öi (3.33), i âiäïîâiäíèé ñòàí ùå ìà¹ íàçâó �ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷íèé�.

� 0 <
∣∣∣−→P
∣∣∣ < 1, òî ñòàí íàçèâàþòü ïîëÿðèçîâàíèì.

3.4 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè äëÿ îá'¹äíàíîãî àíñàìáëþ, ùî ñêëà-
äà¹òüñÿ ç N1 = 20 ÷àñòèíîê ó ñòàíi |χ1⟩ =

∣∣1
2

〉
i N2 = 40 ÷àñòèíîê ó

ñòàíi |χ2⟩ =
∣∣−1

2

〉
. Çà áàçèñ âçÿòè:

� âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà ŝz

� âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà ŝx.

Çíàéòè êîìïîíåíòè âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨ äëÿ äàíîãî ñòàíó.

2. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè â sz-ïðåäñòàâëåííi äëÿ çìiøàíîãî
ñòàíó ç ÷îòèðüîõ ÷èñòèõ ñòàíiâ

|ψ1⟩ =
∣∣∣∣
1

2

〉
, |ψ2⟩ =

∣∣∣∣−
1

2

〉
, |ψ3⟩ =

∣∣∣∣
1

2
, x

〉
, |ψ4⟩ =

∣∣∣∣−
1

2
, x

〉

ç âiäïîâiäíèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè

q1 =
1

6
, q2 =

1

6
, q3 =

1

3
, q4 =

1

3
.



62 Ðîçäië 3. ×ÈÑÒI ÒÀ ÇÌIØÀÍI ÊÂÀÍÒÎÂI ÑÒÀÍÈ

×îìó äîðiâíþ¹ âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ äàíîãî ñòàíó?

3. Â sz-ïðåäñòàâëåííi çàäàíî ìàòðèöþ ρ̂ êóáiòà

ρ̂ =

(
1
2

−1
6

−1
6

1
2

)
.

� Ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ñòàí (÷èñòèé ÷è çìiøàíèé) îïèñó¹ äàíà ìà-
òðèöÿ ãóñòèíè.

� Çàïèñàòè ñòàòèñòè÷íèé îïåðàòîð, ùî âiäïîâiäà¹ äàíié ìàòðèöi,
÷åðåç âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi.

� Çíàéòè âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ â äàíîìó ñòàíi.

4. Çãiäíî (3.33), äëÿ ïîâíîãî âèçíà÷åííÿ äîâiëüíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè
êóáiòà ρ̂ íåîáõiäíî òðè ïàðàìåòðè. Ðàçîì ç òèì, ó âëàñíîìó ïðåä-
ñòàâëåííi ρ̂ ìàòèìå ëèøå äâà âëàñíi çíà÷åííÿ, ÿêi ïîâ'ÿçàíi ìiæ ñî-
áîþ óìîâîþ íîðìóâàííÿ Tr ρ̂ = 1. Îòæå, â äiàãîíàëüíîìó ïðåäñòàâ-
ëåííi ìàòðèöÿ ãóñòèíè êóáiòà ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ëèøå îäíèì
ïàðàìåòðîì, ùî ñóïåðå÷èòü (3.33). ×è ¹ äîäàòêîâi äâà ïàðàìåòðè
çàéâèìè? Îá ðóíòóéòå íàÿâíó ðîçáiæíiñòü.
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Ìàòðèöÿ ãóñòèíè êîìïîçèòíèõ

ñèñòåì

Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiäñèñòåì. Íå ñëiä
ïëóòàòè òàêó êîìïîçèòíó (ñêëàäåíó) ñèñòåìó ç ðîçãëÿíóòèì âèùå îá'¹äíà-
íèì àíñàìáëåì, óòâîðåíèì ç äâîõ ïiäàíñàìáëiâ. Ñòàíè îá'¹äíàíîãî àí-
ñàìáëþ âèçíà÷åíi â òîìó æ ñàìîìó ïðîñòîði, ùî é âåêòîðè êîæíîãî ç
ïiäàíñàìáëiâ, â òîé ÷àñ ÿê ãiëüáåðòîâèé ïðîñòið êîìïîçèòíî¨ ñèñòåìè ÿâ-
ëÿ¹ ñîáîþ òåíçîðíèé äîáóòîê ïðîñòîðiâ ïiäñèñòåì

H = H1 ⊗H2 (4.1)

i, ÿê íàñëiäîê, ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó H äîðiâíþ¹ äîáóòêó ðîçìiðíîñòåé
ïiäïðîñòîðiâ H1 òà H2:

N = N1N2.

Îïåðàòîðè, ùî âèçíà÷åíi â ðiçíèõ îêðåìèõ ïiäñèñòåìàõ, çàâæäè êîìóòó-
þòü ìiæ ñîáîþ, îñêiëüêè âîíè äiþòü íà ðiçíi äèíàìi÷íi çìiííi.

Çà ñâî¹þ ñòðóêòóðîþ ìîæëèâi ðiçíi òèïè ñòàíiâ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè.
Òèï 1.

Ñòàíó îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäïîâiäà¹ âåêòîð |ψ⟩ ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äî-
áóòêó âåêòîðiâ ïiäñèñòåì

|ψ⟩ = |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ . (4.2)

Â äàíîìó âèïàäêó ÿê îá'¹äíàíà ñèñòåìà, òàê i êîæíà ç ïiäñèñòåì çíà-
õîäÿòüñÿ â ÷èñòèõ ñòàíàõ, ÿêi ïðåäñòàâëåíi âåêòîðàìè ñòàíiâ, àëå ÿêi
ìîæóòü áóòè ïðåäñòàâëåíi òàêîæ îïåðàòîðàìè (ìàòðèöÿìè) ãóñòèíè:

ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ| = (|ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩) (⟨ψ1| ⊗ ⟨ψ2|) = (|ψ1⟩ ⟨ψ1|)⊗ (|ψ2⟩ ⟨ψ2|) = ρ̂1 ⊗ ρ̂2.

63
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Îòæå, ìà¹ìî:
ρ̂ = ρ̂1 ⊗ ρ̂2. (4.3)

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â ñòàíi |ψ⟩ îïåðàòîðà Â1, âèçíà÷åíîãî â ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði H1 ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ïðàâèëîì
〈
Â1

〉
=
〈
ψ
∣∣∣ Â1

∣∣∣ψ
〉
= (⟨ψ1| ⊗ ⟨ψ2|) Â1 (|ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩) =

〈
ψ1

∣∣∣ Â1

∣∣∣ψ1

〉
⟨ψ2 |ψ2⟩ .

Îñêiëüêè ⟨ψ2 |ψ2⟩ = 1, òî
〈
Â1

〉
=
〈
ψ1

∣∣∣ Â1

∣∣∣ψ1

〉
, àáî

〈
Â1

〉
= Tr Â1ρ̂1. (4.4)

Òàê ñàìî îá÷èñëþ¹òüñÿ ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â ñòàíi |ψ⟩ îïåðàòîðà Â2,
âèçíà÷åíîãî â ïðîñòîði H2:

〈
Â2

〉
=
〈
ψ
∣∣∣ Â2

∣∣∣ψ
〉
=
〈
ψ2

∣∣∣ Â2

∣∣∣ψ2

〉
, àáî

〈
Â2

〉
= Tr Â2ρ̂2. (4.5)

ßêùî ó ïðîñòîði H âèçíà÷åíî äåÿêèé îïåðàòîð Â, ÿêèé ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó îïåðàòîðiâ, âèçíà÷åíèõ ó âiäïîâiäíèõ ïiäïðî-
ñòîðàõ ÿê

Â = Â1 ⊗ Â2, (4.6)

òî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äàíîãî îïåðàòîðà â ñòàíi |ψ⟩ ìîæíà îá÷èñëþâàòè
íàñòóïíèì ÷èíîì:

〈
Â
〉
=
〈
ψ
∣∣∣ Â
∣∣∣ψ
〉
= (⟨ψ1| ⊗ ⟨ψ2|) Â1 ⊗ Â2 (|ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩)

=
〈
ψ1

∣∣∣ Â1

∣∣∣ψ1

〉〈
ψ2

∣∣∣ Â2

∣∣∣ψ2

〉
=
(
Tr Â1ρ̂1

)(
Tr Â2ρ̂2

)
.

(4.7)

Ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi òàêîæ îïåðàòîðè,
ÿêi íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó (4.6). Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ â
ñòàíi |ψ⟩ òàêîãî îïåðàòîðà îá÷èñëþ¹òüñÿ çãiäíî ôîðìóëè

〈
Â
〉
=
〈
ψ
∣∣∣ Â
∣∣∣ψ
〉
= Tr Âρ̂. (4.8)

Òèï 2.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèòóàöiþ, â ÿêié ñòàí îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè � ÷èñòèé, àëå
âiäïîâiäíèé âåêòîð |ψ⟩ íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó âåêòîðiâ
ñòàíiâ ïiäñèñòåì. Òàêi ñòàíè ïðèéíÿòî íàçèâàòè çàïëóòàíèìè àáî íåñåïà-
ðàáåëüíèìè. Ïðèêëàäàìè çàïëóòàíèõ ñòàíiâ, çîêðåìà, ìîæóòü ñëóæèòè
ðîçãëÿíóòi âèùå ñòàíè Áåëëà (2.19). Âëàñòèâîñòÿì çàïëóòàíèõ ñòàíiâ äà-
ëi áóäå ïðèñâÿ÷åíî îêðåìèé ðîçäië.
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Ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði H1 (4.1) ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè îáåðåìî äåÿêèé
îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ {|m⟩} ,m = 1, N1, à â ïðîñòîði ñòàíiâ äðóãî¨ ïiä-
ñèñòåìè H2 � áàçèñ {|n⟩} , n = 1, N2. Òîäi ñóêóïíiñòü âñiõ ìîæëèâèõ òåí-
çîðíèõ äîáóòêiâ {|m⟩ ⊗ |n⟩ ≡ |mn⟩} óòâîðþ¹ ïîâíèé áàçèñ îá'¹äíàíîãî
ïðîñòîðó H, çà ÿêèì ìîæíà ðîçêëàñòè áóäü-ÿêèé ñòàí |ψ⟩ îá'¹äíàíî¨ ñè-
ñòåìè:

|ψ⟩ =
N1∑

m=1

N2∑

n=1

αmn |m⟩ ⊗ |n⟩ =
∑

mn

αmn |mn⟩ . (4.9)

Ïîâíîòà áàçèñiâ ïiäñèñòåì i îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìó-
ëàìè:

N1∑

m=1

|m⟩ ⟨m| = Î1,

N2∑

n=1

|n⟩ ⟨n| = Î2,
∑

m,n

|mn⟩ ⟨mn| = Î , (4.10)

äå Î1, Î2, Î � îäèíè÷íi îïåðàòîðè, êîæíèé ç ÿêèõ âèçíà÷åíèé ó âiäïîâiä-
íîìó ïðîñòîði. Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî

Î = Î1 ⊗ Î2.

Çàçíà÷èìî, ùî àáî ïðèíàéìíi îäèí ç êîåôiöi¹íòiâ αmn (4.9), àáî ÷à-
ñòèíà ç íèõ, àáî âñi âîíè íå ôàêòîðèçóþòüñÿ, òîáòî ¨õ íå ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi äîáóòêó αmn = ambn, iíàêøå ñòàí |ψ⟩ ìîæíà áóëî á
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

|ψ⟩ =
(∑

m

am |m⟩
)

⊗
(∑

n

bn |n⟩
)

= |ψ1⟩ ⊗ |ψ2⟩ ,

ùî ñóïåðå÷èëî á óìîâi, íàêëàäåíié íà âåêòîð |ψ⟩.
Îïåðàòîð ãóñòèíè îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè çãiäíî (4.9) ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ| =
(∑

mn

αmn |mn⟩
)(∑

m′n′

α∗
m′n′ ⟨m′n′|

)

=
∑

mn

∑

m′n′

αmnα
∗
m′n′ |mn⟩ ⟨m′n′| .

(4.11)

Çâiäñè âèäíî, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ùî âiäïîâiäà¹ îïåðàòîðó ρ̂ ó ïðåä-
ñòàâëåííi áàçèñó {|mn⟩}, ìà¹ âèãëÿä

ρ̂mn,m′n′ = αmnα
∗
m′n′ , (4.12)

òîáòî ñòði÷êè ìàòðèöi íóìåðóþòüñÿ ïàðîþ iíäåêñiâ �mn�, à ñòîâï÷èêè �
ïàðîþ �m′n′�.
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Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â, âèçíà÷åíîãî â îá'¹äíàíîìó ïðîñòîði
H, îá÷èñëþ¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

〈
Â
〉
=
〈
ψ
∣∣∣ Â
∣∣∣ψ
〉
, (4.13)

àáî 〈
Â
〉
= Tr ρ̂Â =

∑

mn

∑

m′n′

ρ̂mn,m′n′Am′n′,mn. (4.14)

Â áàçèñi {|mn⟩} çàïèøåìî ìàòðè÷íèé åëåìåíò îïåðàòîðà Â1, âèçíà-
÷åíîãî ó ïðîñòîði H1:

〈
mn

∣∣∣ Â1

∣∣∣m′n′
〉
=
〈
m
∣∣∣ Â1

∣∣∣m′
〉
⟨n |n′⟩

=
〈
m
∣∣∣ Â1

∣∣∣m′
〉
δnn′ ≡ A1,mm′δnn′ .

(4.15)

ßêùî çàìiñòü îïåðàòîðà Â â (4.14) ïiäñòàâèòè îïåðàòîð Â1, òî, âðà-
õîâóþ÷è (4.15), îòðèìà¹ìî:

〈
Â1

〉
= Tr ρ̂Â1 =

∑

mn

∑

m′n′

ρmn,m′n′A1,m′mδn′n =
∑

mm′

(∑

n

ρmn,m′n

)
A1,m′m

=
∑

mm′

ρ1,mm′A1,mm′ = Tr ρ̂1Â1,

äå

ρ1,mm′ =

N2∑

n=1

ρmn,m′n

� ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè êîìïîçèòíî¨ êâàíòî-
âî¨ ñèñòåìè.

Àíàëîãi÷íî

ρ2,nn′ =

N1∑

m=1

ρmn,mn′

� ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè äðóãî¨ ïiäñèñòåìè. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïå-
ðàòîðà Â2, âèçíà÷åíîãî ó ïðîñòîði H2, ìîæíà îá÷èñëþâàòè ÿê çà äîïî-
ìîãîþ ìàòðèöi ãóñòèíè ρ̂ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè, òàê i âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå
ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè ρ̂2 äðóãî¨ ïiäñèñòåìè. Ïðè öüîìó, î÷åâèäíî,
îáèäâà ñïîñîáè óñåðåäíåííÿ äàþòü îäèí i òîé ñàìèé ðåçóëüòàò:

〈
Â2

〉
= Tr ρ̂Â2 = Tr ρ̂2Â2.
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Çâè÷àéíî, îïåðàöi¨ ç ïðèâåäåíîþ ìàòðèöåþ ãóñòèíè ¹ áiëüø çðó÷íè-
ìè, îñêiëüêè ¨¨ ðîçìiðíiñòü N1 × N1 àáî N2 × N2 ìîæå áóòè íàáàãàòî
ìåíøîþ çà ðîçìiðíiñòü N ×N (N = N1N2) ìàòðèöi îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè.

Âèñíîâêè.

� ßêùî ñòàí îá'¹äíàíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ âåêòîðîì
|ψ⟩, ÿêèé íå ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó âåêòîðiâ ñòàíiâ
ïiäñèñòåì, òî êîæíà ç ïiäñèñòåì çíàõîäèòüñÿ ó çìiøàíîìó ñòàíi,
ÿêîìó âiäïîâiäà¹ ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè. Îòæå, â òîé ÷àñ, ÿê
îá'¹äíàíà ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó ÷èñòîìó ñòàíi, êîæíà ç ¨¨ ïiäñè-
ñòåì âèÿâëÿ¹òüñÿ ó çìiøàíîìó ñòàíi. Òàêà ñèòóàöiÿ ó ñâié ÷àñ çäè-
âóâàëà çàñíîâíèêiâ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, îñêiëüêè âiäïîâiäíîãî àíà-
ëîãó íå iñíó¹ â êëàñè÷íié ôiçèöi. Ñïðàâà â òiì, ùî â ñàìié êîíöåïöi¨
êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ââàæà¹òüñÿ, ùî ìàêñèìàëüíà ìîæëèâà iíôîð-
ìàöiÿ ïðî ñèñòåìó ìiñòèòüñÿ ñàìå ó õâèëüîâié ôóíêöi¨ (ó âåêòîði
ñòàíó), òîáòî â ñèòóàöi¨, êîëè ñòàí ñèñòåìè ÷èñòèé. Ïîðiâíÿíî ç
÷èñòèì ñòàíîì, ó çìiøàíîìó ñòàíi ÷àñòèíà iíôîðìàöi¨ âòðà÷à¹òüñÿ
âíàñëiäîê ÷àñòêîâîãî óñåðåäíåííÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè îá'¹äíàíî¨ ñè-
ñòåìè. Â êëàñè÷íié ôiçèöi, ÿêùî ïðî îá'¹äíàíó ñèñòåìó �çíà¹ìî
âñå�, òî é ïðî áóäü-ÿêó ¨¨ ÷àñòèíó òàêîæ �çíà¹ìî âñå�, â òîé ÷àñ ÿê ó
êâàíòîâié ìåõàíiöi â àíàëîãi÷íié ñèòóàöi¨ ïðî ïiäñèñòåìó �çíà¹ìî íå
âñå� i, ìîæëèâî íàâiòü, ùî ïðî ïiäñèñòåìó �íå çíà¹ìî íi÷îãî�. Îñòà-
ííÿ ñèòóàöiÿ âiäïîâiäà¹ çìiøàíîìó ñòàíó ïiäñèñòåìè, ïðåäñòàâëå-
íîìó ïðèâåäåíîþ ìàòðèöåþ ãóñòèíè, ÿêà ïðîïîðöiéíà îäèíè÷íié
ìàòðèöi.

� Ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè êâàíòîâî¨ ïiäñèñòåìè � öå ¹äèíèé, ìà-
êñèìàëüíî ìîæëèâèé ó äàíié ñèòóàöi¨, íîñié iíôîðìàöi¨ ïðî ñòàí
ïiäñèñòåìè.

� Âñå âèùåñêàçàíå ïðî îá'¹äíàíó êâàíòîâó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ
ç äâîõ ïiäñèñòåì, ëåãêî óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê ñèñòåì ç äîâiëü-
íèì ÷èñëîì ïiäñèñòåì. Äëÿ êîæíî¨ ç ïiäñèñòåì ìîæíà ïîáóäóâàòè
ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè. Äëÿ öüîãî ñëiä ñèñòåìó óìîâíî ðîç-
áèòè íà äâi ïiäñèñòåìè. Â ïåðøó íîâó ÷àñòèíó âiäíåñåìî �íàøó�
ïiäñèñòåìó, à â äðóãó � âñi iíøi, i äàëi äi¹ìî çà ñòàíäàðòíîþ ñõå-
ìîþ. Áiëüø òîãî, ÿêùî ïîâíà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç N ïiäñèñòåì,
òî çàâæäè ìîæíà ïðîâåñòè ðîçáèòòÿ íà áóäü-ÿêi äâi (àáî áiëüøå ÷è-
ñëî) ïiäãðóïè N = n1 + n2 i ïîáóäóâàòè ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè
äëÿ êîæíî¨ ïiäãðóïè ïiäñèñòåì.

Òèï 3.
Äî òðåòüîãî òèïó îá'¹äíàíèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ âiäíåñåìî òàêi ñòàíè, ÿêi
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íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè îäíèì âåêòîðîì, i ÿêi ç ñàìîãî ïî÷àòêó ïðåä-
ñòàâëåíi ìàòðèöåþ ãóñòèíè (àáî îïåðàòîðîì ãóñòèíè), i ÿêèé íå ìîæíà
çàïèñàòè ó âèãëÿäi äîáóòêó ìàòðèöü ãóñòèíè ïiäñèñòåì.

Äëÿ îòðèìàííÿ ïðèâåäåíî¨ ìàòðèöi ãóñòèíè â äàíîìó âèïàäêó äi¹ìî
òàê ñàìî, ÿê i â ïîïåðåäíüîìó, ïî÷èíàþ÷è ç òîãî ìiñöÿ, äå âiä âåêòî-
ðà ñòàíó |ψ⟩ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè çðîáëåíî ïåðåõiä äî îïåðàòîðà ãóñòèíè
|ψ⟩ ⇒ ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|.

4.1 Ïðèêëàäè îá÷èñëåííÿ ïðèâåäåíî¨ ìàòðè-

öi ãóñòèíè

Ïðèêëàä 1.
Îäíîìó çi ñòàíiâ Áåëëà âiäïîâiäà¹ äâîêóáiòîâèé âåêòîð ó ãiëüáåðòîâîìó
ïðîñòîði:

|ψ⟩ =
∣∣Ψ−〉 = 1√

2
(|01⟩ − |10⟩) = 1√

2
(|0⟩1 ⊗ |1⟩2 − |1⟩1 ⊗ |0⟩2) , (4.16)

äå iíäåêñè âèçíà÷àþòü íîìåðè êóáiòiâ.
Çàâäàííÿ. Çíàéòè ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè, ùî îïèñó¹ ñòàí ïåð-

øîãî êóáiòó.
Ðîçâ'ÿçîê. Îïåðàòîð ãóñòèíè äâîêóáiòîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ| . (4.17)

Îïåðàòîð ãóñòèíè ñòàíó ïåðøîãî êóáiòó

ρ̂1 = Tr2 ρ̂ = ⟨0 | ρ̂ | 0⟩2 2 + ⟨1 | ρ̂ | 1⟩2 2 , (4.18)

äå îïåðàöiÿ �Tr2� îçíà÷à¹ óñåðåäíåííÿ ïî áàçèñíèõ âåêòîðàõ äðóãîãî êó-
áiòó. Îòæå,

ρ̂1 = ⟨0 |ψ⟩2 ⟨ψ | 0⟩2 + ⟨1 |ψ⟩2 ⟨ψ | 1⟩2 .
Ïiäñòàâëÿþ÷è ñþäè çíà÷åííÿ |ψ⟩ ç (4.16), îòðèìà¹ìî

⟨0 |ψ⟩2 = − 1√
2
|1⟩1 ⇒ ⟨ψ | 0⟩2 = − 1√

2
⟨1|1

⟨1 |ψ⟩2 =
1√
2
|0⟩1 ⇒ ⟨ψ | 1⟩2 =

1√
2

⟨0|1 .

Òîäi:

ρ̂1 =
1

2
|1⟩1 ⟨1|1 +

1

2
|0⟩1 ⟨0|1 .
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Â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi {|0⟩ , |1⟩} ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïåðøîãî
êóáiòó íàáóâà¹ âèãëÿäó

ρ̂1 =

(
1
2

0

0 1
2

)
=

1

2

(
1 0
0 1

)
. (4.19)

ßê âæå áóëî çàçíà÷åíî âèùå, ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ùî ïðîïîðöiéíà îäè-
íè÷íié, âiäîáðàæà¹ �ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèé ñòàí�, âåêòîð ïîëÿðèçàöi¨ â
ÿêîìó äîðiâíþ¹ íóëþ.

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ òàêîæ ó òîìó, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè äðóãîãî êóáiòó
ìà¹ òàêèé ñàìèé âèãëÿä (4.19):

ρ̂2 =
1

2

(
1 0
0 1

)
. (4.20)

Íàãàäà¹ìî, ùî ìàòðèöi, ïðîïîðöiéíi îäèíè÷íié ìàòðèöi, iíâàðiàíòíi
âiäíîñíî óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

Ïðèêëàä 2.
Ñïiíîâèé ñòàí ñèñòåìè òðüîõ ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1

2
çàäàíî âåêòîðîì

|ψ⟩ = 1√
6

∣∣∣∣
1

2

1

2
− 1

2

〉
+

1√
6

∣∣∣∣
1

2
− 1

2

1

2

〉
− 2√

6

∣∣∣∣−
1

2

1

2

1

2

〉
, (4.21)

äå ââàæà¹òüñÿ, ùî íîìåðè ÷àñòèíîê 1, 2, 3 ðîçòàøîâàíi çëiâà íàïðàâî.
Çàâäàííÿ. Çíàéòè ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè, ùî îïèñó¹ ñïiíîâèé

ñòàí ïåðøî¨ ÷àñòèíêè.
Ðîçâ'ÿçîê. Ñïî÷àòêó äëÿ çðó÷íîñòi ïîìiíÿ¹ìî ïîçíà÷åííÿ îäíî÷à-

ñòèíêîâèõ ñòàíiâ çãiäíî ïðàâèëà
∣∣∣∣
1

2

〉
⇒ |0⟩ ,

∣∣∣∣−
1

2

〉
⇒ |1⟩ .

Òîäi:

|ψ⟩ = 1√
6
|001⟩+ 1√

6
|010⟩ − 2√

6
|100⟩ . (4.22)

Ðîçiá'¹ìî òðèêóáiòîâó ñèñòåìó íà äâi ïiäñèñòåìè: ïåðøó ïiäñèñòåìó óòâî-
ðþ¹ ïåðøèé êóáiò, à äðóãó ïiäñèñòåìó � ñóêóïíiñòü äðóãîãî òà òðåòüîãî:

|ψ⟩ = 1√
6
|0⟩1 ⊗ |01⟩23 +

1√
6
|0⟩1 ⊗ |10⟩23 −

2√
6
|1⟩1 ⊗ |00⟩23 .

Äâî÷àñòèíêîâèé ïîâíèé áàçèñ äðóãî¨ ïiäñèñòåìè ñêëàäà¹òüñÿ ç ÷îòè-
ðüîõ âåêòîðiâ {|00⟩ , |01⟩ , |10⟩ , |11⟩}.



70 Ðîçäië 4. ÌÀÒÐÈÖß ÃÓÑÒÈÍÈ ÊÎÌÏÎÇÈÒÍÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Äëÿ îòðèìàííÿ îïåðàòîðà ãóñòèíè ïåðøîãî êóáiòó äi¹ìî çà âæå âiäî-
ìîþ ñõåìîþ:

ρ̂1 = Tr23 ρ̂ = Tr23 |ψ⟩ ⟨ψ| = ⟨00 |ψ⟩ ⟨ψ | 00⟩23 23 + ⟨01 |ψ⟩ ⟨ψ | 01⟩23 23

+ ⟨10 |ψ⟩ ⟨ψ | 10⟩23 23 + ⟨11 |ψ⟩ ⟨ψ | 11⟩23 23 ,

äå

⟨00 |ψ⟩23 = − 2√
6
|1⟩1 ⇒ ⟨ψ | 00⟩23 = − 2√

6
⟨1|1

⟨01 |ψ⟩23 =
1√
6
|0⟩1 ⇒ ⟨ψ | 01⟩23 =

1√
6

⟨0|1

⟨10 |ψ⟩23 =
1√
6
|0⟩1 ⇒ ⟨ψ | 10⟩23 =

1√
6

⟨0|1

⟨11 |ψ⟩23 = 0 ⇒ ⟨ψ | 11⟩23 = 0.

Îòæå,

ρ̂1 =
2

3
|1⟩ ⟨1|+ 1

6
|0⟩ ⟨0|+ 1

6
|0⟩ ⟨0| = 2

3
|1⟩ ⟨1|+ 1

3
|0⟩ ⟨0| .

Äàíîìó îïåðàòîðó âiäïîâiäà¹ ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïåðøîãî êóáiòó

ρ̂1 =

(
1
3

0

0 2
3

)
, äå

1

3
= ⟨0 | ρ̂1 | 0⟩ ,

2

3
= ⟨1 | ρ̂1 | 1⟩ . (4.23)

Ïðèêëàä 3.
Ñòàí îêðåìîãî ôiçè÷íîãî îá'¹êòó (íàïðèêëàä, îäíi¹¨ ÷àñòèíêè) ìîæíà
òàêîæ ðîçãëÿäàòè ÿê êîìïîçèòíó (ñêëàäåíó) êâàíòîâó ñèñòåìó, ÿêùî âií
(ñòàí) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ äâîìà àáî áiëüøèì ÷èñëîì ãðóï êâàíòîâèõ ÷è-
ñåë. Íàïðèêëàä, ñòàí åëåêòðîíà â àòîìi ìîæå âèçíà÷àòèñÿ êâàíòîâèìè
÷èñëàìè {lm} îðáiòàëüíîãî ðóõó åëåêòðîíà i, îäíî÷àñíî, � êâàíòîâèìè
÷èñëàìè {sµ}, ùî õàðàêòåðèçóþòü éîãî ñïiíîâi ñòóïåíi âiëüíîñòi. Çàãàëü-
íèé ñòàí òàêî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè ìîæå ïðåäñòàâëÿòèñü ó âèãëÿäi ñóïåð-
ïîçèöi¨ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ |lm⟩ ⊗ |sµ⟩ ç ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè l òà s
i ç ðiçíèìè çíà÷åííÿìè êâàíòîâèõ ÷èñåë m òà µ. Îòæå, â òàêèõ âèïàä-
êàõ ìîæíà ãîâîðèòè îêðåìî ïðî ñïiíîâó ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè i
îêðåìî � ïðî ìàòðèöþ ãóñòèíè îðáiòàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíêè.

Ðîçãëÿíåìî êîíêðåòíèé ïðèêëàä:

|ψ⟩ =
√

2

3
|l = 1,m = 0⟩ ⊗

∣∣∣∣s =
1

2
, µ =

1

2

〉

+
1√
3
|l = 1,m = 1⟩ ⊗

∣∣∣∣s =
1

2
, µ = −1

2

〉
.

(4.24)



4.1. ÏÐÈÊËÀÄÈÎÁ×ÈÑËÅÍÍßÏÐÈÂÅÄÅÍÎ� ÌÀÒÐÈÖI ÃÓÑÒÈÍÈ71

Îñêiëüêè ó ïðàâié ÷àñòèíi (4.24) çíà÷åííÿ êâàíòîâèõ ÷èñåë l òà s ¹ ôi-
êñîâàíèìè, òî ïåðåïèøåìî öåé âèðàç ó ñêîðî÷åíîìó âàðiàíòi

|ψ⟩ =
√

2

3
|m = 0⟩ ⊗

∣∣∣∣µ =
1

2

〉
+

1√
3
|m = 1⟩ ⊗

∣∣∣∣µ = −1

2

〉
. (4.25)

Çàâäàííÿ. Çíàéòè ñïiíîâó ïðèâåäåíó ìàòðèöþ ãóñòèíè òà, îêðåìî,
ìàòðèöþ ãóñòèíè îðáiòàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíêè.

Ðîçâ'ÿçîê. Íàãàäà¹ìî, ùî ïîâíèé áàçèñ ó ñïiíîâîìó ïðîñòîði ÷àñòèí-
êè ç s = 1

2
íàëi÷ó¹ âñüîãî äâà âåêòîðè

{∣∣µ = ±1
2

〉}
, à ïðè ôiêñîâàíî-

ìó çíà÷åííi l = 1 êâàíòîâå ÷èñëî m ìîæå ïðèéìàòè òðè çíà÷åííÿ:
{|m = ±1⟩ , |m = 0⟩}.

Ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè îá÷èñëþ¹ìî çà ñòàíäàðòíîþ ñõåìîþ.
Ïîâíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|. Òîäi

ρ̂s = Trl ρ̂ = ⟨m = 1 | ρ̂ |m = 1⟩+ ⟨m = 0 | ρ̂ |m = 0⟩
+ ⟨m = −1 | ρ̂ |m = −1⟩

= ⟨m = 1 |ψ⟩ ⟨ψ |m = 1⟩+ ⟨m = 0 |ψ⟩ ⟨ψ |m = 0⟩
+ ⟨m = −1 |ψ⟩ ⟨ψ |m = −1⟩ .

Áåðó÷è äî óâàãè ñòðóêòóðó ñòàíó (4.25), îòðèìà¹ìî:

⟨m = 1 |ψ⟩ = 1√
3

∣∣∣∣µ = −1

2

〉
⇒ ⟨ψ |m = 1⟩ = 1√

3

〈
µ = −1

2

∣∣∣∣

⟨m = 0 |ψ⟩ =
√

2

3

∣∣∣∣µ =
1

2

〉
⇒ ⟨ψ |m = 0⟩ =

√
2

3

〈
µ =

1

2

∣∣∣∣
⟨m = −1 |ψ⟩ = 0 ⇒ ⟨ψ |m = −1⟩ = 0.

Îòæå, ñïiíîâèé îïåðàòîð ãóñòèíè:

ρ̂s =
1

3

∣∣∣∣µ = −1

2

〉〈
µ = −1

2

∣∣∣∣+
2

3

∣∣∣∣µ =
1

2

〉〈
µ =

1

2

∣∣∣∣ ,

à âiäïîâiäíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè

ρ̂s =

( 〈
1
2

∣∣ ρ̂s
∣∣ 1
2

〉 〈
1
2

∣∣ ρ̂s
∣∣−1

2

〉
〈
−1

2

∣∣ ρ̂s
∣∣ 1
2

〉 〈
−1

2

∣∣ ρ̂s
∣∣−1

2

〉
)

=

(
2
3

0

0 1
3

)
. (4.26)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî îïåðàòîð ãóñòèíè îðáiòàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíêè

ρ̂l =
1

3
|m = 1⟩ ⟨m = 1|+ 2

3
|m = 0⟩ ⟨m = 0|+ 0 |m = −1⟩ ⟨m = −1|
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òà âiäïîâiäíó ìàòðèöþ ãóñòèíè:

ρ̂l =




⟨1 | ρ̂l | 1⟩ ⟨1 | ρ̂l | 0⟩ ⟨1 | ρ̂l | −1⟩
⟨0 | ρ̂l | 1⟩ ⟨0 | ρ̂l | 0⟩ ⟨0 | ρ̂l | −1⟩
⟨−1 | ρ̂l | 1⟩ ⟨−1 | ρ̂l | 0⟩ ⟨−1 | ρ̂l | −1⟩


 =




1
3

0 0

0 2
3

0

0 0 0


 . (4.27)

ßêùî âiäêèíóòè ó (4.27) ðÿäêè i ñòîâï÷èêè, ùî ñêëàäàþòüñÿ ëèøå ç
íóëiâ, òà ïåðåîçíà÷èòè áàçèñíi âåêòîðè, òî îòðèìà¹ìî

ρ̂l =

(
⟨0 | ρ̂l | 0⟩ ⟨0 | ρ̂l | 1⟩
⟨1 | ρ̂l | 0⟩ ⟨1 | ρ̂l | 1⟩

)
=

(
2
3

0

0 1
3

)
. (4.28)

Âiäçíà÷èìî, ùî ó âñiõ íàâåäåíèõ òðüîõ ïðèêëàäàõ êîìïîçèòíi ñèñòåìè
ÿâëÿþòü ñîáîþ ÷èñòi ñòàíè, à âiäïîâiäíi ïiäñèñòåìè � çìiøàíi ñòàíè.

Äiàãîíàëüíi ïðåäñòàâëåííÿ ìàòðèöü ãóñòèíè îáîõ ïiäñèñòåì îäíi¹¨
êîìïîçèòíî¨ ñèñòåìè � îäíàêîâi, ÿêùî â íèõ âiäêèíóòè íóëüîâi ñòði÷êè
i ñòîâï÷èêè.

4.2 Êâàíòîâà äåêîãåðåíöiÿ ÿê ðåçóëüòàò âçà-

¹ìîäi¨

Ðîçãëÿíåìî äâi êâàíòîâîìåõàíi÷íi ñèñòåìè: S, ùî îïèñó¹òüñÿ ó ïî÷àòêî-
âèé ìîìåíò ÷àñó ÷èñòèì ñòàíîì |ζ⟩ òà E, ùî âèçíà÷åíà ó áàçèñi {|ek⟩}. Äà-
íèé áàçèñ áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi ìîæíà âèáðàòè îðòîíîðìîâàíèì, òîáòî

⟨ek | ek′⟩ = δkk′ . (4.29)

Ñèñòåìè S òà E âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ìiæ ñîáîþ ÷åðåç õàðàêòåðèñòè-
÷íèé iíòåðâàë ÷àñó δt ïåðåéäóòü ó ñòàí

|ζ⟩ ⊗ |E⟩ δt→
∑

k

√
pk |k⟩ ⊗ |ek⟩ , (4.30)

äå ñóìà
∑

k ¹ ðîçêëàäîì Øìiäòà. Äåòàëüíiøå ìîâà ïðî äàíèé ðîçêëàä
éòèìå â ïiäðîçäiëi 6.1.2; íàðàçi æ ïðîñòî ñêîðèñòà¹ìîñÿ òèì, ùî ìîæëè-
âèé òàêèé ðîçêëàä, â ÿêîìó âñi àìïëiòóäè

√
pk ¹ äiéñíèìè.

Ïåðåïèøåìî (4.30) ó ôîðìàëiçìi ìàòðèöi ãóñòèíè:

|ζ⟩ ⟨ζ| ⊗ |E⟩ ⟨E| δt→
∑

kk′

√
pk
√
pk′ |k⟩ ⟨k′| ⊗ |ek⟩ ⟨ek′ | . (4.31)
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ßêùî ìè íå âðàõîâó¹ìî ñòóïåíi âiëüíîñòi ñèñòåìè E (òîáòî âîíà âè-
êîíó¹ ðîëü çîâíiøíüîãî ñåðåäîâèùà), òî ïî íèõ íåîáõiäíî óñåðåäíèòè çà-
ãàëüíó ìàòðèöþ ãóñòèíè ρ̂. Â ðåçóëüòàòi ÷èñòèé ñòàí ñèñòåìè S ïåðåéäå
ó ñòàí

|ζ⟩ ⟨ζ| δt→ ρ̂S = Tr E ρ̂ =
∑

n

⟨en | ρ̂ | en⟩ =
∑

k

pk |k⟩ ⟨k| , (4.32)

äå âðàõîâàíî (4.29). Îòæå, äîâiëüíèé ÷èñòèé ñòàí |ζ⟩ ñèñòåìè S, çãi-
äíî (4.32), âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç íåñïîñòåðåæóâàíîþ ñèñòåìîþ (ñåðåäî-
âèùåì) E ïåðåéäå ó çìiøàíèé ñòàí, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìà-
òðèöåþ ãóñòèíè ρ̂S ó âiäïîâiäíîìó áàçèñi. ×èñëà pk ¹ âëàñíèìè çíà÷åí-
íÿìè ρ̂S; âîíè âèçíà÷àþòü iìîâiðíiñòü çíàéòè ñèñòåìó S ó äåÿêîìó ñòàíi
|k⟩ ïiñëÿ òàêî¨ âçà¹ìîäi¨.

ßê âèäíî ç (4.32), â {|k⟩}-áàçèñi ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂S ñèñòåìè S ìi-
ñòèòü ëèøå äiàãîíàëüíi åëåìåíòè. Öå îçíà÷à¹, ùî, ïðîâçà¹ìîäiÿâøè ç
ñèñòåìîþ E ïðîòÿãîì ÷àñó δt, ÷èñòèé ñòàí ïåðåõîäèòü ó ñóìiø âíàñëiäîê
ñàìå íåìîæëèâîñòi âðàõóâàííÿ åâîëþöi¨ âiäïîâiäíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
ñèñòåìè E. Iíøèìè ñëîâàìè, ÷àñòèíà iíôîðìàöi¨ ïðî âçà¹ìîäiþ ìiæ S
òà E, ÿêà çàêîäîâàíà ó âiäïîâiäíèõ êîðåëÿöiÿõ, âòðà÷à¹òüñÿ âíàñëiäîê
íåñïðîìîæíîñòi êîíòðîëþâàòè âñi íàÿâíi ñòóïåíi âiëüíîñòi. Öå é ïðè-
çâîäèòü äî òîãî, ùî êâàíòîâîìåõàíi÷íà ñèñòåìà íàáóâà¹ ðèñ êëàñè÷íî¨
ñèñòåìè (îïèñó¹òüñÿ äiàãîíàëüíîþ ìàòðèöåþ ãóñòèíè).

4.2.1 ×àñîâà çàëåæíiñòü äåêîãåðåíöi¨

Çãiäíî (4.32), ìàòðèöÿ ãóñòèíè ñèñòåìè S ïiñëÿ âçà¹ìîäi¨ ç E ñòà¹ äi-
àãîíàëüíîþ. Òîáòî, áóäü-ÿêà iíôîðìàöiÿ ïðî ôàçè âòðà÷à¹òüñÿ. I ñàìå
íàøà íåñïðîìîæíiñòü âiäñòåæèòè åâîëþöiþ ñåðåäîâèùà, ÿêà ñïðè÷èíå-
íà îáìåæåíiñòþ äîñòóïíèõ íàì ðåñóðñiâ, ïðèâîäèòü äî ïåðåõîäó ÷èñòîãî
ñòàíó â ñóìiø. Ðàçîì ç òèì, öåé ïðîöåñ íå ìîæå âiäáóâàòèñÿ ìèòò¹âî:
áóäü-ÿêà iíôîðìàöiÿ êîäó¹òüñÿ òà ïåðåðîçïîäiëÿ¹òüñÿ ìiæ óñiìà êîì-
ïîíåíòàìè (ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi) îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè S + E çà ðàõóíîê
âêëàäó âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíòiâ çàãàëüíîãî ãàìiëüòîíiàíó. Òîáòî, ïðîöåñ
ðîçñiÿííÿ (ïåðåêîäóâàííÿ) iíôîðìàöi¨ âèêëèêàíèé âçà¹ìîäi¹þ, à òîìó
ïîâèíåí çàéìàòè ïåâíèé ñêií÷åííèé ïðîìiæîê ÷àñó. Ðîçãëÿíåìî äàíèé
ïðîöåñ áiëüø äåòàëüíî.

Çîêðåìà, ïðåäñòàâèìî ïî÷àòêîâèé ÷èñòèé ñòàí |ζ⟩ ñèñòåìè S ó äåÿêî-
ìó áàçèñi {|q⟩}

|ζ⟩ =
∑

q

ζq |q⟩ . (4.33)
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ßê i ðàíiøå, âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç ñåðåäîâèùåì E îòðèìó¹ìî íàñòó-
ïíó åâîëþöiþ S:

|ζ⟩ ⊗ |E⟩ =
∑

q

ζq |q⟩ ⊗ |E⟩ δt→
∑

q

ζq
∑

k

√
pk|q |kq⟩ ⊗

∣∣ek|q
〉
, (4.34)

äå êîæíèé âåêòîð |q⟩⊗|E⟩ ïiñëÿ âçà¹ìîäi¨ S òà E ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi
ðîçêëàäó Øìiäòà ó âiäïîâiäíîìó áàçèñi

{
|kq⟩ ⊗

∣∣ek|q
〉}
.

Ïðè öüîìó äîâiëüíèé áàçèñ
{∣∣ek|q

〉}
ñèñòåìè E ¹ ïîâíèì îðòîíîð-

ìîâàíèì áàçèñîì. Ñëiä, îäíàê, âðàõóâàòè, ùî âåêòîðè ç ðiçíèõ íàáîðiâ{∣∣ek|q
〉}

òà
{∣∣ek|q′

〉}
, q ̸= q′ íå ¹ îðòîãîíàëüíèìè. Òîáòî, ñïiââiäíîøåí-

íÿ îðòîãîíàëüíîñòi (4.29) âèêîíóâàòèìåòüñÿ ëèøå äëÿ âåêòîðiâ ç îäíîãî
íàáîðó:

q = q′ ⇒
〈
ek|q

∣∣ ek′|q′
〉
= δkk′

q ̸= q′ ⇒
〈
ek|q

∣∣ ek′|q′
〉
̸= δkk′ .

(4.35)

Çíàéäåìî òåïåð ìàòðèöþ ãóñòèíè îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ïiñëÿ ¨¨ âçà¹ìî-
äi¨ ç ñåðåäîâèùåì E ïðîòÿãîì õàðàêòåðèñòè÷íîãî ÷àñó δt:

|ζ⟩ ⟨ζ| ⊗ |E⟩ ⟨E| =
∑

qq′

ζqζ
∗
q′ |q⟩ ⟨q′| ⊗ |E⟩ ⟨E|

δt→ ρ̂ =
∑

qq′

ζqζ
∗
q′

∑

kk′

√
pk|q

√
pk′|q′ |kq⟩

〈
k′q′
∣∣⊗
∣∣ek|q

〉 〈
ek′|q′

∣∣ .
(4.36)

Óñåðåäíèâøè ρ̂ çà ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi íåñïîñòåðåæóâàíî¨ ñèñòåìè E,
çíàõîäèìî ðåäóêîâàíó ìàòðèöþ ãóñòèíè ñèñòåìè S:

ρ̂S = Tr E ρ̂ =
∑

qq′

ζqζ
∗
q′

∑

kk′

〈
ek′|q′

∣∣ ek|q
〉√

pk|q
√
pk′|q′ |kq⟩

〈
k′q′
∣∣ . (4.37)

Åâîëþöiÿ äîâiëüíî¨ çàìêíåíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ äåÿêèì
óíiòàðíèì îïåðàòîðîì, ùî ¹ àíàëîãîì ïîâîðîòó ó âiäïîâiäíîìó ïðîñòî-
ði Ãiëüáåðòà. Äëÿ äîñòàòíüî ìàëèõ iíòåðâàëiâ ÷àñó δt öåé ïîâîðîò áóäå
ìàëèì, òîáòî âåêòîðè |q⟩ âñòèãíóòü ìàëî çìiíèòèñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ
êîæíîãî âåêòîðà |q⟩ ñïðàâåäëèâèì áóäå ðîçêëàä

√
pk|q = (1− ε) δkq + ε, ε≪ 1, (4.38)

äå âåëè÷èíà ε âèçíà÷à¹ âåëè÷èíó âiäõèëåííÿ. Çðîçóìiëî, ùî çàãàëîì öå
âiäõèëåííÿ çàëåæèòü ÿê âiä q, òàê i âiä k. Ïðîòå, îñêiëüêè ìè îïåðó¹ìî
õàðàêòåðèñòè÷íèì ÷àñîì åâîëþöi¨ δt, òî íàäàëi ââàæàòèìåìî ε ñòàëîþ
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óñåðåäíåíîþ âåëè÷èíîþ, ÿêà çàëåæèòü ëèøå âiä ïàðàìåòðiâ ãàìiëüòîíi-
àíà îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè S + E, à òàêîæ âiä δt. Äàíå ïðèïóùåííÿ åêâiâà-
ëåíòíå óñåðåäíåííþ ïî ïiäïðîñòîðó Ãiëüáåðòà, �áëèçüêî ðîçòàøîâàíîãî�
äî êîæíîãî iç âåêòîðiâ |q⟩ � ñâîãî ðîäó ñôåði ðàäióñîì ε iç öåíòðîì â
|q⟩.

Òîäi, ïiäñòàâèâøè ðîçêëàä (4.38) â (4.37), îòðèìó¹ìî

|ζ⟩ ⟨ζ| δt→ ρ̂S

=
∑

qq′

ζqζ
∗
q′δqq′

(
1− 2ε+ ε2

)
|q⟩ ⟨q|

+ ε (1− ε)
∑

qq′k

ζqζ
∗
q′

(〈
ek|q′

∣∣ eq
〉
|q⟩ ⟨kq′|+

〈
eq′
∣∣ ek|q

〉
|kq⟩ ⟨q′|

)

+ ε2
∑

qq′kk′

ζqζ
∗
q′

〈
ek′|q′

∣∣ ek|q
〉
|kq⟩

〈
k′q′
∣∣

=
∑

q

|ζq|2 |q⟩ ⟨q|

+ ε
∑

qq′

ζqζ
∗
q′

{
− δqq′ (|q⟩ ⟨q′|+ |q′⟩ ⟨q|)

+
∑

k

[ 〈
ek|q′

∣∣ eq
〉
|q⟩ ⟨kq′|+

〈
eq′
∣∣ ek|q

〉
|kq⟩ ⟨q′|

]}

+ ε2Î\qq′ ,

(4.39)

äå âèêîðèñòàíî ñïiââiäíîøåííÿ (4.35), à òàêîæ âðàõîâàíî, ùî |qq⟩ ≡ |q⟩,∣∣eq|q
〉
≡ |eq⟩. Òóò Î\qq′ � íàñòóïíèé îïåðàòîð

Î\qq′ =
∑

q

|ζq|2 |q⟩ ⟨q|

−
∑

qq′k

ζqζ
∗
q′

(〈
ek|q′

∣∣ eq
〉
|q⟩ ⟨kq′ |+

〈
eq′
∣∣ ek|q

〉
|kq⟩ ⟨q′|

)

+
∑

qq′kk′

ζqζ
∗
q′

〈
ek′|q′

∣∣ ek|q
〉
|kq⟩

〈
k′q′
∣∣ .

(4.40)

Îïåðàòîð Î\qq′ âèçíà÷à¹ âêëàä ðåçóëüòàòó âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè S iç ñå-
ðåäîâèùåì E â iíøi åëåìåíòè ρ̂S, òîáòî ïåðåðîçïîäië iíôîðìàöi¨ ìiæ
êîìïîíåíòàìè ñèñòåìè S, ÿêà ìiñòèòüñÿ â ε-îêîëi êîæíîãî iç âåêòîðiâ
|q⟩.

Îòæå, ÿê âèäíî ç (4.39), âêëàä äiàãîíàëüíèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ
ìàòðèöi ãóñòèíè ñèñòåìè S íà iíòåðâàëi ÷àñó δt (iíòåðâàëi ÷àñó, ïðîòÿ-
ãîì ÿêîãî S âçà¹ìîäi¹ ç E) ìàéæå íå çìiíþ¹òüñÿ, â òîé ÷àñ ÿê âêëàä
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íåäiàãîíàëüíèõ � çìåíøó¹òüñÿ â ε ðàçiâ. Òîáòî ìè ïîêàçàëè, ùî ÷àñîâà
åâîëþöiÿ ðiçíèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ äàíîãî îïåðàòîðà � i, âiäïîâiäíî,
iíôîðìàöi¨, ÿêà íèìè êîäó¹òüñÿ � âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ âiäáóâàòèìåòüñÿ
ïî-ðiçíîìó.

Ïðèìiòêà. Ïîäàëüøà åâîëþöiÿ ñòàíó ρ̂S ìîæå çíîâó ïðèçâåñòè äî ïî-
ÿâè íåäiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ (íàïðèêëàä, âíàñëiäîê âçà¹ìîäi¨ ç iíøîþ
ñèñòåìîþ S ′, ñòóïåíi âiëüíîñòi ÿêî¨ ìè ìîãëè á âðàõóâàòè). Òàêi åëåìåíòè
ìiñòèòèìóòü iíôîðìàöiþ ÿê ïðî S, òàê i ïðî ¨¨ âçà¹ìîäiþ ç S ′. Ïðîòå ¨õíié
âêëàä ïî÷èíàòèìå íàáèðàòè âàãó ç 0, îñêiëüêè, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå �
äèâ. (4.32) � ìàòðèöÿ ρ̂S ó âiäïîâiäíîìó áàçèñi {|k⟩} äiàãîíàëüíà. Ðàçîì
ç òèì, êîæíà âçà¹ìîäiÿ ìiæ S òà E ïðîòÿãîì ÷àñó δt çíîâó çìåíøóâàòèìå
âiäïîâiäíi âêëàäè, òîáòî ñòèðàòèìå iíôîðìàöiþ.

Ïðîñëiäêó¹ìî, ÿê çìiíþâàòèìåòüñÿ iíôîðìàöiÿ, ùî êîäó¹òüñÿ â íåäi-
àãîíàëüíèõ åëåìåíòàõ, ïðîòÿãîì òðèâàëîãî ÷àñó âçà¹ìîäi¨ S òà E.

Íåõàé S òà E ïðîâçà¹ìîäiÿëè N ðàçiâ, ùîðàçó ïðîòÿãîì ÷àñó δt. Äëÿ
t = Nδt, çàñòîñóâàâøè (4.39) òà çíåõòóâàâøè íà êîæíîìó êðîöi âêëàäàìè
îïåðàòîðà (4.40) ÿê âåëè÷èíàìè âèùîãî ïîðÿäêó ìàëîñòi, îòðèìà¹ìî, ùî
âêëàä íåäiàãîíàëüíèõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ çìåíøèòüñÿ ó

O
(
εN
)
= O

(
ε

t
δt

)
= O

(
e−

t
δt

ln 1
ε

)
= O

(
e−

t
τ

)
(4.41)

ðàçiâ. Ïðè öüîìó âçÿòî äî óâàãè, ùî ìiæ äâîìà êðîêàìè ìîæå òàêîæ âiä-
áóâàòèñÿ iíøà åâîëþöiÿ, ïiä ÷àñ ÿêî¨ S íå êîíòàêòóâàëà ç E (íàïðèêëàä,
âçà¹ìîäiÿ S ç S ′). Ïðîòå îñêiëüêè íàñ öiêàâèòü ëèøå çìiíà âíàñëiäîê
âçà¹ìîäi¨ ç E, òî âïëèâ iíøèõ ñèñòåì íà çìiíó iíôîðìàöi¨ ìè âðàõîâó¹ìî
ëèøå íàáëèæåíî, ÷åðåç O.

Âèðàç (4.41) îçíà÷à¹, ùî ç ÷àñîì ó ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêà îïèñó¹ ñè-
ñòåìó S, åêñïîíåíöiéíî çìåíøó¹òüñÿ âêëàä óñiõ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ â
iíôîðìàöiþ ïðî ñèñòåìó � çà âèíÿòêîì òèõ, ÿêi ñòîÿòü íà äiàãîíàëi; ïðè
öüîìó ñèñòåìà ç ÷èñòîãî ñòàíó ïåðåõîäèòü ó ñóìiø. Îñêiëüêè ñàìå íå-
äiàãîíàëüíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðà ãóñòèíè êîäóþòü ôàçîâi ñïiâ-
âiäíîøåííÿ ìiæ ðiçíèìè êîìïîíåíòàìè (êîãåðåíòíiñòü), òî äàíèé ïðîöåñ
íàçèâà¹òüñÿ äåêîãåðåíöi¹þ.

ßê âèäíî ç (4.41), äåêîãåðåíöiÿ åêñïîíåíöiéíî çàëåæèòü âiä ÷àñó.
Âåëè÷èíó

τ =
δt

ln 1
ε

(4.42)

íàçèâàþòü ÷àñîì äåêîãåðåíöi¨. Ïðè öüîìó âåëè÷èíà ε çàëåæèòü âiä
iíòåðâàëó ÷àñó δt òà ïàðàìåòðiâ âçà¹ìîäi¨ (âiäïîâiäíèõ êîìïîíåíòiâ ãà-
ìiëüòîíiàíó) ìiæ ñèñòåìàìè S òà E.
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4.2.2 Äåêîãåðåíöiÿ: çàëåæíiñòü âiä ðîçìiðiâ ñèñòåìè

ßêùî ñèñòåìà S âêëþ÷à¹ â ñåáå é iíøi ñòóïåíi âiëüíîñòi, çà äîïîìîãîþ
ÿêèõ âîíà âçà¹ìîäi¹ ç ñèñòåìàìè Ei, i = 1, n (íàïðèêëàä, n � öå ðîçìið
ðåãiñòðó), òî òîäi ñëiä ðîçãëÿäàòè äåêîãåðåíöiþ äëÿ êîæíîãî ñòóïåíÿ
âiëüíîñòi îêðåìî. Òîäi ç (4.41) ìà¹ìî, ùî

1

τ∑ =
n∑

i=1

1

τi
. (4.43)

Ïðèïóñòèâøè, ùî ∀i, τi = τ0, îòðèìà¹ìî, ùî

τΣ =
τ0
n
, (4.44)

òîáòî ÷àñ äåêîãåðåíöi¨ îáåðíåíî ïðîïîðöiéíèé äî ðîçìiðiâ ñèñòåìè (àáî
æ, ùî òå æ ñàìå, äî êiëüêîñòi çàäiÿíèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi).

Ïiäñòàâèâøè (4.44) â (4.41), îòðèìà¹ìî, ùî âêëàä íåäiàãîíàëüíèõ ìà-
òðè÷íèõ åëåìåíòiâ çìåíøèòüñÿ â

O
(
e
− t

τΣ

)
= O

(
e
−n t

τ0

)
(4.45)

ðàçiâ, òîáòî äåêîãåðåíöiÿ åêñïîíåíöiéíî çàëåæèòü âiä ðîçìiðiâ ñèñòå-
ìè.

Âèðàçè (4.41) òà (4.45) âèçíà÷àþòü ò.çâ. ïðîáëåìó äåêîãåðåíöi¨, ùî
¹ ôàêòè÷íî îñíîâíîþ ïåðåøêîäîþ äëÿ ïîáóäîâè ïîâíîöiííîãî êâàíòîâî-
ãî êîìï'þòåðà. Îêðiì òîãî, âîíè òàêîæ äîçâîëÿþòü ïîÿñíèòè iñíóâàííÿ
êëàñè÷íèõ (íå êâàíòîâèõ) ñèñòåì � òîáòî, ÿê òà ÷îìó ñàìå ìàêðîñêîïi÷íi
ñèñòåìè (çà äåÿêèìè âèíÿòêàìè), ñêëàäàþ÷èñü iç êâàíòîâèõ ïiäñèñòåì
íà ìiêðîñêîïi÷íîìó ðiâíi, ïîâîäÿòü ñåáå âiäïîâiäíî äî çàêîíiâ êëàñè÷íî¨
ôiçèêè.

4.3 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

Äâi ïiäñèñòåìè, êîæíà ç ÿêèõ îïèñó¹òüñÿ ìîìåíòîì iìïóëüñó l = 1 òà
éîãî âiäïîâiäíîþ ïðîåêöi¹þ m íà âiñü êâàíòóâàííÿ, îá'¹äíàíî â îäíó
ñèñòåìó ç ïîâíèì êóòîâèì ìîìåíòîì L òà éîãî ïðîåêöi¹þ M . Äëÿ çàäà÷
1.-7. ïîáóäóâàòè ìàòðèöi ãóñòèíè êîæíî¨ ç ïiäñèñòåì, ÿêi îïèñóþòüñÿ
ñòàíàìè |LM⟩.

1. |21⟩ = 1√
2

(
|m = 1⟩1 |m = 0⟩2 + |m = 0⟩1 |m = 1⟩2

)
.
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2. |11⟩ = 1√
2

(
|m = 1⟩1 |m = 0⟩2 − |m = 0⟩1 |m = 1⟩2

)
.

3. |2− 1⟩ = 1√
2

(
|m = −1⟩1 |m = 0⟩2 + |m = 0⟩1 |m = −1⟩2

)
.

4. |1− 1⟩ = 1√
2

(
|m = −1⟩1 |m = 0⟩2 − |m = 0⟩1 |m = −1⟩2

)
.

5. |10⟩ = 1√
2

(
|m = 1⟩1 |m = −1⟩2 − |m = −1⟩1 |m = 1⟩2

)
.

6. |00⟩ = 1√
3



1
0
0




1



0
0
1




2

− 1√
3



0
1
0




1



0
1
0




2

+ 1√
3



0
0
1




1



1
0
0




2

.

7. |20⟩ = 1√
6



1
0
0




1



0
0
1




2

+ 1√
6



0
0
1




1



1
0
0




2

+ 2√
6



0
1
0




1



0
1
0




2

.

8. Îá÷èñëèòè ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè ïåðøîãî òà äðóãîãî êóáiòiâ
äëÿ ñòàíó |ψ⟩ = 1√

2
(|0⟩ |+⟩ − |1⟩ |−⟩).

9. Îá÷èñëèòè ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè ïåðøîãî òà äðóãîãî êóáiòiâ
äëÿ ñòàíó |ψ⟩ = 1√

2
(|+−⟩ − |−+⟩).

10. Îá÷èñëèòè ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè ïåðøîãî òà äðóãîãî êóáiòiâ
äëÿ ñòàíó |ψ⟩ = 1√

3
(|001⟩+ |010⟩+ |100⟩).

11. Îá÷èñëèòè ïðèâåäåíi ìàòðèöi ãóñòèíè ïåðøîãî òà òðåòüîãî êóáiòiâ
äëÿ ñòàíó |ψ⟩ = 1√

3
(|++−⟩ − |+−+⟩+ |−++⟩) â áàçèñi Àäàìàðà.



Ðîçäië 5

Åëåìåíòàðíi îïåðàöi¨ íàä

êóáiòàìè

5.1 Îäíîêóáiòîâi òà áàãàòîêóáiòîâi êâàíòîâi

ñòàíè

Ó êëàñè÷íèõ îá÷èñëåííÿõ åëåìåíòàðíà îäèíèöÿ iíôîðìàöi¨ îòðèìàëà íà-
çâó �áiò� (bit). Ó êîæíèé ìîìåíò ÷àñó áiò ìîæå çíàõîäèòèñÿ â îäíîìó ç
äâîõ ôiêñîâàíèõ ñòàíiâ, ÿêi ïðèéíÿòî ïîçíà÷àòè ñèìâîëàìè �0� òà �1�.
Íà ïðàêòèöi ïiä äàíèìè ñèìâîëàìè ðîçóìiþòü äâà âçà¹ìîâèêëþ÷íi ñòàíè
äåÿêîãî ðåàëüíîãî ôiçè÷íîãî îá'¹êòó.

Ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ àíàëîãîì êëàñè÷íîãî áiòà ¹ ïîíÿòòÿ �êâàí-
òîâèé áiò�, ÿêèé çàçâè÷àé íàçèâàþòü �êóáiò� (quantum bit ⇒ qubit). ßê
i êëàñè÷íèé áiò, êóáiò ìîæå iñíóâàòè ó äâîõ àëüòåðíàòèâíèõ êâàíòîâèõ
ñòàíàõ |0⟩ òà |1⟩, ÿêi îðòîãîíàëüíi ìiæ ñîáîþ òà íîðìîâàíi íà îäèíèöþ:

⟨0 | 0⟩ = ⟨1 | 1⟩ = 1

⟨0 | 1⟩ = ⟨1 | 0⟩ = 0.
(5.1)

Ïðèíöèïîâà âiäìiííiñòü ìiæ áiòîì òà êóáiòîì ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî êó-
áiò ìîæå çíàõîäèòèñÿ íå ëèøå ó áàçèñíèõ ñòàíàõ |0⟩ òà |1⟩, àëå òàêîæ ó
ñòàíàõ ¨õ ëiíiéíî¨ ñóïåðïîçèöi¨:

|χ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ . (5.2)

Ïàðàìåòðè α òà β â çàãàëüíîìó âèïàäêó ìîæóòü áóòè êîìïëåêñíèìè
÷èñëàìè, íà ÿêi íàêëàäà¹òüñÿ ¹äèíå îáìåæåííÿ � óìîâà íîðìóâàííÿ:

|α|2 + |β|2 = 1. (5.3)
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Ôiçè÷íà ìîæëèâiñòü ðåàëiçàöi¨ ñòàíiâ (5.2) áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà¹ ç
ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîëîæåííÿ êâàíòîâî¨ òåîði¨, ùî ìà¹ íàçâó �ïðèíöèï
ñóïåðïîçèöi¨ êâàíòîâèõ ñòàíiâ�. Ðîçãîðíóòèé çìiñò öüîãî ïðèíöèïó äà¹-
òüñÿ â íàñòóïíèõ ðîçäiëàõ.

Ïiä íàçâîþ �êóáiò� ðîçóìiþòü, â çàëåæíîñòi âiä êîíòåêñòó, àáî áåç-
ïîñåðåäíüî êâàíòîâèé ñòàí (5.2), àáî ôiçè÷íèé åëåìåíò � íîñié äàíîãî
ñòàíó. Â ÿêîñòi òàêèõ íîñi¨â äëÿ îäíîãî é òîãî ñàìîãî ñòàíó ìîæóòü âè-
ñòóïàòè ðiçíîìàíiòíi îá'¹êòè: ôîòîí, íåéòðàëüíèé àòîì, iîí, ìîëåêóëà
äåÿêî¨ ðå÷îâèíè òîùî.

Çà áàçèñíi ñòàíè |0⟩ òà |1⟩ ó ôîòîíà ìîæíà ïðèéíÿòè äâà âçà¹ìíî
îðòîãîíàëüíi ñòàíè éîãî ïîëÿðèçàöi¨, ó àòîìà àáî iîíà � îñíîâíèé òà
îäèí çi çáóäæåíèõ ñòàíiâ, ó ìîëåêóëè � äâà ðiçíèõ ñòàíè êîëèâàëüíèõ
çáóäæåíü.

Ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò îïèñó îïåðàöié íàä êóáiòàìè íå çàëåæèòü âiä
¨õ êîíêðåòíî¨ ôiçè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨. Òîìó ìîæíà ââåñòè ïîíÿòòÿ �àáñòðà-
êòíèé êóáiò� äëÿ áóäü-ÿêî¨ äâîðiâíåâî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè. Ñòàí êóáiòó,
ÿê ìàòåìàòè÷íå ïîíÿòòÿ, îïèñó¹òüñÿ âåêòîðîì (õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ) ó
äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Àëå äëÿ íàî÷íîãî ïðåäñòàâëåííÿ
êóáiòiâ òà îïåðàöié íàä íèìè çàâæäè ìîæíà ïðèéíÿòè äåÿêó çðó÷íó êîí-
êðåòíó ôiçè÷íó ìîäåëü. Îñêiëüêè â ïîïåðåäíiõ ðîçäiëàõ áóëî äåòàëüíî
ðîçãëÿíóòî ñàìå ñïiíîâi ñòàíè, òî öiëêîì ëîãi÷íî äàëi óÿâëÿòè êóáiò ÿê
ñïiíîâèé ñòàí ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1

2
. Ç ìåòîþ ïî¹äíàííÿ ïîïåðåäíüî

âæèâàíèõ ïîçíà÷åíü iç çàãàëüíîïðèéíÿòèìè ïîçíà÷åííÿìè ó êâàíòîâèõ
îá÷èñëåííÿõ òà êâàíòîâié iíôîðìàòèöi âiäçíà÷èìî òîòîæíiñòü äåÿêèõ
âèðàçiâ:

∣∣∣∣
1

2

〉
≡
(
1
0

)
≡ |0⟩

∣∣∣∣−
1

2

〉
≡
(
0
1

)
≡ |1⟩ ,

(5.4)

ùî äëÿ ñóïåðïîçèöi¨ (5.2) äà¹

|χ⟩ = α

∣∣∣∣
1

2

〉
+ β

∣∣∣∣−
1

2

〉
≡ α

(
1
0

)
+ β

(
0
1

)
≡
(
α
β

)
≡ α |0⟩+ β |1⟩ . (5.5)

Áàçèñíi âåêòîðè ñòàíäàðòíîãî (îá÷èñëþâàëüíîãî) áàçèñó n-êóáiòîâèõ
ñèñòåì ïðåäñòàâëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó áàçèñíèõ ñòàíiâ
îêðåìèõ êóáiòiâ:

|χj⟩ = |µ1⟩ ⊗ |µ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |µn⟩ ≡ |µ1µ2 . . . µn⟩ , j = 0, 2n − 1, (5.6)
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äå êîæíå µi ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ �0� àáî �1�, à iíäåêñ j ïîçíà÷à¹
íîìåð áàçèñíîãî ñòàíó.

ßê ïðàâèëî, ñòàíè |χj⟩ âïîðÿäêîâóþòü çãiäíî çðîñòàííÿ ÷èñåë, çàïè-
ñàíèõ äâiéêîâèì êîäîì:

|χ0⟩ = |00 . . . 00⟩
|χ1⟩ = |00 . . . 01⟩
|χ2⟩ = |00 . . . 10⟩
. . .

|χ2n−1⟩ = |11 . . . 11⟩ .

(5.7)

Áàçèñíi âåêòîðè ìîæíà òàêîæ ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ.
Íàïðèêëàä, áàçèñ äâîêóáiòîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

|00⟩ ≡ |0⟩ ⊗ |0⟩ =
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
=



1

(
1
0

)

0

(
1
0

)


 =




1
0
0
0




|01⟩ ≡ |0⟩ ⊗ |1⟩ =
(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
=



1

(
0
1

)

0

(
0
1

)


 =




0
1
0
0




|10⟩ ≡ |1⟩ ⊗ |0⟩ =
(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
=



0

(
1
0

)

1

(
1
0

)


 =




0
0
1
0




|11⟩ ≡ |1⟩ ⊗ |1⟩ =
(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
=



0

(
0
1

)

1

(
0
1

)


 =




0
0
0
1


 .

(5.8)

Áóäü-ÿêèé ñòàí |ψ⟩ â n-êóáiòîâîìó ïðîñòîði ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âè-
ãëÿäi ðîçêëàäó çà áàçèñîì (5.6)

|ψ⟩ =
∑

µ1µ2...µn∈{0;1}n
αµ1µ2...µn |µ1µ2 . . . µn⟩ . (5.9)
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5.2 Êâàíòîâi âåíòèëi. Óíiâåðñàëüíèé íàáið êâàí-

òîâèõ åëåìåíòiâ

Ôîðìàëüíî êàæó÷è, ïiä êâàíòîâèì îá÷èñëåííÿì ðîçóìiþòü ïîñëiäîâíå
óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ñòàíó êóáiòiâ ðåãiñòðó êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà òà
âèìiðþâàííÿ ïðîìiæíèõ i êiíöåâîãî ñòàíiâ ðåãiñòðó.

Îïåðàöiÿ âèìiðþâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ÿâëÿ¹ ñîáîþ ôóíäàìåí-
òàëüíå ïîíÿòòÿ, ïîâíèé çìiñò ÿêîãî áóäå ðîçêðèòî äàëi, â îêðåìîìó ðîç-
äiëi. Ïðîòå ìè ñïîäiâà¹ìîñÿ, ùî ÷èòà÷ ðàíiøå çàñâî¨â óíiâåðñèòåòñüêèé
êóðñ ç êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ùî äîçâîëèòü éîìó ðîçóìiòè ïðîñòi îïåðàöi¨
ç âèìiðþâàííÿ, ÿêi çóñòði÷àòèìóòüñÿ íàäàëi.

Ïåðåõîäèìî òåïåð äî îáãîâîðåííÿ ðîëi óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü ó êâàí-
òîâèõ îá÷èñëåííÿõ.

Íàãàäà¹ìî, ùî îïåðàòîð Û íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì, ÿêùî âií çàäî-
âîëüíÿ¹ óìîâó

Û Û † = Û †Û = Î ⇔ Û † = Û−1. (5.10)

Óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ çàëèøà¹ íåçìiííèì ñêàëÿðíèé äîáóòîê âåêòîðiâ
〈
Ûψ

∣∣∣ Ûϕ
〉
= ⟨ψ |ϕ⟩

i, çîêðåìà, íå çìiíþ¹ íîðìó âåêòîðiâ ñòàíó:
∥∥∥
∣∣∣Ûψ

〉∥∥∥ = ∥|ψ⟩∥ ,

ùî äîçâîëÿ¹ ãîâîðèòè ïðî óíiòàðíå ïåðåòâîðåííÿ ÿê ïðî ïîâîðîò âåêòîðà
ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði.

Ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî íàä ñòàíàìè ñèñòåìè êóáiòiâ ìîæíà çäiéñíè-
òè áóäü-ÿêó óíiòàðíó îïåðàöiþ. Àëå ñëiä ïàì'ÿòàòè, ùî ó êâàíòîâîìó
êîìï'þòåði òàêó îïåðàöiþ âèêîíóâàòèìå äåÿêèé ðåàëüíèé ôiçè÷íèé ïðè-
ñòðié. Î÷åâèäíî, ùî ñòâîðèòè ¨õ îêðåìî äëÿ êîæíî¨ ìîæëèâî¨ óíiòàðíî¨
îïåðàöi¨ íà ïðàêòèöi íåìîæëèâî: äëÿ öüîãî ïîòðiáíî ìàòè íåçëi÷åííó
ìíîæèíó òàêèõ ïðèñòðî¨â.

ßê âèõiä, áóëà ïðèéíÿòà êîíöåïöiÿ, çà ÿêîþ äîâiëüíó óíiòàðíó îïåðà-
öiþ íàä ñèñòåìîþ êóáiòiâ ìîæíà áóëî á ðåàëiçóâàòè ïîñëiäîâíèì çàñòîñó-
âàííÿì åëåìåíòàðíèõ îïåðàöié � êâàíòîâèõ âåíòèëiâ (quantum gates)
ç äåÿêîãî ôiêñîâàíîãî ñêií÷åííîãî íàáîðó.

Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ ìà¹ íàçâó �óíiâåðñàëüíèé íà-
áið êâàíòîâèõ âåíòèëiâ�, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî n ≥ 1 äîâiëüíèé
n-êóáiòîâèé óíiòàðíèé îïåðàòîð ìîæíà àïðîêñèìóâàòè iç íàïå-
ðåä âèçíà÷åíîþ òî÷íiñòþ êâàíòîâîþ ñõåìîþ, ïîáóäîâàíîþ ëèøå
íà åëåìåíòàõ ç äàíî¨ ìíîæèíè.
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Çâè÷àéíî, óíiâåðñàëüíèé íàáið ìîæíà óêîìïëåêòóâàòè ðiçíèìè ñïîñî-
áàìè. Îòæå, ïîøóê îïòèìàëüíîãî íàáîðó äëÿ ïåâíîãî êëàñó çàäà÷ ìi-
ñòèòü ó ñîái òâîð÷ó ñêëàäîâó.

Êâàíòîâi âåíòèëi ïîçíà÷àþòüñÿ íà êâàíòîâèõ ñõåìàõ äåÿêèìè ëiòåðà-
ìè. Îêðåìi åëåìåíòè ç'¹äíóþòüñÿ íà ñõåìi ëiíiÿìè � äðîòàìè.

5.2.1 Îäíîêóáiòîâi êâàíòîâi ëîãi÷íi åëåìåíòè

Óíiâåðñàëüíèé íàáið, íàñàìïåðåä, ïîâèíåí âêëþ÷àòè â ñåáå âñi íåîáõi-
äíi êâàíòîâi âåíòèëi, ùî çàáåçïå÷óþòü ìîæëèâiñòü âèêîíàííÿ áóäü-ÿêî¨
óíiòàðíî¨ îïåðàöi¨ íàä îêðåìèìè êóáiòàìè. Çàãàëüíîïðèéíÿòi ïðèêëàäè
òàêèõ îäíîêóáiòîâèõ âåíòèëiâ ïðèâåäåíi ó Òàáëèöi 5.1.

Òàáë. 5.1: Îäíîêóáiòîâi ëîãi÷íi âåíòèëi

Íàçâà âåíòèëþ Ïîçíà÷åííÿ íà ñõåìi Ìàòðè÷íå ïðåäñòàâ-
ëåííÿ âåíòèëþ

Âåíòèëü Ïàóëi X̂ X̂

(
0 1
1 0

)

Âåíòèëü Ïàóëi Ŷ Ŷ

(
0 −i
i 0

)

Âåíòèëü Ïàóëi Ẑ Ẑ

(
1 0
0 −1

)

Âåíòèëü Àäàìàðà Ĥ Ĥ
1√
2

(
1 1
1 −1

)

Ôàçîâèé âåíòèëü Ŝ Ŝ

(
1 0
0 i

)

Âåíòèëü π
8 T̂

(
1 0
0 eiπ/8

)

Âñi öi âåíòèëi ¹ óíiòàðíèìè îïåðàòîðàìè, âèçíà÷åíèìè ó ãiëüáåðòîâî-
ìó ïðîñòîði ñòàíiâ îêðåìèõ êóáiòiâ. Ïåðøi òðè âåíòèëi, î÷åâèäíî, ñïiâ-
ïàäàþòü ç îïåðàòîðàìè (ìàòðèöÿìè) Ïàóëi

X̂ ≡ σ̂x, Ŷ ≡ σ̂y, Ẑ ≡ σ̂z, (5.11)

çâiäêè é ïîõîäÿòü ¨õ íàçâè.
Âåíòèëü X̂ ÷àñòî íàçèâàþòü òàêîæ îïåðàòîðîì NOT , îñêiëüêè âií

ïåðåâîäèòü áàçèñíèé ñòàí |0⟩ â îðòîãîíàëüíèé äî íüîãî âåêòîð |1⟩ i íàâ-
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ïàêè:
X̂ |0⟩ = |1⟩ , X̂ |1⟩ = |0⟩ . (5.12)

Íå ñëiä, îäíàê, ââàæàòè, ùî îïåðàòîð NOT ïåðåâîäèòü áóäü-ÿêèé âåêòîð
ñòàíó êóáiòà â îðòîãîíàëüíèé äî íüîãî âåêòîð. Âçàãàëi êàæó÷è, íå iñíó¹
òàêîãî óíiâåðñàëüíîãî ôiêñîâàíîãî îïåðàòîðà, ùî ïîâ'ÿçó¹ ìiæ ñîáîþ äâà
äîâiëüíèõ îðòîãîíàëüíèõ ñòàíè.

Âåíòèëi X̂, Ŷ , Ẑ äiþòü íà äîâiëüíèé ñòàí êóáiòà çà ïðàâèëàìè:

X̂ (α |0⟩+ β |1⟩) = β |0⟩+ α |1⟩
Ŷ (α |0⟩+ β |1⟩) = i (−β |0⟩+ α |1⟩)
Ẑ (α |0⟩+ β |1⟩) = α |0⟩ − β |1⟩ .

(5.13)

Îïåðàòîðè X̂, Ŷ , Ẑ ðàçîì ç îäèíè÷íèì îïåðàòîðîì Î óòâîðþþòü ïîâ-
íèé áàçèñ, çà ÿêèì ìîæíà ðîçêëàñòè áóäü-ÿêèé îïåðàòîð Û , âèçíà÷åíèé
ó äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði:

Û = αÎ + βX̂ + γŶ + δẐ. (5.14)

Îïåðàòîð Àäàìàðà Ĥ ïåðåòâîðþ¹ îá÷èñëþâàëüíèé áàçèñ êóáiòà {|0⟩ , |1⟩}
ó òàê çâàíèé áàçèñ Àäàìàðà {|+⟩ , |−⟩}

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) , |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) , (5.15)

i íàâïàêè.
Âñi ÷îòèðè êâàíòîâi âåíòèëi X̂, Ŷ , Ẑ, Ĥ ¹ íå ëèøå óíiòàðíèìè, àëå

òàêîæ i åðìiòîâèìè îïåðàòîðàìè. Êðiì òîãî, îñêiëüêè

X̂2 = Ŷ 2 = Ẑ2 = Ĥ2 = Î , (5.16)

òî êîæíèé iç íèõ ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì îáåðíåíèì, à ¨õ âëàñíi çíà÷åííÿ òàêîæ
îäíàêîâi òà ðiâíi λ1,2 = ±1.

Îäíîêóáiòîâèé ôàçîâèé âåíòèëü Ŝ çìiíþ¹ âiäíîñíó ôàçó ñòàíó êóáiòà
íà âåëè÷èíó ∆ϕ = π

2
:

Ŝ (α |0⟩+ β |1⟩) = α |0⟩+ iβ |1⟩ = α |0⟩+ eiπ/2β |1⟩ . (5.17)

Êâàíòîâèé âåíòèëü T̂ çìiíþ¹ âiäíîñíó ôàçó ñòàíó êóáiòà íà âåëè÷èíó
∆ϕ = π

8
:

T̂ (α |0⟩+ β |1⟩) = α |0⟩+ eiπ/8β |1⟩ . (5.18)

Íàÿâíiñòü T̂ -îïåðàòîðà â óíiâåðñàëüíîìó íàáîði âiäiãðà¹ âàæëèâó ðîëü,
îñêiëüêè âií ñïðèÿ¹ äîñÿãíåííþ çàäàíî¨ òî÷íîñòi àïðîêñèìàöi¨ ïîòðiáíî-
ãî â îá÷èñëåííÿõ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà.
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Âàæëèâèì ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ ¹ òàêîæ îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂−→n (φ),
äå −→n � îäèíè÷íèé âåêòîð (|−→n | = 1), ÿêèé âèçíà÷à¹ âiñü ïîâîðîòó, à φ �
êóò ïîâîðîòó. Ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði âåêòîðiâ ñòàíiâ ç ïåâíèì çíà÷å-
ííÿì êóòîâîãî ìîìåíòó

−→
J îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂−→n (φ) ìà¹ âèãëÿä

R̂−→n (φ) = e−iφ−→n ·
−̂→
J = exp

[
−iφ

(
nxĴx + nyĴy + nzĴz

)]
. (5.19)

Îòæå, â îäíîêóáiòîâîìó ïðîñòîði (óÿâëÿ¹ìî éîãî ÿê ñïiíîâèé ïðîñòið
ñòàíiâ ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1

2
) îïåðàòîð (5.19) ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ÿê

R̂−→n (φ) = e−iφ−→n ·−̂→s = exp
(
−iφ

2
−→n · −̂→σ

)

= exp
[
−iφ

2
(nxσ̂x + nyσ̂y + nzσ̂z)

]

= exp
[
−iφ

2

(
nxX̂ + nyŶ + nzẐ

)]
.

(5.20)

Çîêðåìà, îïåðàòîðè ïîâîðîòó íàâêîëî îñåé Ox,Oy,Oz íà êóò φ ìàþòü
âèãëÿä:

R̂x (φ) = e−iφ
2
X̂ = cos

(φ
2

)
Î − i sin

(φ
2

)
X̂ =

(
cos φ

2
−i sin φ

2

−i sin φ
2

cos φ
2

)

R̂y (φ) = e−iφ
2
Ŷ = cos

(φ
2

)
Î − i sin

(φ
2

)
Ŷ =

(
cos φ

2
− sin φ

2

sin φ
2

cos φ
2

)

R̂z (φ) = e−iφ
2
Ẑ = cos

(φ
2

)
Î − i sin

(φ
2

)
Ẑ =

(
e−iφ

2 0

0 ei
φ
2

)
.

(5.21)

Çâè÷àéíî, îïåðàòîð ïîâîðîòó ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì, à éîãî âèçíà÷íèê
ðiâíèé 1.

Íàãàäà¹ìî, ùî êîæíîìó âåêòîðó ñòàíó êóáiòà ìîæíà ïîñòàâèòè ó âçà-
¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ïåâíó òî÷êó íà ïîâåðõíi ñôåðè Áëîõà.
Îòæå, ïîâîðîò êóáiòà ìîæíà óÿâëÿòè ÿê ïåðåìiùåííÿ òî÷êè íà ïîâåðõíi
ñôåðè îäèíè÷íîãî ðàäióñó.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî áóäü-ÿêèé ïîâîðîò ¹ òîòîæíèì ïîñëiäîâíèì ïîâî-
ðîòàì íà ïåâíi êóòè íàâêîëî äâîõ ôiêñîâàíèõ îñåé, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ
ó öåíòði ñôåðè Áëîõà. Íàïðèêëàä, îïåðàöiþ R̂−→n (φ) ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ÿê ñóêóïíiñòü ïîâîðîòiâ íàâêîëî îñåé Oz òà Oy (ZY -ðîçêëàä):

R̂−→n (φ) = eiαR̂z (β) R̂y (γ) R̂z (δ) (5.22)

Ïîñëiäîâíiñòü äié ó ïðàâié ÷àñòèíi (5.22) ñëiä âèêîíóâàòè ñïðàâà íàëi-
âî. Çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè ïîâîðîòó ó ëiâié òà ïðàâié ÷àñòèíàõ (5.22)
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ëåãêî âñòàíîâèòè, ÿêùî ¨õ ïðåäñòàâèòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi òà ïîðiâíÿòè
ïîåëåìåíòíî.

Çàóâàæèìî, ùî ñàì ïîâîðîò, ç îäíîãî áîêó, ¹ îïåðàöi¹þ ó òðèâèìið-
íîìó åâêëiäîâîìó ïðîñòîði, à ç iíøîãî � âií ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ óíiòàðíîþ
ìàòðèöåþ ó äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Çàãàëüíå óíiòàðíå ïå-
ðåòâîðåííÿ êóáiòà ìîæíà ïàðàìåòðèçóâàòè íàñòóïíîþ ìàòðèöåþ Û ðîç-
ìiðíîñòi 2× 2:

Û = eiα
(
ae−iu −beiv
be−iv aeiu

)
, (5.23)

äå α, a, b, u, v � äiéñíi âåëè÷èíè, ïðè÷îìó a2 + b2 = 1. Ïîðiâíþþ÷è (5.23)
ç (5.22), ïðåäñòàâëåíîìó ó ìàòðè÷íié ôîðìi (5.21), ìîæíà ëåãêî âñòàíî-
âèòè çâ'ÿçîê ìiæ ïàðàìåòðàìè äâîõ ïðåäñòàâëåíü îäíîãî é òîãî æ ñàìîãî
ïåðåòâîðåííÿ:

β = u− v γ = 2arctan
b

a
δ = u+ v

a = cos
γ

2
b = sin

γ

2
u =

δ + β

2
v =

δ − β

2
.

(5.24)

Äîâåäåííÿ ñïiââiäíîøåíü (5.24) ïðîïîíó¹ìî ÷èòà÷åâi âèêîíàòè ñàìîñòié-
íî.

5.2.2 Óíiòàðíi îïåðàöi¨ íàä áàãàòîêóáiòîâèìè êâàíòî-
âèìè ñèñòåìàìè

Ïåðåéäåìî òåïåð äî óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü áàãàòîêóáiòîâèõ ñèñòåì. Àëå
ñïî÷àòêó çðîáèìî äåêiëüêà ïîÿñíåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ íå ëèøå êóáiòiâ, à
é äîâiëüíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

ßêùî äâi ñèñòåìè, ñòàíè ÿêèõ îïèñóþòüñÿ ó ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðàõ
H1 òà H2, ðîçãëÿäàþòüñÿ ÿê îäíà îá'¹äíàíà ñèñòåìà, òî ïðîñòið ñòàíiâ
H îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ¹ ðåçóëüòàòîì òåíçîðíîãî äîáóòêó ïðîñòîðiâ ïiä-
ñèñòåì:

H = H1 ⊗H2. (5.25)

Ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó H äîðiâíþ¹ N = n1n2, äå n1 òà n2 � ðîçìiðíîñòi
ïðîñòîðiâ H1 òà H2 âiäïîâiäíî.

ßêùî äåÿêèé ñòàí ïåðøî¨ ñèñòåìè îïèñó¹òüñÿ âåêòîðîì |φ1⟩, à äðóãî¨
� âåêòîðîì |φ2⟩, òî ñòàí îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ¹ òåíçîðíèé äîáóòîê

|ψ⟩ = |φ1⟩ ⊗ |φ2⟩ . (5.26)
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Òàê ñàìî, ìåòîäîì iíäóêöi¨, ìîæíà îá'¹äíàòè n îêðåìèõ êâàíòîâèõ
ïiäñèñòåì â îäíó ñèñòåìó:

H = H1 ⊗H2 ⊗ · · · ⊗Hn

|ψ⟩ = |φ1⟩ ⊗ |φ2⟩ ⊗ · · · ⊗ |φn⟩ .
(5.27)

ßêùî íà ñòàíè êîæíî¨ ïiäñèñòåìè äiþòü îïåðàòîðè Û1, Û2, . . . , Ûn, òî
ïåðåòâîðåííÿ îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ ïiä äi¹þ îïåðàòîðà

Û = Û1 ⊗ Û2 ⊗ · · · ⊗ Ûn

|ψ′⟩ = Û |ψ⟩ = Û1 |φ1⟩ ⊗ Û2 |φ2⟩ ⊗ · · · ⊗ Ûn |φn⟩ .
(5.28)

Ñëiä, îäíàê, âiäçíà÷èòè, ùî iñíóþòü ñòàíè îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè, ÿêi
íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó âåêòîðiâ îêðå-
ìèõ ïiäñèñòåì (5.27). Â òàêîìó ðàçi êàæóòü, ùî ïiäñèñòåìè çàïëóòà-
íi (entangled states). Íåçàïëóòàíi ñòàíè, òîáòî òi, ÿêi ïðåäñòàâëÿþòüñÿ
ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó (5.27), ìàþòü íàçâó �ñåïàðàáåëüíi ñòàíè�
(separable states). Îòæå, ùîäî òåðìiíîëîãi¨:

� çàïëóòàíi ñòàíè ≡ íåñåïàðàáåëüíi ñòàíè

� ñåïàðàáåëüíi ñòàíè ≡ íåçàïëóòàíi ñòàíè.

Ïîíÿòòþ çàïëóòàíîñòi òà âëàñòèâîñòÿì çàïëóòàíèõ ñòàíiâ äàëi áóäå
ïðèñâÿ÷åíî îêðåìèé ðîçäië.

Ïîäiáíî òîìó, ÿê iñíóþòü êâàíòîâi ñòàíè, ÿêi íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi äîáóòêó ñòàíiâ îêðåìèõ ïiäñèñòåì, iñíóþòü òàêîæ îïåðàòîðè,
ÿêi íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi òåíçîðíèõ äîáóòêiâ îïåðàòîðiâ, ùî
äiþòü íà îêðåìi ïiäñèñòåìè.

Òåïåð âiä çàãàëüíèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ çíîâó ïîâåðíåìîñÿ äî ñèñòåì,
ùî ñêëàäàþòüñÿ ç êóáiòiâ.

Îçíà÷åííÿ. Äâîêóáiòîâèé ëîãi÷íèé åëåìåíò (âåíòèëü) ââàæà¹-
òüñÿ çàïëóòóþ÷èì, ÿêùî äëÿ äåÿêîãî ñåïàðàáåëüíîãî ñòàíó |χ⟩ =
|χ1⟩ ⊗ |χ2⟩ íà âõîäi âåíòèëþ, âèõiä âèÿâëÿ¹òüñÿ çàïëóòàíèì.

Íà êâàíòîâi êîìï'þòåðè ïîêëàäàþòüñÿ ñïîäiâàííÿ, ùî âîíè (êîìï'þ-
òåðè) áóäóòü çäàòíi ðîçâ'ÿçóâàòè çàäà÷i, ÿêi íå ïiä ñèëó íàâiòü íàéïîòó-
æíiøèì ñó÷àñíèì çâè÷àéíèì (íå êâàíòîâèì) ñóïåðêîìï'þòåðàì. ×èñëî
n êóáiòiâ ðåãiñòðó òàêîãî êîìï'þòåðà ìà¹ äîñÿãàòè çíà÷åííÿ áàãàòüîõ
äåñÿòêiâ, ñîòåíü, à ìîæå é òèñÿ÷ îäèíèöü. Ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó ñòàíiâ
òàêîãî ðåãiñòðó ðiâíà N = 2n. Îòæå, îïåðàòîðè, ùî äiþòü ó òàêîìó ïðî-
ñòîði, ïîâèííi áóòè ïðåäñòàâëåíi ìàòðèöÿìè ðîçìiðíiñòþ 2n×2n. ßê âæå
áóëî çàçíà÷åíî âèùå, íåìîæëèâî íàâiòü óÿâèòè ðåàëüíi ôiçè÷íi âåíòèëi,
ùî âiäïîâiäàþòü òàêèì îïåðàòîðàì.
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Îçíà÷åííÿ. Ìíîæèíà åëåìåíòiâ, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç óñiõ âèäiâ
îäíîêóáiòîâèõ âåíòèëiâ i äîâiëüíîãî äâîêóáiòîâîãî çàïëóòóþ÷îãî
îïåðàòîðà, óòâîðþ¹ óíiâåðñàëüíó ìíîæèíó êâàíòîâèõ åëåìåíòiâ.

Âèùå áóëî çàçíà÷åíî, ùî äîâiëüíèé îäíîêóáiòîâèé âåíòèëü ìîæíà ç
áóäü-ÿêîþ òî÷íiñòþ àïðîêñèìóâàòè äîáóòêîì ñêií÷åííîãî ÷èñëà îïåðà-
òîðiâ ç ôiêñîâàíîãî íàáîðó îäíîêóáiòîâèõ âåíòèëiâ. Îòæå, ÿêùî äî öèõ
îïåðàòîðiâ äîäàòè ùå îäèí äâîêóáiòîâèé çàïëóòóþ÷èé åëåìåíò, òî îòðè-
ìà¹ìî ñêií÷åííó ñóêóïíiñòü êâàíòîâèõ îïåðàòîðiâ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ
ìîæíà âèêîíàòè áóäü-ÿêó óíiòàðíó îïåðàöiþ ó ïðîñòîði ñòàíiâ n êóáiòiâ.

Ñåðåä äâîêóáiòîâèõ çàïëóòàíèõ âåíòèëiâ íàéáiëüø ïåðñïåêòèâíèì, ó
ñåíñi éîãî ðåàëüíîãî ôiçè÷íîãî ñòâîðåííÿ, âèÿâèâñÿ îïåðàòîð, ùî ìà¹
íàçâó �êåðîâàíå NOT � (controlled NOT ), ÿêèé ÷àñòî ïîçíà÷àþòü ĈNOT
àáî æ CNOT . Íåçàëåæíî âiä ÷èñëà êóáiòiâ n ≥ 2 ó ñèñòåìi, çàäiÿíèìè
â îïåðàöi¨ CNOT çàâæäè ¹ ëèøå äâà êóáiòè, íîìåðè ÿêèõ ïîçíà÷àþòüñÿ
iíäåêñàìè áiëÿ âåíòèëÿ: CNOTij. Îäèí iç çàäiÿíèõ êóáiòiâ, âêàçàíèé ïåð-
øèì (ïiä íîìåðîì �i�), íàçèâàþòü êåðóþ÷èì (control) êóáiòîì, à äðóãèé
(ïiä íîìåðîì �j�) � êåðîâàíèì (target) êóáiòîì.

Äiÿ îïåðàòîðà ĈNOT ij ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. ßêùî êåðóþ÷èé êóáiò
çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |0⟩, òî ñòàí êåðîâàíîãî êóáiòà íå çìiíþ¹òüñÿ. ßêùî
æ êåðóþ÷èé êóáiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi |1⟩, òî ñòàí êåðîâàíîãî êóáiòà çìiíþ-
¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíèé (â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi), òîáòî |0⟩ ïåðåõîäèòü
ó |1⟩, à |1⟩ � ó |0⟩. Îòæå, â çàëåæíîñòi âiä ñòàíó êåðóþ÷îãî êóáiòó, íàä
êåðîâàíèì êóáiòîì íå âèêîíó¹òüñÿ àáî æ âèêîíó¹òüñÿ îïåðàöiÿ NOT .
Ïðè öüîìó ñòàí êåðóþ÷îãî êóáiòà íiêîëè íå çìiíþ¹òüñÿ. Çîêðåìà, çà-
ñòîñóâàííÿ ĈNOT 12 äî äâîêóáiòîâîãî áàçèñó ïðèçâîäèòü äî íàñòóïíèõ
ïåðåòâîðåíü âåêòîðiâ:

|00⟩ → |00⟩ |01⟩ → |01⟩ |10⟩ → |11⟩ |11⟩ → |10⟩ . (5.29)

Â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi îïåðàòîð ĈNOT ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ìàòðè-
öåþ

ĈNOT 12 =




1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 , (5.30)

à ñàìi áàçèñíi ñòàíè ïðåäñòàâëÿþòüñÿ âåêòîðàìè-ñòîâï÷èêàìè (5.8).

Íàñòóïíèé ïðèêëàä ïîêàçó¹, ùî ĈNOT äiéñíî ¹ çàïëóòóþ÷èì îïåðà-
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òîðîì:

ĈNOT 12

[
1√
2
(|0⟩1 + |1⟩1)⊗ |0⟩2

]
= ĈNOT 12

1√
2
(|00⟩+ |10⟩)

=
1√
2
(|00⟩+ |11⟩) ,

(5.31)

òîáòî âií ïåðåòâîðþ¹ ñåïàðàáåëüíèé ñòàí |χ1⟩⊗|χ2⟩, äå |χ1⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩),

|χ2⟩ = |0⟩, ó çàïëóòàíèé ñòàí |χ⟩ = 1√
2
(|00⟩+ |11⟩).

Îïåðàòîð ĈNOT ¹ ëiíiéíèì óíiòàðíèì åðìiòîâèì îïåðàòîðîì, ÿêèé

ñïiâïàäà¹ çi ñâî¨ì îáåðíåíèì îïåðàòîðîì. Îòæå,
(
ĈNOT

)2
= Î.

Íà Ðèñ. 5.1 ïðåäñòàâëåíî âàðiàíòè çàãàëüíîâæèâàíèõ ïîçíà÷åíü îïå-
ðàòîðà ĈNOT ij íà êâàíòîâèõ ñõåìàõ.

i

j ⊕

i

j X̂

Ðèñ. 5.1: Âàðiàíòè ïîçíà÷åííÿ âåíòèëÿ CNOTij

Ïðèâåäåìî ùå ïðèêëàäè çàñòîñóâàííÿ âåíòèëÿ CNOT äî òðèêóáiòî-
âî¨ ñèñòåìè:

ĈNOT 13
1√
3
(|001⟩+ |100⟩+ |111⟩) = 1√

3
(|001⟩+ |101⟩+ |110⟩) (5.32)

ĈNOT 31
1√
3
(|001⟩+ |100⟩+ |111⟩) = 1√

3
(|101⟩+ |100⟩+ |011⟩) . (5.33)

Îïåðàöi¨ (5.32) íà ñõåìi âiäïîâiäà¹ Ðèñ. 5.2à, à (5.33) � Ðèñ. 5.2á.

1

2

3 ⊕
(à)

1

2

3

⊕

(á)

Ðèñ. 5.2: Âåíòèëi (à) CNOT13 òà (á) CNOT31

ßê âèäíî ç (5.32) òà (5.33), ðåçóëüòàò äi¨ CNOT çàëåæèòü âiä òîãî,
ÿêèé êóáiò ¹ êåðóþ÷èì.
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i

j Û

Ðèñ. 5.3: Îïåðàòîð
êîíòðîëüîâàíå Û

Óçàãàëüíåííÿì îïåðàòîðà ĈNOT ij ¹ îïåðà-
òîð, çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 5.3. Çìiñò äàíî¨ îïåðàöi¨
ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó. ßêùî êåðóþ÷èé êóáiò (i)
çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |0⟩, òî íàä êåðîâàíèì êóáiòîì
(j) æîäíèõ äié íå âèêîíó¹òüñÿ. ßêùî æ êóáiò i
ïåðåáóâà¹ â ñòàíi |1⟩, òî íàä êóáiòîì j âèêîíó¹-
òüñÿ óíiòàðíà îïåðàöiÿ Û . ßê ïðàâèëî, â ÿêîñòi
îïåðàòîðà Û íà ñõåìi âêàçó¹òüñÿ äåÿêà êîíêðåòíà îäíîêóáiòîâà óíiòàðíà
îïåðàöiÿ (íàïðèêëàä, Ẑ, Ŝ òîùî).

Ñòâîðåííÿ ðåàëüíîãî ôiçè÷íîãî íàäiéíîãî âåíòèëÿ CNOT , ÿêèé iç âè-
ñîêîþ òî÷íiñòþ âèêîíóâàâ áè ñâîþ ôóíêöiþ, ¹ íåòðèâiàëüíîþ ïðîáëåìîþ
äëÿ ôiçèêiâ-åêñïåðèìåíòàòîðiâ. Îäíàê, çâàæàþ÷è íà âåëèêå çíà÷åííÿ äà-
íîãî åëåìåíòà ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ, íàä öi¹þ ïðîáëåìîþ ïðàöþþòü
ó áàãàòüîõ ëàáîðàòîðiÿõ ñâiòó.

i

j

k ⊕

Ðèñ. 5.4: Ëîãi÷íèé
âåíòèëü Òîôôîëi

Íà êâàíòîâèõ ñõåìàõ ìîæóòü çóñòði÷àòèñÿ òà-
êîæ âåíòèëi, â ÿêèõ çàäiÿíî áiëüøå äâîõ êóái-
òiâ. Íàïðèêëàä, òðèêóáiòîâèé âåíòèëü Òîôôîëi,
ÿêèé çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 5.4. Äàíèé îïåðàòîð
ôóíêöiîíó¹ íàñòóïíèì ÷èíîì. Äâà êóáiòè (i òà
j) ââàæàþòüñÿ ó íüîìó êåðóþ÷èìè, à òðåòié êó-
áiò (k) � êåðîâàíèì. ßêùî îáèäâà êåðóþ÷i êó-
áiòè çíàõîäÿòüñÿ ó ñòàíi |1⟩, òî ñòàí êåðîâàíîãî
êóáiòà çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíèé (|0⟩k → |1⟩k
òà |1⟩k → |0⟩k). ßêùî æ õî÷à á îäèí iç äâîõ êåðóþ÷èõ êóáiòiâ çíàõîäè-
òüñÿ ó ñòàíi |0⟩, òî íiÿêi äi¨ çà äàíîþ ñõåìîþ íå âèêîíóþòüñÿ. Âåíòèëü
Òîôôîëi çìiíþ¹ áàçèñíi ñòàíè òðèêóáiòîâîãî îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó çà
íàñòóïíèìè ïðàâèëàìè:

|000⟩ → |000⟩ |100⟩ → |100⟩
|001⟩ → |001⟩ |101⟩ → |101⟩
|010⟩ → |010⟩ |110⟩ → |111⟩
|011⟩ → |011⟩ |111⟩ → |110⟩ .

(5.34)

Òðèêóáiòîâèé âåíòèëü Ôðåäêiíà, ÿêèé çîáðàæåíèé íà Ðèñ. 5.5, âèêî-
íó¹ ôóíêöiþ, ùî ìà¹ íàçâó �êåðîâàíèé îáìií� (CSWAP ). Ñóòü äàíîãî
âåíòèëÿ ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: ÿêùî êåðóþ÷èé êóáiò (i) ïåðåáóâà¹ ó ñòà-
íi |1⟩, òî êåðîâàíi êóáiòè (j òà k) îáìiíþþòüñÿ ñòàíàìè. ßêùî æ êåðó-
þ÷èé êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |0⟩, òî íiÿêi äi¨ íå âiäáóâàþòüñÿ. Çìiíà
áàçèñíèõ âåêòîðiâ òðèêóáiòîâîãî îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó âíàñëiäîê äi¨
âåíòèëÿ Ôðåäêiíà âiäáóâà¹òüñÿ çà ïðàâèëàìè:



5.3. ÏÐÎÒÎÊÎË ÂIÄÄÀ×I ÔÀÇÈ (PHASE KICKBACK) 91

|000⟩ → |000⟩ |100⟩ → |100⟩
|001⟩ → |001⟩ |101⟩ → |110⟩
|010⟩ → |010⟩ |110⟩ → |101⟩
|011⟩ → |011⟩ |111⟩ → |111⟩ .

(5.35)

i

j

k

⊕

⊕

Ðèñ. 5.5: Ëîãi÷íèé
âåíòèëü Ôðåäêiíà
CSWAP

Î÷åâèäíî, ùî ôóíêöi¨ îïåðàöié Òîôôîëi òà
Ôðåäêiíà ìîæíà òàêîæ âèêîíàòè, âèêîðèñòîâóþ-
÷è óíiâåðñàëüíèé íàáið êâàíòîâèõ âåíòèëiâ, ÿêèé
ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå ç îäíîêóáiòîâèõ âåíòèëiâ i
îäíîãî çàïëóòóþ÷îãî äâîêóáiòîâîãî êâàíòîâîãî
âåíòèëÿ. Äàíå òâåðäæåííÿ âèïëèâà¹ áåçïîñåðå-
äíüî ç ñàìîãî îçíà÷åííÿ óíiâåðñàëüíîãî íàáîðó.

5.3 Ïðîòîêîë âiääà÷i ôàçè (phase kickback)

Âiääà÷à ôàçè � öå îïåðàöiÿ (ïðîòîêîë) çìiíè âiäíîñíî¨ ôàçè êóáiòó ïiä
÷àñ âèêîíàííÿ äâîêóáiòîâîãî âåíòèëþ ĈNOT . Îñîáëèâiñòþ äàíî¨ îïå-
ðàöi¨ ¹ òå, ùî çìiíà ôàçè âiäáóâà¹òüñÿ ó êåðóþ÷îìó êóáiòi; êåðîâàíèé
êóáiò ïðè öüîìó ñâié ñòàí íå çìiíþ¹. Ðîçãëÿíåìî äàíèé ïðîòîêîë áiëüø
äåòàëüíî, äèâ. Ðèñ. 5.6.

α |0〉+ β |1〉 α |0〉 − β |1〉

|−〉 |−〉⊕

Ðèñ. 5.6: Cõåìà ïðîòîêîëó âiääà÷i ôàçè äëÿ ĈNOT

Íåõàé ïåðøèé êóáiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi |ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩, à äðóãèé
� ó ñòàíi Àäàìàðà |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩). Òîäi, ïîäiÿâøè íà äàíi êóáiòè
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îïåðàòîðîì ĈNOT 12, äèâ. (5.29), îòðèìà¹ìî:

ĈNOT 12 (|ψ⟩ ⊗ |−⟩) = ĈNOT 12

[
α |0⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)

]

+ ĈNOT 12

[
β |1⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)

]

= α |0⟩ ⊗ 1√
2
(|0⟩ − |1⟩)

+ β |1⟩ ⊗ 1√
2
(|1⟩ − |0⟩)

= (α |0⟩ − β |1⟩)⊗ |−⟩ .

(5.36)

Äàíèé ïðîòîêîë ìîæíà òàêîæ óçàãàëüíèòè íà äîâiëüíèé äâîêóáiòî-
âèé îïåðàòîð êîíòðîëüîâàíå Û , äèâ. Ðèñ. 5.3. Çîêðåìà, ÿêùî |φ⟩ � âëà-
ñíèé ñòàí îïåðàòîðà Û , òîáòî

Û |φ⟩ = eiφ |φ⟩ , (5.37)

òî äâîêóáiòîâèé ðåãiñòð ïiä äi¹þ êîíòðîëüîâàíîãî Û ïåðåòâîðþâàòèìå-
òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:
(
|0⟩ ⟨0| ⊗ Î + |1⟩ ⟨1| ⊗ Û

)
(α |0⟩+ β |1⟩)⊗ |φ⟩ =

(
α |0⟩+ eiφβ |1⟩

)
⊗ |φ⟩ .
(5.38)

ßê áà÷èìî ç (5.36) àáî (5.38), íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî êåðóþ÷èì âèñòó-
ïàâ ñàìå ïåðøèé êóáiò, äðóãèé êóáiò ó ïðîöåñi âèêîíàííÿ äâîêóáiòîâîãî
êîíòðîëüîâàíîãî âåíòèëþ çàëèøèâñÿ ó òîìó æ ñòàíi, à ïåðøèé � çìiíèâ
ñâîþ âiäíîñíó ôàçó íà π àáî φ âiäïîâiäíî. Öå ùå ðàç âêàçó¹ íà òå, ùî
ïîíÿòòÿ �êåðóþ÷èé� òà �êîíòðîëüîâàíèé� ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ íî-
ñÿòü äîñèòü óìîâíèé õàðàêòåð. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó òàêà ïîâåäiíêà ¹
íàñëiäêîì òîãî, ùî ïiä äi¹þ áàãàòîêóáiòîâèõ îïåðàöié çìiíþ¹òüñÿ âåêòîð
ñòàíó âñüîãî ðåãiñòðó, à íå ëèøå éîãî ÷àñòèíè.

5.4 Òåîðåìà no-cloning

Òåîðåìà ïðî çàáîðîíó êëîíóâàííÿ (no-cloning theorem):

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi íåìîæëèâî ñòâîðèòè iäåàëüíó êîïiþ (êëîí)
äîâiëüíîãî íåâiäîìîãî êâàíòîâîãî ñòàíó.

Äîâåäåííÿ.
Íåõàé ó íàñ ¹ äîâiëüíèé íåâiäîìèé îäíîêóáiòîâèé ñòàí

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (5.39)
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ÿêèé íåîáõiäíî ñêîïiþâàòè. Ïiä íåâiäîìèì ìà¹òüñÿ íà óâàçi, ùî ìè íå
çíà¹ìî íàïåðåä çíà÷åíü êîìïëåêñíèõ àìïëiòóä α òà β, ÿêi ìîæóòü áóòè
äîâiëüíèìè çà óìîâè çáåðåæåííÿ íîðìóâàííÿ.

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi äîïóñêà¹òüñÿ äâà ìîæëèâèõ òèïè åâîëþöi¨ ñè-
ñòåìè: âèìiðþâàííÿ òà óíiòàðíà åâîëþöiÿ. Ðîçãëÿíåìî êîæíèé ç íèõ ç
òî÷êè çîðó ìîæëèâîñòi êîïiþâàííÿ íåâiäîìîãî ñòàíó êóáiòà.

� Âèìiðþâàííÿ.
Â äàíîìó âèïàäêó ïiä ÷àñ ïðîâåäåííÿ âèìiðþâàííÿ � çà äîïîìî-
ãîþ, íàïðèêëàä, âiäïîâiäíî îði¹íòîâàíîãî ôiëüòðàØòåðíà-Ãåðëàõà
(ÔØÃ) � õâèëüîâà ôóíêöiÿ |ψ⟩ íåçâîðîòíüî ïåðåõîäèòü (êîëàïñó¹)
â îäèí iç äîçâîëåíèõ âèìiðþâàííÿì ñòàíiâ (íàïðèêëàä, â |0⟩ ç iìî-
âiðíiñòþ |α|2 àáî |1⟩ ç iìîâiðíiñòþ |β|2). Iíøèìè ñëîâàìè, ÔØÃ
âiäñiþ¹ ÷àñòèíó ïó÷êà. Ïðè öüîìó áóäü-ÿêà iíôîðìàöiÿ ïðî ïîâíèé
ñòàí âòðà÷à¹òüñÿ: íåìîæëèâî çà îäíå âèìiðþâàííÿ âèçíà÷èòè îäíî-
÷àñíî çíà÷åííÿ àìïëiòóä α òà β.
�äèíèé âèíÿòîê � êîëè îäíèì iç áàçèñíèõ ñòàíiâ ÔØÃ áóäå ñàìå
|ψ⟩. Öå ìîæëèâî ëèøå, ÿêùî ÔØÃ áóâ âiäïîâiäíèì ÷èíîì îði¹íòî-
âàíèé, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ñòàíó |ψ⟩ âèìàãà¹ çíàííÿ çíà÷åíü àìïëi-
òóä α òà β ùå äî âèìiðþâàííÿ, ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi òåîðåìè.

� Óíiòàðíà åâîëþöiÿ.

Íåõàé iñíó¹ óíiòàðíèé îïåðàòîð Û , äiÿ ÿêîãî íà ñòàí |ψ⟩ äîçâîëÿ¹
éîãî ñêîïiþâàòè, òîáòî

Û |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = |ψ⟩ ⊗ |ψ⟩
= (α |0⟩+ β |1⟩)⊗ (α |0⟩+ β |1⟩)
= α2 |00⟩+ αβ |01⟩+ αβ |10⟩+ β2 |11⟩ .

(5.40)

Ç iíøîãî áîêó, îñêiëüêè óíiòàðíèé îïåðàòîð Û � ëiíiéíèé, òî

Û |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = Û (α |0⟩+ β |1⟩)⊗ |0⟩
= αÛ |0⟩ ⊗ |0⟩+ βÛ |1⟩ ⊗ |0⟩
= α |00⟩+ β |11⟩ .

(5.41)

Ïîðiâíÿâøè (5.40) òà (5.41), áà÷èìî, ùî êiíöåâi ñòàíè íå ñïiâïàäà-
þòü ó âèïàäêó αβ ̸= 0. Îòæå, óíiòàðíîãî îïåðàòîðà Û , ÿêèé äîçâî-
ëÿ¹ êîïiþâàòè äîâiëüíèé ñòàí |ψ⟩, íå iñíó¹.

Òåîðåìó äîâåäåíî.
Òåîðåìà ïðî çàáîðîíó êëîíóâàííÿ ¹ âàæëèâîþ no-go òåîðåìîþ, ÿêà íå

äîçâîëÿ¹ âiäòâîðåííÿ íåâiäîìî¨ iíôîðìàöi¨; iíøèìè ñëîâàìè, ñòâîðåííÿ
iíôîðìàöi¨ �ç íi÷îãî� çàáîðîíåíî.
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Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî âèðàçè (5.40) òà (5.41) ¹ ñóìiñíèìè ëèøå äëÿ åëå-
ìåíòiâ îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó. Òàê, ïðèðiâíÿâøè àìïëiòóäè áiëÿ îäíà-
êîâèõ êîìïîíåíò, îòðèìó¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâíÿíü





α2 = α

αβ = 0

β2 = β,

(5.42)

ÿêà, ç óðàõóâàííÿì óìîâè íîðìóâàííÿ

⟨ψ |ψ⟩ = |α|2 + |β|2 = 1, (5.43)

¹ ñóìiñíîþ, ÿêùî {
α = 0

β = 1
àáî

{
α = 1

β = 0.
(5.44)

Òàêèì ÷èíîì, òåîðåìà ïðî çàáîðîíó êëîíóâàííÿ íå çàáîðîíÿ¹ ñòâîðåííÿ
êîïié åëåìåíòiâ áàçèñó. ßêùî àìïëiòóäè α òà β çàäîâîëüíÿþòü (5.44), òî
ñòàí |ψ⟩ ¹ âiäîìèì, à òîìó íå ïiäïàäà¹ ïiä óìîâè òåîðåìè.

Êîïiþâàííÿ áàçèñíèõ ñòàíiâ ìîæíà çäiéñíèòè çà äîïîìîãîþ îïåðàòî-
ðiâ ĈNOT . Íàïðèêëàä, äëÿ äîâiëüíîãî äâîêóáiòîâîãî åëåìåíòó áàçèñó
|µ1µ2⟩ ìà¹ìî

ĈNOT 13ĈNOT 24 |µ1µ2⟩ ⊗ |00⟩ = |µ1µ2⟩ ⊗ |µ1µ2⟩ , µ1, µ2 = 0, 1. (5.45)

Äàíèé ðåçóëüòàò óçàãàëüíþ¹òüñÿ íà áàçèñíi åëåìåíòè ðåãiñòðó äîâiëüíî-
ãî ðîçìiðó:
(

n∏

i=1

ĈNOT i,i+n

)
|µ1µ2 . . . µn⟩ ⊗ |0⟩⊗n = |µ1µ2 . . . µn⟩ ⊗ |µ1µ2 . . . µn⟩

µj = 0, 1 ∀j = 0, n.

(5.46)

5.5 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Ïîêàçàòè, ùî íå iñíó¹ óíiâåðñàëüíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ïåðåâîäèòü
äîâiëüíèé ñòàí êóáiòà |ψ⟩ â îðòîãîíàëüíèé éîìó |¬ψ⟩ : ⟨ψ | ¬ψ⟩ = 0.

2. Äîâåñòè, ùî íå iñíó¹ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà, ÿêèé ïåðåâîäèòü äî-
âiëüíèé ñòàí n-êóáiòîâîãî ðåãiñòðà |ψ⟩ â îðòîãîíàëüíèé éîìó |¬ψ⟩,
⟨ψ | ¬ψ⟩ = 0.
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3. Âèõîäÿ÷è ç îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà ïîâîðîòó äëÿ îäíîêóáiòîâîãî ñòà-
íó, îòðèìàòè ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ (5.21).

4. Çíàéòè ðåçóëüòàò ïåðåòâîðåííÿ áàçèñó Àäàìàðà (5.15) â ðåçóëüòà-
òi ïîâîðîòó íà êóò φ = π

2
íàâêîëî îñi, ùî çàäà¹òüñÿ îäèíè÷íèì

âåêòîðîì −→n =
(

1√
2
, 1√

2
, 0
)
.

5. Îòðèìàòè ñïiââiäíîøåííÿ (5.24) äëÿ ïàðàìåòðiâ ïðåäñòàâëåíü (5.22)
òà (5.23) îïåðàòîðà ïîâîðîòó.

6. Ïðåäñòàâèòè áàçèñíi âåêòîðè îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó òðèêóáiòî-
âîãî ðåãiñòðó ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-ñòîâï÷èêiâ.

7. Çíàéòè ìàòðè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ âåíòèëiâ Òîôôîëi òà Ôðåäêiíà â
îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi.

8. Îá÷èñëèòè ĈNOT 12ĈNOT 21ĈNOT 12 |ψ⟩, äå

|ψ⟩ = α |00⟩+ β |01⟩+ γ |10⟩+ δ |11⟩ .

9. Îá÷èñëèòè âèðàç

(
ĈNOT 21ĈNOT 12

)2
|ψ⟩ , |ψ⟩ = α |00⟩+ β |01⟩+ γ |10⟩+ δ |11⟩ .

10. Îá÷èñëèòè
(
Ĥ ⊗ Ĥ

)
ĈNOT 12

(
Ĥ ⊗ ĤX̂

)
|00⟩.

11. Ïîêàçàòè, ùî äâîêóáiòîâèé ñòàí |+1⟩ ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà

F̂ =
(
Ĥ ⊗ Ĥ

)
ĈNOT 12

(
Ẑ ⊗ Ẑ

)(
Ĥ ⊗ Ĥ

)(
Î ⊗ X̂

)
.

12. Ïîêàçàòè, ùî äâîêóáiòîâèé ñòàí |1−⟩ ¹ âëàñíèì âåêòîðîì îïåðàòîðà

F̂ =
(
Ĥ ⊗ Ĥ

)
ĈNOT 21

(
X̂ ⊗ Ẑ

)(
Ĥ ⊗ Ĥ

)(
Ẑ ⊗ Î

)
.

13. Çíàéòè
√
Ŷ .

14. Çíàéòè
√
NOT .
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Ðîçäië 6

Çàïëóòàíiñòü êâàíòîâèõ ñèñòåì

6.1 Îçíàêè çàïëóòàíîñòi ÷èñòèõ êâàíòîâèõ ñòà-

íiâ

ßê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, êîìïîçèòíi êâàíòîâi ñèñòåìè ìîæóòü çíàõîäè-
òèñÿ â çàïëóòàíèõ (íåñåïàðàáåëüíèõ) ñòàíàõ. Â çàïëóòàíèõ ñòàíàõ iñíó-
þòü ñóòî êâàíòîâi êîðåëÿöi¨ ìiæ ñòóïåíÿìè âiëüíîñòi ïiäñèñòåì, ÿêi íå
ìàþòü àíàëîãiâ ó êëàñè÷íié ôiçèöi.

Çìiñò òàêèõ ñòàíiâ äîâãèé ÷àñ áóâ òåìîþ ÷èñëåííèõ äèñêóñié. Ïðîòå
çãîäîì ç'ÿñóâàëîñÿ, ùî çàïëóòàíiñòü ¹ ðåñóðñîì, ÿêèé ìîæíà âèêîðè-
ñòîâóâàòè ó ïðàêòè÷íèõ öiëÿõ (êâàíòîâi îá÷èñëåííÿ, íàäiéíî çàêîäîâàíi
çàñîáè çâ'ÿçêó òîùî).

Îçíà÷åííÿ çàïëóòàíîãî (íåñåïàðàáåëüíîãî) ñòàíó ¹ äîâîëi ïðîñòèì òà
íàî÷íèì. Äëÿ ÷èñòèõ êâàíòîâèõ ñòàíiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ âåêòîðîì ñòàíó
|ψ⟩ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, òà äëÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ, ÿêi îïèñóþòüñÿ
ìàòðèöåþ ãóñòèíè ρ̂, äàíi ïîíÿòòÿ ôîðìóëþþòüñÿ îêðåìî.

×èñòèé ñòàí êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïiäñèñòåìA,B,C, . . . ,
íàçèâà¹òüñÿ ñåïàðàáåëüíèì (íå çàïëóòàíèì), ÿêùî âåêòîð ñòàíó |ψ⟩ êîì-
ïîçèòíî¨ ñèñòåìè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó âå-
êòîðiâ ñòàíiâ îêðåìèõ ïiäñèñòåì:

|ψ⟩ =
∣∣ψA
〉
⊗
∣∣ψB

〉
⊗
∣∣ψC

〉
⊗ . . . (6.1)

Ñòàíè, ÿêi íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi (6.1), íàçèâàþòüñÿ çàïëó-
òàíèìè, àáî íåñåïàðàáåëüíèìè. Òåðìií �ñåïàðàáåëüíiñòü� ïîõîäèòü âiä
àíãëiéñüêîãî �separable�, òîáòî òàêèé, ùî ìîæå áóòè âiäîêðåìëåíèì. Äié-
ñíî, â ñåïàðàáåëüíîìó ñòàíi êîæíà ïiäñèñòåìà çáåðiãà¹ ñâîþ iäåíòè÷íiñòü,
îïèñó¹òüñÿ ñâî¨ì âåêòîðîì ñòàíó, i â ÷èñòîìó êîìïîçèòíîìó ñòàíi çàëè-
øà¹òüñÿ ÷èñòèì ñòàíîì.
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Âëàñòèâîñòÿì çàïëóòàíîñòi òà çàñòîñóâàííþ çàïëóòàíèõ ñòàíiâ â àë-
ãîðèòìàõ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ïðèäiëÿ¹òüñÿ çíà÷íà óâàãà. Â äàíîìó ðîç-
äiëi ìè çîñåðåäèìîñÿ ñàìå íà îçíàêàõ çàïëóòàíîñòi òà ñåïàðàáåëüíîñòi.

Ñïðàâà â òîìó, ùî ñôîðìóëüîâàíi âèùå ïðîñòi îçíà÷åííÿ ïîíÿòü çà-
ïëóòàíîñòi òà ñåïàðàáåëüíîñòi, âçàãàëi êàæó÷è, íå äàþòü ïðîñòîãî ñïîñî-
áó âèçíà÷èòè, ÷è ¹ çàäàíèé ñòàí |ψ⟩ àáî ρ̂ çàïëóòàíèì. ßêùî äëÿ ïðî-
ñòèõ äâîêîìïîíåíòíèõ ñèñòåì íà ñüîãîäíi âæå âiäîìi ñïîñîáè âèÿâëåííÿ
çàïëóòàíîñòi, òî äëÿ áàãàòîêîìïîíåíòíèõ (â òîìó ÷èñëi, äëÿ íàéáiëüø
öiêàâèõ ç ïðàêòè÷íî¨ òî÷êè çîðó), áàãàòîêóáiòîâèõ ñèñòåì, âçàãàëi êà-
æó÷è, çàäà÷à çàëèøà¹òüñÿ íå âèðiøåíîþ. Ïðî ìàñøòàáè òðóäíîùiâ íà
öüîìó øëÿõó ìîæíà ñêëàñòè óÿâëåííÿ ïðî òå, ùî ïðîáëåìà ñåïàðàáåëü-
íîñòi â êâàíòîâié iíôîðìàòèöi ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê îäíà ç îêðåìèõ ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ çàäà÷. Ïîâíå âèðiøåííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè îçíà÷à¹ çíàõîäæåííÿ
òàêèõ ïðàêòè÷íèõ êðèòåði¨â, çà ÿêèìè ìîæíà âñòàíîâèòè çàïëóòàíiñòü
àáî ñåïàðàáåëüíiñòü äëÿ áóäü-ÿêîãî íàïåðåä çàäàíîãî ñòàíó êîìïîçèòíî¨
ñèñòåìè. Ïðîáëåìà óñêëàäíþ¹òüñÿ ùå é òèì, ùî â áàãàòîêîìïîíåíòíèõ
ñèñòåìàõ iñíóþòü ðiçíi òèïè çàïëóòàíîñòi. Îòæå, äîäàòêîâî âèíèêà¹ ïè-
òàííÿ ïðî ¨õíþ êëàñèôiêàöiþ.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî ðîçãëÿäó âiäîìèõ îçíàê çàïëóòàíîñòi äëÿ äåÿêèõ
îêðåìèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

6.1.1 Îçíàêà ñåïàðàáåëüíîñòi ÷èñòèõ äâîêóáiòîâèõ ñòà-
íiâ

Áóäü-ÿêèé âåêòîð ñòàíó äâîêóáiòîâî¨ ñèñòåìè â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi
ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäi

|ψ⟩ = α |00⟩+ β |01⟩+ γ |10⟩+ δ |11⟩ , (6.2)

ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ |α|2 + |β|2 + |γ|2 + |δ|2 = 1.
Îçíàêà ñåïàðàáåëüíîñòi: áóäü-ÿêèé äâîêóáiòîâèé ñòàí (6.2) ¹ ñåïàðà-

áåëüíèì òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíà ðiâíiñòü

αδ = βγ. (6.3)

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ñòàí (6.2) ¹ ñåïàðàáåëüíèì. Òîäi éîãî
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó ñòàíiâ îêðåìèõ êóáiòiâ:

|ψ⟩ = (α1 |0⟩+ β1 |1⟩)⊗ (α2 |0⟩+ β2 |1⟩) (6.4)

ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ |α1|2 + |β1|2 = 1, |α2|2 + |β2|2 = 1.
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Â ðåçóëüòàòi ïî÷ëåííîãî ïåðåìíîæóâàííÿ âèðàçiâ ó äóæêàõ îòðèìà-
¹ìî:

|ψ⟩ = α1α2 |00⟩+ α1β2 |01⟩+ β1α2 |10⟩+ β1β2 |11⟩ . (6.5)

Ïîðiâíþþ÷è (6.5) ç (6.2), çíàõîäèìî:

α = α1α2, β = α1β2, γ = β1α2, δ = β1β2.

Ç äàíèõ ðiâíîñòåé îòðèìó¹ìî

αδ = α1α2β1β2

βγ = α1β2β1α2 = α1α2β1β2,

çâiäêè âèïëèâà¹ (6.3).
Âèñíîâîê 1. ßêùî ñòàí (6.2) ñåïàðàáåëüíèé, òî çàâæäè ìà¹ ìiñöå ðiâ-

íiñòü (6.3).
Òåïåð ïîñòàâèìî îáåðíåíå ïèòàííÿ: Íåõàé äëÿ ñòàíó (6.2) ìà¹ ìiñöå

ðiâíiñòü (6.3). ×è âèïëèâà¹ ç öüîãî, ùî ñòàí (6.2) ¹ ñåïàðàáåëüíèì?
Íàñëiäêîì ðiâíîñòi (6.3) ¹ ñïiââiäíîøåííÿ

β

α
=
δ

γ
= k ⇒ β = αk, δ = γk.

Òîäi (6.2) ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

|ψ⟩ = α |00⟩+ αk |01⟩+ γ |10⟩+ γk |11⟩
= (α |0⟩+ γ |1⟩)⊗ (|0⟩+ k |1⟩) ⇒ ñòàí ñåïàðàáåëüíèé.

Âèñíîâîê 2. ßêùî ìà¹ ìiñöå ðiâíiñòü (6.3), òî ñòàí (6.2) � ñåïàðàáåëü-
íèé.

Âèñíîâêè 1 i 2 ðàçîì ïiäòâåðäæóþòü îçíàêó ñåïàðàáåëüíîñòi, ñôîð-
ìóëüîâàíó âèùå.

Ñïèðàþ÷èñü íà îçíàêó ñåïàðàáåëüíîñòi äâîêóáiòîâèõ ñòàíiâ, ìîæíà
ëåãêî ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî âñi 4 ñòàíè Áåëëà ¹ íåñåïàðàáåëüíèìè
(çàïëóòàíèìè):

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩) ⇒ α = δ = 0, β = −γ =

1√
2

⇒ αδ ̸= βγ

∣∣Ψ+
〉
=

1√
2
(|01⟩+ |10⟩) ⇒ α = δ = 0, β = γ =

1√
2

⇒ αδ ̸= βγ

∣∣Φ−〉 = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩) ⇒ α = −δ = 1√

2
, β = γ = 0 ⇒ αδ ̸= βγ

∣∣Φ+
〉
=

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) ⇒ α = δ =

1√
2
, β = γ = 0 ⇒ αδ ̸= βγ
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Çàäà÷à. Ãàìiëüòîíiàí äèïîëü-äèïîëüíî¨ ìàãíiòíî¨ âçà¹ìîäi¨ ñèñòåìè
äâîõ ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1

2
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Ĥ =
a

r3

(
−̂→σ

A
⊗ −̂→σ

B
− 3σ̂A

z ⊗ σ̂B
z

)
,

äå ñèìâîëè A òàB ïîçíà÷àþòü âçà¹ìîäiþ÷i ÷àñòèíêè, σ̂i � ìàòðèöi Ïàóëi,
r � âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè.
Âèçíà÷èòè, ÿêi ç âëàñíèõ âåêòîðiâ äàíîãî ãàìiëüòîíiàíó ¹ çàïëóòàíèìè.

Ðîçâ'ÿçîê. Âðàõîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä ìàòðèöü Ïàóëi, ãàìiëüòîíiàí Ĥ
ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó ìàòðè÷íié ôîðìi

Ĥ =
a

r3




−2 0 0 0
0 2 2 0
0 2 2 0
0 0 0 −2


 .

Âëàñíi âåêòîðè òà âëàñíi çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ ¹ ðîçâ'ÿçêîì çâè÷àé-
íîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

Ĥ |χ⟩ = λ′ |χ⟩ . (6.6)

Îñêiëüêè ãàìiëüòîíiàí çàäàíèé ó ôîðìi ìàòðèöi, òî âëàñíi âåêòîðè ñëiä
øóêàòè ó âèãëÿäi âåêòîðà-ñòîâï÷èêà

|χ⟩ =




α
β
γ
δ


 .

Ââàæàþ÷è âiäñòàíü ìiæ ÷àñòèíêàìè ïàðàìåòðîì, ïîêëàäåìî λ′ = a
r3
λ, äå

λ � áåçðîçìiðíå âëàñíå çíà÷åííÿ. Òîäi ðiâíÿííÿ (6.6) íàáóâà¹ âèãëÿäó




−2 0 0 0
0 2 2 0
0 2 2 0
0 0 0 −2







α
β
γ
δ


 = λ




α
β
γ
δ


 . (6.7)

Ðîçâ'ÿçàâøè ðiâíÿííÿ (6.7), çíàõîäèìî âëàñíi çíà÷åííÿ λi òà âiäïîâiäíi
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îðòîíîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè |χi⟩:

λ1 = 4 ⇒ |χ1⟩ =
1√
2




0
1
1
0


 =

1√
2
(|01⟩+ |10⟩) ,

λ2 = 0 ⇒ |χ2⟩ =
1√
2




0
1
−1
0


 =

1√
2
(|01⟩ − |10⟩) ,

λ3 = −2 ⇒ |χ3⟩ =




1
0
0
0


 = |00⟩ ,

λ4 = −2 ⇒ |χ4⟩ =




0
0
0
1


 = |11⟩ .

Çà êðèòåði¹ì ñåïàðàáåëüíîñòi (6.3) âñòàíîâëþ¹ìî, ùî ñòàíè |χ1⟩ òà |χ2⟩
¹ çàïëóòàíèìè, â òîé ÷àñ ÿê |χ3⟩ òà |χ4⟩ � ñåïàðàáåëüíèìè.

Çàóâàæåííÿ. Îñêiëüêè âëàñíå çíà÷åííÿ λ = −2 ¹ âèðîäæåíèì, òî
âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè âñòàíîâëþþòüñÿ íåîäíîçíà÷íî. Çàìiñòü |χ3⟩ i
|χ4⟩ â ÿêîñòi âëàñíèõ âåêòîðiâ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ ìîæíà ïðèéíÿòè

|χ′
3⟩ =

1√
2
(|χ3⟩+ |χ4⟩) =

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) ,

|χ′
4⟩ =

1√
2
(|χ3⟩ − |χ4⟩) =

1√
2
(|00⟩ − |11⟩) ,

òîäi âñi ÷îòèðè âëàñíèõ âåêòîðè ãàìiëüòîíiàíà Ĥ áóäóòü çàïëóòàíèìè.
Çàçíà÷èìî, ùî ñóêóïíiñòü âåêòîðiâ |χ1⟩, |χ2⟩, |χ′

3⟩, |χ′
4⟩ óòâîðþþòü âiäî-

ìèé áàçèñ Áåëëà.
Ïåðåéäåìî òåïåð äî îçíàêè çàïëóòàíîñòi äâîêîìïîíåíòíèõ êâàíòîâèõ

ñèñòåì äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi.

6.1.2 Ðîçêëàä Øìiäòà

Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ñèñòåìó, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ïiäñèñòåì A òà B.
Íàéïðîñòiøèì ïðèêëàäîì òàêî¨ ñèñòåìè ¹ äâîêóáiòîâà ñèñòåìà, êîæíèé
îêðåìèé êóáiò ÿêî¨ ìîæíà ââàæàòè ïiäñèñòåìîþ. Àëå â äàíîìó âèïàäêó
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ìà¹òüñÿ íà óâàçi áiëüø çàãàëüíèé âèïàäîê: êîæíà ç ïiäñèñòåì âèçíà÷åíà
â ïðîñòîði äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi. Íàäàëi áóäåìî ââàæàòè, ùî ïiäñèñòå-
ìà A âèçíà÷åíà â ïðîñòîði ðîçìiðíîñòi m, à ïiäñèñòåìà B � â ïðîñòîði
ðîçìiðíîñòi n.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç HA òà HB ãiëüáåðòîâi ïðîñòîðè âiäïîâiäíèõ ïiäñè-
ñòåì. Òîäi ãiëüáåðòiâ ïðîñòið îá'¹äíàíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ
ÿê òåíçîðíèé äîáóòîê ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ïiäñèñòåì:

H = HA ⊗HB. (6.8)

Î÷åâèäíî, ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè ðiâíà N = mn.
Ó êîæíîìó ç ïiäïðîñòîðiâ çàâæäè ìîæíà îáðàòè ïîâíèé îðòîíîðìî-

âàíèé áàçèñ, íàïðèêëàä, {|µi⟩} , i = 1,m äëÿ ïiäñèñòåìè A, òà {|νj⟩} , j =
1, n� äëÿ ïiäñèñòåìè B. Òîäi â ÿêîñòi îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó îá'¹äíàíî¨
ñèñòåìè ìîæíà îáðàòè òåíçîðíèé äîáóòîê {|µi⟩ ⊗ |νj⟩} , i = 1,m, j = 1, n.
Îòæå, äîâiëüíèé âåêòîð ñòàíó |ψAB⟩ êîìïîçèòíî¨ ñèñòåìè ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ ñóïåðïîçèöi¨ òàêèõ áàçèñíèõ ñòàíiâ:

|ψAB⟩ =
m∑

i=1

n∑

j=1

aij |µi⟩ ⊗ |νj⟩ . (6.9)

Î÷åâèäíî, ùî ìàêñèìàëüíå ÷èñëî äîäàíêiâ ó ïðàâié ÷àñòèíi (6.9) ðiâ-
íå N = mn. Çâiäñè âèäíî, ùî ÷èñëî N øâèäêî çðîñòà¹ çi çðîñòàííÿì
ðîçìiðíîñòåé ïðîñòîðiâ ïiäñèñòåì. Îäíàê, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ñïåöiàëüíèì
ïiäáîðîì îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ â HA òà HB ðîçêëàä ñòàíiâ |ψAB⟩ çà
öèì áàçèñîì ñóòò¹âî ñïðîùó¹òüñÿ ó ïîðiâíÿííi ç (6.9). Òàêèé ðîçêëàä
ìà¹ íàçâó �ðîçêëàä Øìiäòà�.

Òåîðåìà Øìiäòà. ßêùî |ψAB⟩ � âåêòîð ïðîñòîðó òåíçîðíîãî äîáóòêó
HA ⊗HB, òî iñíó¹ òàêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ

{
φi|A

}
ïiäïðîñòîðó HA i

îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ
{
χi|B

}
ïiäïðîñòîðó HB, à òàêîæ iñíóþòü äîäàòíi

÷èñëà {pi}, ùî çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííþ

|ψAB⟩ =
r∑

i=1

√
pi
∣∣φi|A

〉
⊗
∣∣χi|B

〉
, (6.10)

äå r, ùî ìà¹ íàçâó ÷èñëî Øìiäòà, çàäîâîëüíÿ¹ óìîâó

r ≤ min {m,n} . (6.11)

Êîåôiöi¹íòè
√
pi íàçèâàþòüñÿ êîåôiöi¹íòàìè Øìiäòà. Íàäàëi, òàêîæ, áà-

çèñè
{
φi|A

}
òà
{
χi|B

}
áóäåìî íàçèâàòè áàçèñîì Øìiäòà.
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Ïîðiâíÿ¹ìî ìiæ ñîáîþ ðîçêëàäè (6.9) òà (6.10). Î÷åâèäíî, ùî ó ðîç-
êëàäi Øìiäòà ÷èñëî äîäàíêiâ ìîæå áóòè çíà÷íî ìåíøèì, àíiæ ó ðîçêëàäi
çà çâè÷àéíèì áàçèñîì. Íàïðèêëàä, ÿêùî m = 4, n = 10, òî ó ïðàâié ÷à-
ñòèíi (6.9) ÷èñëî äîäàíêiâ ìîæå äîñÿãàòè çíà÷åííÿ N = mn = 40, â òîé
÷àñ ÿê ó ðîçêëàäi Øìiäòà äàíå ÷èñëî íå ïåðåâèùóâàòèìå 4. Ó ïåâíîìó
ñåíñi ðîçêëàä çà áàçèñîì Øìiäòà ìîæíà ââàæàòè �îïòèìàëüíèì ñïîñî-
áîì ðîçêëàäó�.

Íà äàíîìó åòàïi ïðèéìåìî ñïðàâåäëèâiñòü òåîðåìè Øìiäòà áåç äîâå-
äåííÿ. Äëÿ íàñ âàæëèâiøèì ¹ ïðàêòè÷íå çàñòîñóâàííÿ ðîçêëàäóØìiäòà.
Äëÿ öüîãî, íàñàìïåðåä, ñëiä çíàéòè ñïîñiá ïîáóäîâè áàçèñó Øìiäòà, òà
âèçíà÷åííÿ êîåôiöi¹íòiâ Øìiäòà. Íàâåäåìî ìiðêóâàííÿ äëÿ âèðiøåííÿ
öi¹¨ çàäà÷i.

Âiçüìåìî äî óâàãè, ùî ðîçêëàä (6.10) iñíó¹. Ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

ρ̂AB = |ψAB⟩ ⟨ψAB| � îïåðàòîð ãóñòèíè îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè,

ρ̂A = Tr Bρ̂AB � ïðèâåäåíèé îïåðàòîð ãóñòèíè ïiäñèñòåìè A,

ρ̂B = Tr Aρ̂AB � ïðèâåäåíèé îïåðàòîð ãóñòèíè ïiäñèñòåìè B.

Òóò ïiä Tr A òà Tr B ñëiä ðîçóìiòè ÷àñòêîâèé òðåéñ ïî áàçèñíèõ ñòàíàõ
ïiäñèñòåì A òà B âiäïîâiäíî. Îá÷èñëåííÿ, ïðèìiðîì, Tr B ó áàçèñi Øìiä-
òà äà¹ íàñòóïíå:

ρ̂A =
∑

k

〈
χk|B

∣∣ ρ̂AB

∣∣χk|B
〉
=
∑

k

〈
χk|B

∣∣ψAB

〉 〈
ψAB

∣∣χk|B
〉

=
∑

k

〈
χk|B

∣∣∣∣∣

(∑

i

√
pi
∣∣φi|A

〉
⊗
∣∣χi|B

〉
)(∑

j

√
pj
〈
φj|A

∣∣⊗
〈
χj|B

∣∣
) ∣∣∣∣∣χk|B

〉

=
∑

k,i,j

√
pi
√
pj
〈
χk|B

∣∣χi|B
〉 〈
χj|B

∣∣χk|B
〉 ∣∣φi|A

〉 〈
φj|A

∣∣

=
∑

k,i,j

√
pi
√
pjδikδjk

∣∣φi|A
〉 〈
φj|A

∣∣ =
∑

k

pk
∣∣φk|A

〉 〈
φk|A

∣∣ ,

äå áóëî âðàõîâàíî îðòîíîðìîâàíiñòü áàçèñó Øìiäòà:

〈
χk|B

∣∣χi|B
〉
= δik,

〈
χj|B

∣∣χk|B
〉
= δjk,

äå δik, δjk � ñèìâîëè Êðîíåêåðà.
Àíàëîãi÷íèì ÷èíîì ìîæíà îòðèìàòè i âèðàç äëÿ ïðèâåäåíîãî îïåðà-

òîðà ãóñòèíè ρ̂B.
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Îòæå, îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

ρ̂A =
∑

k

pk
∣∣φk|A

〉 〈
φk|A

∣∣

ρ̂B =
∑

k

pk
∣∣χk|B

〉 〈
χk|B

∣∣. (6.12)

Ç (6.12) âèäíî, ùî â áàçèñi Øìiäòà ìàòðèöi ãóñòèíè ρ̂A i ρ̂B ìàþòü äi-
àãîíàëüíèé âèãëÿä, ïðè÷îìó

∣∣φk|A
〉
¹ âëàñíèìè âåêòîðàìè ìàòðèöi ρ̂A,

à
∣∣χk|B

〉
� âëàñíèìè âåêòîðàìè ρ̂B. ×èñëà pk ¹ âëàñíèìè ÷èñëàìè ÿê

ìàòðèöi ρ̂A, òàê i ìàòðèöi ρ̂B.
Âèñíîâîê. Áàçèñíi âåêòîðè

∣∣φk|A
〉
â ðîçêëàäi Øìiäòà (6.10) ìàþòü

ñåíñ âëàñíèõ âåêòîðiâ ïðèâåäåíîãî îïåðàòîðà (ìàòðèöi) ãóñòèíè ρ̂A, à
÷èñëà pk ìàþòü çìiñò âiäïîâiäíèõ âëàñíèõ çíà÷åíü. Îñêiëüêè ìàòðèöÿ
ãóñòèíè, çà îçíà÷åííÿì, ¹ äîäàòíüî (íåâiä'¹ìíî) âèçíà÷åíîþ, òî âñi ÷èñëà
pk, âiäìiííi âiä íóëÿ, äîäàòíi. Ñòàíè

∣∣χk|B
〉
� öå âëàñíi âåêòîðè îïåðàòîðà

(ìàòðèöi) ρ̂B, ùî âiäïîâiäàþòü âëàñíèì çíà÷åííÿì pk.
Äàíèé âèñíîâîê ¹ îñíîâîþ äëÿ ôîðìóëþâàííÿ ïîñëiäîâíîñòi êîíêðå-

òíèõ äié, ùî ïðèâîäÿòü äî ïîáóäîâè áàçèñó Øìiäòà, à îòæå i äî ôîðìóëè
ðîçêëàäó Øìiäòà.

Îòæå, íåõàé ïî÷àòêîâèé ñòàí |ψAB⟩ ïðåäñòàâëåíî ó âèãëÿäi ñóïåðïî-
çèöi¨ (6.9). Íà ïðàêòèöi â ÿêîñòi áàçèñiâ {|µi⟩} òà {|νj⟩} ÷àñòî âèêîðèñòî-
âó¹òüñÿ îá÷èñëþâàëüíèé (ñòàíäàðòíèé) áàçèñ:

{µi} = {|0⟩ ; |1⟩} {νj} = {|0⟩ ; |1⟩} .
Íàâîäèìî ïîñëiäîâíiñòü íàñòóïíèõ äié:

1. Ç îïåðàòîðà ãóñòèíè ρ̂AB = |ψAB⟩ ⟨ψAB| âæå âiäîìîþ ïðîöåäóðîþ
(øëÿõîì âçÿòòÿ ÷àñòêîâîãî òðåéñó) áóäó¹ìî ïðèâåäåíi îïåðàòîðè (à
ïîòiì i ìàòðèöi) ãóñòèíè ρ̂A i ρ̂B ïiäñèñòåì A i B â òîìó æ âiäîìîìó
áàçèñi {|µi⟩} òà {|νj⟩}. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, îòðèìàíi òàêèì ÷èíîì
ρ̂A òà ρ̂B íå ìàþòü äiàãîíàëüíîãî âèäó.

2. Øëÿõîì äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöü ρ̂A òà ρ̂B çíàõîäèìî âëàñíi ÷èñëà òà
âiäïîâiäíi ¨ì îðòîíîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè. Ñóêóïíiñòü íåíóëüîâèõ
âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöü ρ̂A òà ρ̂B âèÿâëÿ¹òüñÿ çàâæäè îäíàêîâîþ.
Ó ìàòðèöi áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi ÷èñëî íóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü áó-
äå áiëüøèì.

3. Çãiäíî âèùå ñôîðìóëüîâàíîãî âèñíîâêó, îòðèìàíi íåíóëüîâi âëàñíi
çíà÷åííÿ ìàòðèöü ρ̂A òà ρ̂B ¹ ñàìå ÷èñëàìè pk, à âëàñíi âåêòîðè ¹
áàçèñíèìè âåêòîðàìè Øìiäòà

∣∣φk|A
〉
i
∣∣χk|B

〉
, ùî âõîäÿòü ó ðîçêëàä

(6.10).
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Ùîéíî ñôîðìóëüîâàíó ïðîöåäóðó íàäàëi áóäåìî íàçèâàòè �ñòàíäàð-
òíèé ìåòîä ðîçêëàäó Øìiäòà�.

Çðîáèìî äåêiëüêà çàóâàæåíü.
Ïåðøå. Áàçèñ Øìiäòà {|φk⟩} i {|χk⟩} îòðèìó¹òüñÿ ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨

êîìáiíàöi¨ áàçèñíèõ âåêòîðiâ ñòàðîãî áàçèñó:

|φk⟩ =
∑

i

αki |µi⟩ , |χk⟩ =
∑

j

βkj |νj⟩ . (6.13)

Öå äîçâîëÿ¹ ïðîñòî ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü îòðèìàíî¨ ôîðìóëè ðîçêëà-
äó Øìiäòà. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî â (6.10) çàìiñòü |φk⟩ i |χk⟩ ïiäñòàâèòè
ïðàâi ÷àñòèíè ñïiââiäíîøåíü (6.13), i îòðèìàíèé âèðàç ïîðiâíÿòè ç (6.9).

Äðóãå. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðîçìiðíiñòü m ïðîñòîðó HA ìîæå âiä-
ðiçíÿòèñÿ âiä ðîçìiðíîñòi n ïðîñòîðó HB. ßê íàñëiäîê, ÷èñëî âëàñíèõ
çíà÷åíü i âëàñíèõ âåêòîðiâ ìàòðèöi ρ̂A áóäå âiäðiçíÿòèñÿ âiä âiäïîâiäíî-
ãî ÷èñëà ìàòðèöi ρ̂B. Àëå, ÿê âèäíî ç (6.10), ó ðîçêëàä Øìiäòà âõîäèòü
îäíàêîâå ÷èñëî áàçèñíèõ âåêòîðiâ äâîõ ïiäñèñòåì. Öå ìîæíà ïîÿñíèòè
íàñòóïíèì ÷èíîì. Â (6.10) âõîäÿòü òiëüêè òàêi âëàñíi âåêòîðè, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü íåíóëüîâèì âëàñíèì çíà÷åííÿì, à ÷èñëî íåíóëüîâèõ âëàñíèõ
çíà÷åíü ó ìàòðèöi ρ̂A i ρ̂B çàâæäè îäíàêîâå, íåçàëåæíî âiä ðîçìiðíîñòi
m òà n.

Òðåò¹. ßêùî ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðiâ HA i HB ñóòò¹âî âiäðiçíÿþòüñÿ
(íàïðèêëàä, n ≫ m), òî çàïðîïîíîâàíèé âèùå ñòàíäàðòíèé ìåòîä îòðè-
ìàííÿ ðîçêëàäó Øìiäòà íå ¹ îïòèìàëüíèì äëÿ ïðàêòè÷íîãî çàñòîñóâà-
ííÿ, îñêiëüêè çàäà÷à íà âëàñíi ÷èñëà i âëàñíi âåêòîðè äëÿ âåëèêîðîçìið-
íèõ ìàòðèöü ¹ äîñèòü ãðîìiçäêîþ ïðîöåäóðîþ. Ó çàçíà÷åíîìó âèïàäêó
åôåêòèâíiøîþ âèÿâëÿ¹òüñÿ íàñòóïíà ïîñëiäîâíiñòü äié. Ñïî÷àòêó çíàõî-
äèìî ëèøå âëàñíi çíà÷åííÿ i âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi ìàëî¨ ðîçìiðíîñòi
(ìàòðèöi ρ̂A, ÿêùî m≪ n):

|φk⟩ =
m∑

i=1

αki |µi⟩ , k = 1, 2, . . . ,m. (6.14)

Äàëi, ôîðìàëüíî ðîçãëÿäàþ÷è (6.14) ÿê ñèñòåìó íåîäíîðiäíèõ àëãåáðà-
¨÷íèõ ðiâíÿíü âiäíîñíî íåâiäîìèõ |µi⟩, ðîçâ'ÿçó¹ìî ¨¨ òà âèðàæà¹ìî |µi⟩
÷åðåç íîâèé áàçèñ {|φk⟩}:

|µi⟩ =
∑

k

γik |φk⟩ . (6.15)

Íàñòóïíèé êðîê: ïiäñòàâëÿ¹ìî ïðàâó ÷àñòèíó ðiâíîñòi (6.15) â (6.9) i
ïåðåïèñó¹ìî îòðèìàíèé âèðàç ó âèãëÿäi

|ψAB⟩ =
∑

k

√
pk |φk⟩ ⊗

(∑

j

ηkj |νj⟩
)
, (6.16)
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äå ηkj � ïåâíi âiäîìi ÷èñëà.
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî âèðàç ó äóæêàõ â (6.16) ÿêðàç i ¹ áàçèñíèìè âåêòî-

ðàìè Øìiäòà ïiäñèñòåìè B:

|χk⟩ =
∑

j

ηkj |νj⟩ .

Îòæå, ìè îòðèìàëè ðîçêëàä Øìiäòà (6.10).
×åòâåðòå. ßêùî ñåðåä íåíóëüîâèõ âëàñíèõ çíà÷åíü ìàòðèöü ρ̂A i

ρ̂B íåìà¹ âèðîäæåíèõ, òî ðîçêëàä Øìiäòà äàíîãî ñòàíó |ψAB⟩ âèçíà÷à¹-
òüñÿ îäíîçíà÷íî. ßêùî äåÿêå íåíóëüîâå âëàñíå çíà÷åííÿ âèðîäæåíå, òî,
ÿê çàâæäè â òàêèõ âèïàäêàõ, âëàñíi âåêòîðè çíàõîäÿòüñÿ íåîäíîçíà÷íî:
îäèí íàáið âëàñíèõ âåêòîðiâ, ÿêi âiäïîâiäàþòü âèðîäæåíîìó âëàñíîìó
çíà÷åííþ, ìîæíà çàìiíèòè íà iíøèé íàáið òàêîæ íîðìîâàíèõ âåêòîðiâ.
Ïðè çàìiíi áàçèñíèõ ñòàíiâ ó ïiäñèñòåìi A â (6.10) çìiíÿòüñÿ i áàçèñíi
ñòàíè ïiäñèñòåìè B.

Ðîçêëàä Øìiäòà ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ñàì ïî ñîái âèÿâëÿ¹òüñÿ êîðè-
ñíèì, îñêiëüêè, ÿê áóëî çàçíà÷åíî âèùå, öå ¹ ðîçêëàäîì çà �îïòèìàëüíèì
áàçèñîì� ó òîìó ñåíñi, ùî ÷èñëî äîäàíêiâ ó òàêîìó âèðàçi ¹ ìiíiìàëüíèì
ç óñiõ ìîæëèâèõ.

Ðàçîì ç òèì, ó êîíòåêñòi òåìè �îçíàêè çàïëóòàíîñòi êâàíòîâèõ ñè-
ñòåì�, ðîçêëàä Øìiäòà äà¹ âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ, ÷è ¹ äàíèé ÷èñòèé ñòàí
|ψAB⟩ äâîêîìïîíåíòíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè çàïëóòàíèì, à ñàìå:
ÿêùî â ðîçêëàäi Øìiäòà (6.10) ÷èñëî Øìiäòà r (÷èñëî äîäàíêiâ) äîðiâ-
íþ¹ îäèíèöi, òî äàíèé ñòàí |ψAB⟩ ¹ ñåïàðàáåëüíèì (íå çàïëóòàíèì);
äëÿ âñiõ iíøèõ çíà÷åíü r > 1 äàíèé ñòàí ¹ çàïëóòàíèì.

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ ðîçêëàäó Øìiäòà.
Çàâäàííÿ. Íåõàé çàäàíî äåÿêèé ñòàí |ψAB⟩ äâîêîìïîíåíòíî¨ êâàí-

òîâî¨ ñèñòåìè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðîçêëàä Øìiäòà, ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ âií çà-
ïëóòàíèì.

Ïðèêëàä 1.

|ψAB⟩ =
1

2
|00⟩+ 1

2
|01⟩+ 1

2
|10⟩+ 1

2
|11⟩ . (6.17)

Äëÿ òàêèõ ïðîñòèõ ïðèêëàäiâ íåìà¹ íåîáõiäíîñòi çàñòîñîâóâàòè çàãàëüíó
ñõåìó ðîçêëàäó Øìiäòà. Áåçïîñåðåäíüî ïiñëÿ ïðîñòèõ òîòîæíiõ ïåðåòâî-
ðåíü ç (6.17) îòðèìà¹ìî:

|ψAB⟩ =
1

2
|0⟩A ⊗ (|0⟩B + |1⟩B) +

1

2
|1⟩A ⊗ (|0⟩B + |1⟩B)

=
1

2
(|0⟩A + |1⟩A)⊗ (|0⟩B + |1⟩B) = |φA⟩ ⊗ |χB⟩ ,
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äå |φA⟩ = 1√
2
(|0⟩A + |1⟩A), |χB⟩ = 1√

2
(|0⟩B + |1⟩B). Çâiäñè âèäíî, ùî ó

ðîçêëàäi Øìiäòà ¹ âñüîãî ëèøå îäèí äîäàíîê (r = 1). Âèñíîâîê: ñòàí
|ψAB⟩ � ñåïàðàáåëüíèé. Çâè÷àéíî, äî òàêîãî æ âèñíîâêó ïðèéäåìî, ÿêùî
âèêîðèñòà¹ìî îçíàêó ñåïàðàáåëüíîñòi (6.3).

Ïðèêëàä 2.

|ψAB⟩ =
1 +

√
6

2
√
6

|00⟩+ 1−
√
6

2
√
6

|01⟩+
√
2−

√
3

2
√
6

|10⟩+
√
2 +

√
3

2
√
6

|11⟩ .

Íàñàìïåðåä ñëiä ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñòàí |ψAB⟩ íîðìîâàíî íà îäèíèöþ.
Äàëi çàñòîñîâó¹ìî ñòàíäàðòíèé ìåòîä ðîçêëàäó Øìiäòà.

Ïðèâåäåíèé îïåðàòîð ãóñòèíè ïåðøîãî êóáiòó (ïiäñèñòåìà A):

ρ̂A = TrB ρ̂AB = ⟨0 | ρ̂AB | 0⟩B B + ⟨1 | ρ̂AB | 1⟩B B

= ⟨0 |ψAB⟩ ⟨ψAB | 0⟩B B + ⟨1 |ψAB⟩ ⟨ψAB | 1⟩B B

=
7

12
|0⟩A ⟨0|A − 1

3
√
2
|0⟩A ⟨1|A − 1

3
√
2
|1⟩A ⟨0|A +

5

12
|1⟩A ⟨1|A .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî

ρ̂A =

( 7
12

− 1
3
√
2

− 1
3
√
2

5
12

)
.

Âëàñíi çíà÷åííÿ i íîðìîâàíi âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi ρ̂A ìàþòü âèãëÿä

p1 =
3

4
, |φ1⟩A =

√
2

3
|0⟩A − 1√

3
|1⟩A ,

p2 =
1

4
, |φ2⟩A =

1√
3
|0⟩A +

√
2

3
|1⟩A .

(6.18)

Ïîâòîðþþ÷è çàñòîñîâàíi îïåðàöi¨ äëÿ ïiäñèñòåìè B, îòðèìà¹ìî òi æ
ñàìi âëàñíi çíà÷åííÿ p1 = 3

4
, p2 =

1
4
òà âiäïîâiäíi âëàñíi âåêòîðè:

|χ1⟩ =
1√
2
|0⟩B − 1√

2
|1⟩B ,

|χ2⟩ =
1√
2
|0⟩B +

1√
2
|1⟩B .

(6.19)

Îòæå, ðîçêëàä Øìiäòà äëÿ âåêòîðà |ψAB⟩ çàïèøåìî ó âèãëÿäi

|ψAB⟩ =
√
3

2
|φ1⟩A ⊗ |χ1⟩B +

1

2
|φ2⟩A ⊗ |χ2⟩B , (6.20)
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äå |φi⟩A i |χi⟩B � áàçèñíi ñòàíè Øìiäòà, ùî âèçíà÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè
(6.18) i (6.19).

Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó ÷èñëî Øìiäòà r = 2, òî ñòàí |ψAB⟩ �
çàïëóòàíèé. Â çàïëóòàíîñòi ñòàíó |ψAB⟩ ìîæíà òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ çà
îçíàêîþ (6.3). Âiðíiñòü ðîçêëàäó (6.20) ìîæíà ïåðåâiðèòè, ïiäñòàâèâøè
ñþäè âèðàçè (6.18) òà (6.19) i ïîðiâíÿâøè ðåçóëüòàò ç ïî÷àòêîâèì ñòàíîì
|ψAB⟩.

Ïðèêëàä 3. Ðîçãëÿíåìî òåïåð äâîêîìïîíåíòíó êâàíòîâó ñèñòåìó, â
ÿêié ðîçìiðíiñòü ïiäñèñòåìè A ðiâíà m = 2, à ïiäñèñòåìè B � n = 3.

Íîðìîâàíi áàçèñíi ñòàíè ïiäñèñòåìè A ïîçíà÷èìî ÷åðåç |0⟩A òà |1⟩A,
à ïiäñèñòåìè B � ÷åðåç |1⟩B , |0⟩B , |−1⟩B. Äàíèì áàçèñíèì ñòàíàì ìî-
æíà íàäàòè ôiçè÷íó iíòåðïðåòàöiþ. Çîêðåìà, âåêòîðè |0⟩A òà |1⟩A ìî-
æíà òðàêòóâàòè ÿê

∣∣1
2

〉
òà
∣∣−1

2

〉
âiäïîâiäíî. Áàçèñíi âåêòîðè ïiäñèñòå-

ìè B |1⟩B , |0⟩B , |−1⟩B ìîæíà ââàæàòè ñòàíàìè çi çíà÷åííÿì êâàíòîâîãî
÷èñëà ìîìåíòó iìïóëüñó îðáiòàëüíîãî ðóõó ÷àñòèíêè ç l = 1 i òðüîìà
çíà÷åííÿìè ïðîåêöi¨ ìîìåíòó íà âiñü êâàíòóâàííÿ z: m = 1, 0,−1.

Íåõàé çàäàíî ñòàí êîìïîçèòíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè

|ψAB⟩ = a01 |0⟩A ⊗ |1⟩B + a00 |0⟩A ⊗ |0⟩B + a0−1 |0⟩A ⊗ |−1⟩B
+ a11 |1⟩A ⊗ |1⟩B + a10 |1⟩A ⊗ |0⟩B + a1−1 |1⟩A ⊗ |−1⟩B ,

äå

a01 =

√
2− 2

√
3

4
√
6

, a00 =

√
2 +

√
3

2
√
6

, a0−1 =

√
2− 2

√
3

4
√
6

,

a11 =
2 +

√
6

4
√
6
, a10 =

√
6− 1

2
√
6
, a1−1 =

2 +
√
6

4
√
6
.

Çàâäàííÿ: îòðèìàòè ðîçêëàä Øìiäòà ñòàíó |ψAB⟩ òà ç'ÿñóâàòè, ÷è ¹ äà-
íèé ñòàí çàïëóòàíèì.

Îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó ðîçìiðíîñòi ïiäñèñòåì A òà B òàêi, ùî
m < n (m = 2, n = 3), òî âèêîðèñòà¹ìî îïèñàíèé âèùå íåñòàíäàðòíèé
ìåòîä ïîáóäîâè áàçèñó Øìiäòà.

Çíàéäåìî ïðèâåäåíèé îïåðàòîð ãóñòèíè i ïðèâåäåíó ìàòðèöþ äëÿ ïiä-
ñèñòåìè A:

ρ̂A = ⟨1 |ψAB⟩ ⟨ψAB | 1⟩B B + ⟨0 |ψAB⟩ ⟨ψAB | 0⟩B B + ⟨−1 |ψAB⟩ ⟨ψAB | −1⟩B B

=
(
a201 + a200 + a20−1

)
|0⟩A ⟨0|A + (a01a11 + a00a10 + a0−1a1−1) |0⟩A ⟨1|A

+ (a11a01 + a10a00 + a1−1a0−1) |1⟩A ⟨0|A +
(
a211 + a210 + a21−1

)
|1⟩A ⟨1|A

=
1

2
|0⟩A ⟨0|A +

1

2
|1⟩A ⟨1|A .

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî ρ̂A =

(
1
2

0

0 1
2

)
.
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Çâåðòà¹ìî óâàãó íà òå, ùî ρ̂A � äiàãîíàëüíà ìàòðèöÿ. Ç öüîãî âèïëè-
âà¹, ùî ñòàíè |0⟩A i |1⟩A ìîæíà ðîçãëÿäàòè â ÿêîñòi áàçèñó Øìiäòà:

p1 =
1

2
, |φ1⟩A = |0⟩A ,

p2 =
1

2
, |φ2⟩A = |1⟩A .

(6.21)

Ïðåäñòàâèìî òåïåð |ψAB⟩ ó âèãëÿäi

|ψAB⟩ =
1√
2
|0⟩A ⊗

(√
2a01 |1⟩B +

√
2a00 |0⟩B +

√
2a0−1 |−1⟩B

)

+
1√
2
|1⟩A ⊗

(√
2a11 |1⟩B +

√
2a10 |0⟩B +

√
2a1−1 |−1⟩B

)
.
(6.22)

Çãiäíî ìiðêóâàíü, îïèñàíèõ âèùå, ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî îðòî-
íîðìîâàíèé áàçèñ Øìiäòà äëÿ ïiäñèñòåìè B ìà¹ âèãëÿä:

|χ1⟩B =
√
2 (a01 |1⟩B + a00 |0⟩B + a0−1 |−1⟩B) ,

|χ2⟩B =
√
2 (a11 |1⟩B + a10 |0⟩B + a1−1 |−1⟩B) ,

àáî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè çíà÷åíü êîåôiöi¹íòiâ çíàõîäèìî:

|χ1⟩B =

√
2− 2

√
3

8
√
3

|1⟩B +

√
2 +

√
3

4
√
3

|0⟩B +

√
2−

√
3

8
√
3

|−1⟩B ,

|χ2⟩B =
2 +

√
6

8
√
3

|1⟩B +

√
6− 1

4
√
3

|0⟩B +
2 +

√
6

8
√
3

|−1⟩B .
(6.23)

Áåçïîñåðåäíüîþ ïiäñòàíîâêîþ çíà÷åíü |χ1⟩B i |χ2⟩B îòðèìà¹ìî:

⟨χ1 |χ1⟩ = ∥χ1∥2 = 1, ⟨χ2 |χ2⟩ = ∥χ2∥2 = 1, ⟨χ1 |χ2⟩ = 0,

ùî ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî ñòàíè |χ1⟩ òà |χ2⟩ óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé
áàçèñ.

Îñòàòî÷íî ìà¹ìî ðîçêëàä Øìiäòà äëÿ âåêòîðà ñòàíó |ψAB⟩:

|ψAB⟩ =
1√
2
|φ1⟩A ⊗ |χ1⟩B +

1√
2
|φ2⟩A ⊗ |χ2⟩B , (6.24)

äå |φi⟩A òà |χi⟩B âèçíà÷àþòüñÿ â (6.21) òà (6.23).
Ç (6.24) âèïëèâà¹, ùî ÷èñëî Øìiäòà r = 2 � ñòàí |ψAB⟩ çàïëóòàíèé.
Çàóâàæåííÿ.Îñêiëüêè âëàñíå çíà÷åííÿ ìàòðèöi ρ̂A � âèðîäæåíå (p1 =

p2 =
1
2
), òî ðîçêëàä Øìiäòà â äàíîìó âèïàäêó íåîäíîçíà÷íèé.



110 Ðîçäië 6. ÇÀÏËÓÒÀÍIÑÒÜ ÊÂÀÍÒÎÂÈÕ ÑÈÑÒÅÌ

Íàïðèêëàä, çàìiñòü ïàðè áàçèñíèõ ñòàíiâ |φ1⟩ = |0⟩A i |φ2⟩ = |1⟩A
ìîæíà âçÿòè îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Àäàìàðà

|φ′
1⟩A = |+⟩A =

1√
2
(|0⟩A + |1⟩A) , |φ′

2⟩A = |−⟩A =
1√
2
(|0⟩A − |1⟩A) ,

i òîäi ðîçêëàä Øìiäòà íàáóâà¹ âèãëÿäó

|ψAB⟩ =
1√
2
|φ′

1⟩A ⊗ |χ′
1⟩B +

1√
2
|φ′

2⟩A ⊗ |χ′
2⟩B .

×èòà÷åâi ïðîïîíó¹òüñÿ çíàéòè âèãëÿä ñòàíiâ |χ′
1⟩B i |χ′

2⟩B.
Ïðèêëàä 4.

|ψAB⟩ =
1

2
√
2
|00⟩+

√
3

2
√
2
|01⟩+

√
3

2
√
2
|10⟩+ 1

2
√
2
|11⟩ .

×èòà÷åâi ïðîïîíó¹òüñÿ ñàìîñòiéíî îáðàòè ìåòîä òà îòðèìàòè ðîçêëàä
Øìiäòà äëÿ äàíîãî âåêòîðó ñòàíó |ψAB⟩.

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi òðàïëÿþòüñÿ ñèòóàöi¨, êîëè ðîçêëàä Øìiäòà
ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ïðèðîäíèì ÷èíîì.

Ïðèêëàä. Äâi êâàíòîâi ïiäñèñòåìè, ñòàíè ÿêèõ |l1,m1⟩ òà |l2,m2⟩ âè-
çíà÷àþòüñÿ ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè êóòîâîãî ìîìåíòó l1 òà l2 i çíà÷åí-
íÿìè ïðîåêöié íà âiñü êâàíòóâàííÿ −l1 ≤ m1 ≤ l1, −l2 ≤ m2 ≤ l2, ìîæíà
îá'¹äíàòè â îäíó êâàíòîâó ñèñòåìó. Îá'¹äíàíà ñèñòåìà ìîæå çíàõîäèòèñÿ
ó ñòàíi |L,M⟩ ç ïåâíèì çíà÷åííÿì êóòîâîãî ìîìåíòó |l1− l2| ≤ L ≤ l1+ l2
i ç ïåâíèì çíà÷åííÿì ïðîåêöi¨ ìîìåíòó M íà âiñü êâàíòóâàííÿ. Äàíèé
ñòàí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ òåíçîðíèõ äîáóòêiâ ñòà-
íiâ ïiäñèñòåì:

|L,M⟩ =
∑

m1,m2

⟨l1,m1, l2,m2 |L,M⟩ |l1,m1⟩ ⊗ |l2,m2⟩ , (6.25)

äå ⟨l1,m1, l2,m2 |L,M⟩ � êîåôiöi¹íòè Êëåáøà-Ãîðäîíà. Îñêiëüêè êîåôi-
öi¹íòè Êëåáøà-Ãîðäîíà äîðiâíþþòü íóëþ, ÿêùî M ̸= m1 +m2, òî (6.25)
ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

|L,M⟩ =
∑

m1

⟨l1,m1, l2,M −m1 |L,M⟩ |l1,m1⟩ ⊗ |l2,M −m1⟩

=
∑

m2

⟨l1,M −m2, l2,m2 |L,M⟩ |l1,M −m2⟩ ⊗ |l2,m2⟩ .
(6.26)
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Ðîçìiðíiñòü ïåðøî¨ êâàíòîâî¨ ïiäñèñòåìè äîðiâíþ¹ m = 2l1 + 1. Ðîç-
ìiðíiñòü äðóãî¨ ïiäñèñòåìè äîðiâíþ¹ n = 2l2 + 1. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ÷è-
ñëî äîäàíêiâ ó

∑
m1

àáî
∑

m2
ç (6.26) íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè çíà÷å-

ííÿ r = min {2l1 + 1; 2l2 + 1}. Êîåôiöi¹íòè Êëåáøà-Ãîðäîíà ¹ äiéñíè-
ìè äîäàòíiìè àáî âiä'¹ìíèìè âåëè÷èíàìè, îòæå ⟨l1,m1, l2,m2 |L,M⟩ =
±| ⟨l1,m1, l2,m2 |L,M⟩ |. ßêùî ÷èñëî ∓1 âiäíåñòè ÿê ôàçîâèé ìíîæíèê,
íàïðèêëàä, äî âåêòîðó |l1,m1⟩, òî ïîðiâíÿííÿ (6.26) ç ðîçêëàäîì Øìiäòà
(6.10) äà¹ íàñòóïíó âiäïîâiäíiñòü:

|ψAB⟩ → |L,M⟩
pm1 → | ⟨l1,m1, l2,M −m1 |L,M⟩ |2

|φm1⟩ → ± |l1,m1⟩
|χm1⟩ → |l2,M −m1⟩ .

(6.27)

Çàçíà÷èìî òàêîæ, ùî êîåôiöi¹íòè Êëåáøà-Ãîðäîíà çàäîâîëüíÿþòü óìîâi∑
m1

| ⟨l1,m1, l2,M −m1 |L,M⟩ |2 = 1, ùî âiäïîâiäà¹
∑

m1

pm1 = 1 (6.28)

ó ðîçêëàäi Øìiäòà.
Âiäïîâiäíîñòi (6.27) òà (6.28) äîçâîëÿþòü ñòâåðäæóâàòè, ùî (6.26) ¹

ðîçêëàäîì Øìiäòà. Ñòàíè (6.25) ¹ çàïëóòàíèìè ñòàíàìè, îñêiëüêè ó ïðà-
âié ÷àñòèíi ÷èñëî äîäàíêiâ r > 1. Âèíÿòêîì ç ïðàâèëà ¹ ëèøå âèïàäîê
äëÿ çíà÷åíü L = l1+ l2,M = l1+ l2. Òàêèé ñòàí |L = l1 + l2,M = l1 + l2⟩ =
|l1,m1 = l1⟩ ⊗ |l2,m2 = l2⟩ ¹ ñåïàðàáåëüíèì, îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó ó
ðîçêëàäi (6.26) ¹ ëèøå îäèí äîäàíîê, â ÿêîìó êîåôiöi¹íò Êëåáøà-Ãîðäîíà
⟨l1,m1 = l1, l2,m2 = l2 |L = l1 + l2,M = l1 + l2⟩ äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

6.2 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Çíàéòè ÷èñëî Øìiäòà äëÿ ñòàíó

|ψ⟩ = 1

2
|00⟩+ 1 + i

2
√
2
|01⟩+ i

2
|10⟩+ −1 + i

2
√
2

|11⟩
.

2. Ïîêàçàòè, ùî ñòàí

|ψ⟩ = 1

2
|00⟩ − 1

2
|01⟩+ 1

2
|10⟩+ 1

2
|11⟩

íåñåïàðàáåëüíèé, òà çíàéòè äëÿ íüîãî ÷èñëî Øìiäòà.
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3. Çíàéòè ÷èñëî Øìiäòà äëÿ ñòàíó

|ψ⟩ = 1

2
√
2
|00⟩ − 1

2
√
2
|01⟩ −

√
3

2
√
2
|10⟩+

√
3

2
√
2
|11⟩ .



Ðîçäië 7

Êâàíòîâi àëãîðèòìè

Ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ îñîáëèâó ðîëü âiäiãðà¹ ôóíäàìåíòàëüíèé ïî-
ñòóëàò êâàíòîâî¨ òåîði¨, ùî íàçèâà¹òüñÿ �ïðèíöèï ñóïåðïîçèöi¨ ñòàíiâ�.
Çìiñò öüîãî ïðèíöèïó ìà¹ ïðîñòå òëóìà÷åííÿ:

ßêùî êâàíòîâà ñèñòåìà ìîæå çíàõîäèòèñÿ ó ñòàíàõ |ψ1⟩ , |ψ2⟩ , . . . ,
òî âîíà òàêîæ ìîæå çíàõîäèòèñÿ ó ñòàíi |ψ⟩ = α1 |ψ1⟩+α2 |ψ2⟩+
. . . , ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ëiíiéíó ñóïåðïîçèöiþ ñòàíiâ |ψi⟩.

Ñàìå çàâäÿêè ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨ êâàíòîâi àëãîðèòìè ìàþòü âëàñòè-
âîñòi, ÿêi íå iñíóþòü â îá÷èñëåííÿõ íà çâè÷àéíèõ êëàñè÷íèõ (íå êâàí-
òîâèõ) êîìï'þòåðàõ. Òðîõè çãîäîì, íèæ÷å, áóäóòü ðîçãëÿíóòi ïðèêëàäè
êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ, â ÿêèõ çàñòîñîâàíi ò.çâ. �êâàíòîâèé ïàðàëåëiçì�
òà �êâàíòîâà iíòåðôåðåíöiÿ� � âëàñòèâîñòi, ùî áåçïîñåðåäíüî âèïëèâà-
þòü ç ïðèíöèïó êâàíòîâî¨ ñóïåðïîçèöi¨.

Äëÿ ñïðîùåííÿ ïîäàëüøèõ ïîÿñíåíü ðîçãëÿíåìî äåÿêi ñïiââiäíîøåí-
íÿ.

Íàãàäà¹ìî ðåçóëüòàò äi¨ âiäîìîãî îïåðàòîðà Àäàìàðà Ĥ:

Ĥ |0⟩ = |+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) , Ĥ |1⟩ = |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) . (7.1)

Îáèäâà ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà îá'¹äíàòè â îäíå:

Ĥ |x⟩ = 1√
2
[|0⟩+ (−1)x |1⟩] , àáî Ĥ |x⟩ = 1√

2

∑

z={0,1}

(−1)xz |z⟩ . (7.2)

Áàçèñíi ñòàíè îá÷èñëþâàëüíîãî (ñòàíäàðòíîãî) áàçèñó n-êóáiòîâî¨ ñè-
ñòåìè ïðåäñòàâëÿòèìåìî ó âèãëÿäi:

|−→x ⟩ = |x1⟩ ⊗ |x2⟩ ⊗ · · · ⊗ |xn⟩ = |x1x2 . . . xn⟩ , (7.3)

113
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òîáòî n-êóáiòîâèé áàçèñíèé ñòàí ÿâëÿ¹ ñîáîþ òåíçîðíèé äîáóòîê îäíî-
êóáiòîâèõ áàçèñíèõ ñòàíiâ. Ïîçíà÷åííÿ −→x ôîðìàëüíî ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê n-êîìïîíåíòíèé âåêòîð, êîæíà êîìïîíåíòà ÿêîãî ìîæå ïðèéìàòè äâà
çíà÷åííÿ � 0 àáî 1. Òîäi ïiä âèðàçîì −→x · −→z ñëiä ðîçóìiòè ñêàëÿðíèé
äîáóòîê

−→x · −→z = x1z1 + x2z2 + · · ·+ xnzn (7.4)

Îñêiëüêè îäíîêóáiòîâi áàçèñíi ñòàíè |0⟩ òà |1⟩ ââàæàþòüñÿ îðòîíîð-
ìîâàíèìè, òî i n-êóáiòîâi ñòàíè (7.2) òàêîæ àâòîìàòè÷íî ñòàþòü îðòîíîð-
ìîâàíèìè. Äiéñíî, ñêàëÿðíèé äîáóòîê ⟨−→x |−→y ⟩ = ⟨x1|y1⟩ · ⟨x2|y2⟩ . . . ⟨xn|yn⟩
äîðiâíþ¹ îäèíèöi, ÿêùî êîæíà êîìïîíåíòà âåêòîðà −→x ñïiâïàäà¹ ç âiä-
ïîâiäíîþ êîìïîíåíòîþ âåêòîðà −→y , òà äîðiâíþ¹ íóëþ, ÿêùî õî÷à á îäíà
êîìïîíåíòà îäíîãî âåêòîðà âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä çíà÷åííÿ âiäïîâiäíî¨ êîì-
ïîíåíòè äðóãîãî âåêòîðà.

Áåçïîñåðåäíüî ç îçíà÷åííÿ n-êóáiòîâèõ áàçèñíèõ ñòàíiâ âèïëèâà¹, ùî
çàãàëüíå ¨õ ÷èñëî äîðiâíþ¹ N = 2n.

Äàëi, ïiä ïîçíà÷åííÿì Ĥ⊗n áóäåìî ðîçóìiòè òåíçîðíèé äîáóòîê îïå-
ðàòîðiâ Àäàìàðà:

Ĥ⊗n = Ĥ1 ⊗ Ĥ2 ⊗ · · · ⊗ Ĥn,

äå êîæíèé ç îïåðàòîðiâ Ĥi âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði ñòàíiâ âiäïîâiäíîãî i-ãî
êóáiòà.

Âðàõóâàâøè (7.2), ðîçãëÿíåìî äiþ îïåðàòîðà Ĥ⊗n íà n-êóáiòîâèé áà-
çèñíèé ñòàí:

Ĥ⊗n |−→x ⟩ = Ĥ1 |x1⟩ ⊗ Ĥ2 |x2⟩ ⊗ · · · ⊗ Ĥn |xn⟩

=
1√
2

∑

z1

(−1)x1z1 |z1⟩ ⊗
1√
2

∑

z2

(−1)x2z2 |z2⟩

⊗ · · · ⊗ 1√
2

∑

zn

(−1)xnzn |zn⟩

=
1√
2n

∑

z1z2...zn∈{0;1}n
(−1)x1z1+x2z2+···+xnzn |z1z2 . . . zn⟩ ,

àáî ñêîðî÷åíî:

Ĥ⊗n |−→x ⟩ = 1√
2n

∑
−→z

(−1)
−→z ·−→x |−→z ⟩ , (7.5)

äå ïiäñóìîâóâàííÿ ïðîâîäèòüñÿ ïî âñiõ N = 2n ìîæëèâèõ çíà÷åííÿõ
−→z = {z1z2 . . . zn}.

Çîêðåìà, ç (7.5) âèïëèâà¹:

Ĥ⊗n
∣∣∣−→0
〉
=

1√
2n

∑
−→z

|−→z ⟩ = 1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ , (7.6)
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äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ
∣∣∣−→0
〉
= |00 . . . 0⟩.

Âèðàç (7.6) ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðîñòó ñóïåðïîçèöiþ âñiõ 2n áàçèñíèõ ñòàíiâ,
ïðè÷îìó âñi áàçèñíi ñòàíè âõîäÿòü ó ñóìó ç îäíàêîâèìè àìïëiòóäàìè
α = 1/

√
2n.

Ïåðåéäåìî òåïåð áåçïîñåðåäíüî äî ðîçãëÿäó äåÿêèõ îñîáëèâîñòåé êâàí-
òîâèõ àëãîðèòìiâ.

7.1 Êâàíòîâèé ïàðàëåëiçì

Äëÿ òîãî, ùîá âiä÷óòè ïîòóæíiñòü åôåêòó, ùî ìà¹ íàçâó �êâàíòîâèé
ïàðàëåëiçì�, ðîçãëÿíåìî àëãîðèòì, ùî ðåàëiçó¹òüñÿ çà êâàíòîâîþ ñõåìîþ
ç ðåãiñòðîì â n+ 1 êóáiò, äèâ. Ðèñ. 7.1.

|−→x 〉 =
∣∣−→0
〉

|x1 = 0〉

|x2 = 0〉

|xn = 0〉

|y = 0〉

Ĥ1

Ĥ2

Ĥn

Ûf

t

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψout〉

Ðèñ. 7.1: Çàãàëüíà ñõåìà êâàíòîâîãî àëãîðèòìó Ûf

Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â îá÷èñëåííi äåÿêî¨ ôóíêöi¨ y = f (−→x ), òîáòî êî-
æíîìó ç N = 2n çíà÷åíü àðãóìåíòó −→x = {x1x2 . . . xn}, xi ∈ {0; 1} ñëiä
ïîñòàâèòè ó âiäïîâiäíiñòü çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y ∈ {0; 1}.

Àëãîðèòì çàäà÷i ïîëÿãà¹ â ïîñëiäîâíèõ äiÿõ � îïåðàöiÿõ íàä êóáiòà-
ìè � çãiäíî ñõåìè, ðóõàþ÷èñü âçäîâæ íå¨ çëiâà íàïðàâî. Ââàæà¹òüñÿ, ùî
â êîæíèé ìîìåíò ÷àñó ìîæíà âèçíà÷èòè ñòàí ðåãiñòðó. Íà ñõåìi, çîêðå-
ìà, âiäçíà÷åíi òðè òàêèõ ñòàíè: |ψ0⟩ � ïî÷àòêîâèé ñòàí; |ψ1⟩ � ñòàí ïi-
ñëÿ ïðîõîäæåííÿ ïåðøîãî áëîêó îïåðàöié; |ψout⟩ � ïiñëÿ çàâåðøåííÿ âñiõ
îïåðàöié.
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Ó êâàíòîâèõ êîìï'þòåðàõ ïåðåä ïî÷àòêîì ðåàëiçàöi¨ àëãîðèòìiâ çàâ-
æäè âèêîíó¹òüñÿ ñïåöèôi÷íà ïðîöåäóðà, ÿêà ìà¹ íàçâó �iíiöiàëiçàöiÿ
ñòàíó ðåãiñòðà� � ïðèâåäåííÿ ðåãiñòðó êóáiòiâ äî ïîòðiáíîãî ïî÷àòêî-
âîãî ñòàíó. Íà âiäìiíó âiä ïðîöåäóðè iíiöiàëiçàöi¨ íà êëàñè÷íîìó îá÷è-
ñëþâàëüíîìó ïðèñòðî¨, äàíà îïåðàöiÿ íà êâàíòîâîìó êîìï'þòåði, âçàãàëi
êàæó÷è, íå ¹ òðèâiàëüíîþ.

Ïî÷àòêîâèé ñòàí n+ 1-êóáiòîâîãî ðåãiñòðó íà ñõåìi ìà¹ âèãëÿä

|ψ0⟩ = |00 . . . 0⟩︸ ︷︷ ︸
n êóáiòiâ

|0⟩ =
∣∣∣−→0
〉
|0⟩ ,

òîáòî ââàæà¹òüñÿ, ùî ïðîöåäóðà iíiöiàëiçàöi¨ âæå âiäáóëàñÿ.
Íàñòóïíèé ñòàí |ψ1⟩, ÿê öå âèäíî çi ñõåìè, îòðèìó¹òüñÿ â ðåçóëüòàòi

äi¨ íà ïî÷àòêîâèé ñòàí îïåðàòîðà Ĥ⊗n; âðàõóâàâøè (7.6), îòðèìó¹ìî:

|ψ1⟩ = Ĥ⊗n |ψ0⟩ =
(
Ĥ⊗n

∣∣∣−→0
〉)

⊗ |0⟩ = 1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ ⊗ |0⟩ .

×åðåç Ûf íà ñõåìi ïîçíà÷åíî ëiíiéíèé óíiòàðíèé îïåðàòîð, äiÿ ÿêîãî
ïîâíiñòþ âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ:

Ûf |−→x ⟩ ⊗ |y⟩ = |−→x ⟩ ⊗ |y ⊕ f (−→x )⟩ ,

äå çíàê ⊕ îçíà÷à¹ äîäàâàííÿ çà ìîäóëåì äâà, òîáòî çãiäíî âiäîìî¨ àëãå-
áðè:

0⊕ 0 = 0, 0⊕ 1 = 1, 1⊕ 0 = 1, 1⊕ 1 = 0. (7.7)

Îòæå, çíàþ÷è çìiñò îïåðàòîðà Ûf , ìîæíà çàïèñàòè ñòàí ðåãiñòðà íà âè-
õîäi ñõåìè:

|ψout⟩ = Ûf |ψ1⟩ = Ûf
1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ ⊗ |0⟩ = 1√
2n

∑
−→x

Ûf (|−→x ⟩ ⊗ |0⟩)

=
1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ |0⊕ f (−→x )⟩ = 1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ |f (−→x )⟩ .

ßêùî ÷åðåç Ŝ ïîçíà÷èòè ñóêóïíiñòü óñiõ äié, ùî âêàçàíi íà ñõåìi, òî
ïåðåõiä ñèñòåìè êóáiòiâ âiä ïî÷àòêîâîãî äî êiíöåâîãî ñòàíó ïðåäñòàâëÿ-
¹òüñÿ ó âèãëÿäi:

|ψout⟩ = Ŝ
∣∣∣−→0
〉
⊗ |0⟩ = 1√

2n

∑
−→x

|−→x ⟩ ⊗ |f (−→x )⟩ . (7.8)
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Çàóâàæèìî, ùî âñi ïåðåòâîðåííÿ ñòàíiâ ñèñòåìè êóáiòiâ ÿâëÿþòü ñîáîþ
óíiòàðíi îïåðàöi¨, âíàñëiäîê ÷îãî ñòàí |ψout⟩, ÿê i ñòàí |ψ0⟩, íîðìîâàíèé
íà îäèíèöþ:

⟨ψout|ψout⟩ = ⟨ψ0|ψ0⟩ = 1.

Äàìî iíòåðïðåòàöiþ êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü çà ñõåìîþ 7.1.
Ó âèðàçi (7.8) ìiñòèòüñÿ âàãîìèé ðåçóëüòàò. Ó êîæíîìó ç N = 2n

äîäàíêiâ ñóïåðïîçèöi¨, ðàçîì çi çíà÷åííÿì àðãóìåíòó −→x , ìà¹ìî øóêàíå
çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ y = f (−→x ). Îòæå, çà îäèí-¹äèíèé ïðîõiä ñõåìè çëiâà
íàïðàâî (�çà îäèí çàïèò äî îá÷èñëþâàëüíî¨ ñèñòåìè�) ìà¹ìî øóêàíå çíà-
÷åííÿ ôóíêöi¨ îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòó. Òàêå ïàðàëåëüíå
îá÷èñëåííÿ ôóíêöi¨ ìà¹ íàçâó �êâàíòîâèé ïàðàëåëiçì�. Çàóâàæèìî, ùî
÷èñëî N = 2n øâèäêî (åêñïîíåíöiàëüíî) çðîñòà¹ çi çáiëüøåííÿì ÷èñëà
n áiòiâ àáî êóáiòiâ. Ïðèìiðîì, äëÿ n = 50, N = 250 ≈ 1.2 · 1015. Ïðîòå
ïiä ÷àñ êëàñè÷íîãî îá÷èñëåííÿ íåîáõiäíî çðîáèòè áiëüø ÿê 1015 �çàïè-
òiâ� äî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ, ùîá îòðèìàòè òîé ñàìèé ðåçóëüòàò,
ÿêèé îòðèìó¹òüñÿ ïiä ÷àñ êâàíòîâîãî îá÷èñëåííÿ âñüîãî ëèøå çà îäèí-
¹äèíèé �çàïèò�. Ïðè äîñòàòíüî âåëèêèõ çíà÷åííÿõ n ðîçãëÿíóòà âèùå
çàäà÷à íå ìîæå áóòè ðîçâ'ÿçàíà çà äîïîìîãîþ ñó÷àñíèõ êëàñè÷íèõ ñó-
ïåðêîìï'þòåðiâ çà áóäü-ÿêèé ïðèéíÿòíèé ÷àñ. Àëãîðèòìè, ÿêi ç ëiíiéíèì
çðîñòàííÿì ðîçìiðíîñòi çàäà÷i (íàïðèêëàä, ÷èñëà n â íàøîìó âèïàäêó)
âèìàãàþòü åêñïîíåíöiàëüíîãî çáiëüøåííÿ íåîáõiäíèõ äëÿ îá÷èñëåííÿ ðå-
ñóðñiâ (íàïðèêëàä, êiëüêîñòi ÷àñó àáî îá'¹ìó íåîáõiäíî¨ ïàì'ÿòi), íàçèâà-
þòü �íååôåêòèâíèìè àëãîðèòìàìè�. Îòæå, ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä ïîêà-
çó¹, ùî iñíóþòü òàêi çàäà÷i, àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ ÿêèõ íà êëàñè÷íîìó
êîìï'þòåði ¹ íååôåêòèâíèì, à íà êâàíòîâîìó � åôåêòèâíèì.

Ðîçãëÿíóòèé âèùå êâàíòîâèé àëãîðèòì íîñèòü ñêîðiøå äåìîíñòðàöié-
íèé õàðàêòåð. Äî âiäîìèõ, iñòîðè÷íî ïåðøèõ, àëãîðèòìiâ, ùî ìîæóòü ìà-
òè ïðàêòè÷íå çíà÷åííÿ, âiäíîñèòüñÿ àëãîðèòì ôàêòîðèçàöi¨ (òîáòî ðîç-
êëàäàííÿ íà ïðîñòi ìíîæíèêè) âåëèêèõ ÷èñåë, çàïðîïîíîâàíèé Ïiòåðîì
Øîðîì ó 1994 ð. Ñïðàâà â òîìó, ùî íàäiéíiñòü øèðîêî ïîøèðåíî¨ êðèïòî-
ãðàôi÷íî¨ ñèñòåìè RSA (ïîïóëÿðíî¨ ó ôiíàíñîâié òà äåðæàâíié ñôåðàõ)
áàçó¹òüñÿ íà òîìó, ùî íàéåôåêòèâíiøèé âiäîìèé íà ñüîãîäíi êëàñè÷íèé
àëãîðèòì ôàêòîðèçàöi¨ ÷èñåë ¹ åêñïîíåíöiàëüíî ñêëàäíèì, òîáòî ¹ íå-
åôåêòèâíèì àëãîðèòìîì. Êâàíòîâèé àëãîðèòì, çàïðîïîíîâàíèé Øîðîì,
ïîêàçàâ ìîæëèâiñòü åôåêòèâíî âèêîíóâàòè ïðîöåäóðó ôàêòîðèçàöi¨, ùî
çíàéøëî øèðîêèé âiäãóê ó íàóêîâîìó ñåðåäîâèùi òà ñïðèÿëî àêòèâiçàöi¨
äîñëiäæåíü çi ñòâîðåííÿ êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà.

Äëÿ ïîÿñíåííÿ äæåðåëà ïåðåâàãè êâàíòîâèõ àëãîðèòìiâ ìîæíà ïiäi-
éòè i ç iíøîãî áîêó. Ïðèïóñòèìî, ùî êëàñè÷íèé i êâàíòîâèé êîìï'þòåðè
ìàþòü ðåãiñòðè ç îäíàêîâèì ÷èñëîì n, âiäïîâiäíî, áiòiâ òà êóáiòiâ.
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Ó êîæíèé äàíèé ìîìåíò ñòàí êëàñè÷íîãî ðåãiñòðó ìîæíà îïèñàòè
âåêòîðîì ç n êîìïîíåíòiâ, êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ çíà÷åííÿ 0 àáî 1. Åëåìåí-
òàðíà îïåðàöiÿ ç ïåðåòâîðåííÿ ðåãiñòðà ïîëÿãà¹ â çàìiíi äåÿêîãî ÷èñëà
k ≤ n íóëiâ íà îäèíèöi àáî íàâïàêè. Ìàòåìàòè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî åëå-
ìåíòàðíi îïåðàòîðè äiþòü â n-âèìiðíîìó ïðîñòîði. Ïðè öüîìó, ôiçè÷íà
äiÿ íà îêðåìèé áiò ìîæå ïðèçâåñòè äî çìiíè ñòàíó ëèøå îäíîãî äàíîãî
åëåìåíòó.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð àíàëîãi÷íó ñèòóàöiþ äëÿ êâàíòîâîãî ðåãiñòðó. Çàâ-
äÿêè ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨, çàãàëüíèé ñòàí n-êóáiòîâîãî ðåãiñòðó ïðåä-
ñòàâëÿ¹òüñÿ ëiíiéíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ N = 2n áàçèñíèõ ñòàíiâ, i öåé ñòàí
ìîæíà âèðàçèòè ó ôîðìi âåêòîðà â 2n-âèìiðíîìó ïðîñòîði. Âiäïîâiäíi
åëåìåíòàðíi ïåðåòâîðåííÿ ñòàíiâ ðåàëiçóþòüñÿ îïåðàòîðàìè, ùî òàêîæ
âèçíà÷åíi â öüîìó ïðîñòîði. Íà âiäìiíó âiä ñèòóàöi¨ ç êëàñè÷íèì ðå-
ãiñòðîì, îïåðàöiÿ íàä n ôiçè÷íèìè êóáiòàìè êâàíòîâîãî ðåãiñòðó â çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó ïðèâîäèòü äî ïåðåòâîðåííÿ â ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði
ðîçìiðíîñòi N = 2n. Ôiçè÷íà çìiíà íàâiòü îäíîãî êóáiòà ìîæå ñóòò¹âî
çìiíèòè n-êóáiòîâèé ñòàí â óñüîìó 2n-âèìiðíîìó ïðîñòîði.

Ðîçãëÿíåìî öåé åôåêò íà ïðèêëàäi ñèñòåìè òðüîõ êóáiòiâ. Çàãàëüíèé
ñòàí, â äàíîìó âèïàäêó, ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ëiíiéíîþ ñóïåðïîçèöi¹þ N =
23 = 8 áàçèñíèõ âåêòîðiâ

|ψ0⟩ = α0 |000⟩+ α1 |001⟩+ α2 |010⟩+ α3 |011⟩
+ α4 |100⟩+ α5 |101⟩+ α6 |110⟩+ α7 |111⟩

(7.9)

ç óìîâîþ íîðìóâàííÿ
∑7

i=0 |αi|2 = 1. Äàíèé ñòàí ìîæíà âèðàçèòè ÷å-
ðåç êîìïîíåíòè âåêòîðà |ψ0⟩ = {α0α1α2α3α4α5α6α7}. Çìiíèìî ñòàí, íà-
ïðèêëàä, ïåðøîãî êóáiòó, i íåõàé öÿ çìiíà åêâiâàëåíòíà äi¨ îïåðàòîðà
Àäàìàðà. Â ðåçóëüòàòi îòðèìà¹ìî íàñòóïíèé 3-êóáiòîâèé ñòàí:

|ψ1⟩ = Ĥ1 |ψ0⟩ =
(
Ĥ1 |0⟩

)
⊗ (α0 |00⟩+ α1 |01⟩+ α2 |10⟩+ α3 |11⟩)

+
(
Ĥ1 |1⟩

)
⊗ (α4 |00⟩+ α5 |01⟩+ α6 |10⟩+ α7 |11⟩)

=
1√
2
(|0⟩+ |1⟩)⊗ (α0 |00⟩+ α1 |01⟩+ α2 |10⟩+ α3 |11⟩)

+
1√
2
(|0⟩ − |1⟩)⊗ (α4 |00⟩+ α5 |01⟩+ α6 |10⟩+ α7 |11⟩)

=
1√
2

[
(α0 + α4) |000⟩+ (α1 + α5) |001⟩

+ (α2 + α6) |010⟩+ (α3 + α7) |011⟩
+ (α0 − α4) |100⟩+ (α1 − α5) |101⟩
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+ (α2 − α6) |110⟩+ (α3 − α7) |111⟩
]
, àáî

|ψ1⟩ =
1√
2

{
α0 + α4, α1 + α5, α2 + α6, α3 + α7,

α0 − α4, α1 − α5, α2 − α6, α3 − α7

}
. (7.10)

Ïðîñòîþ ïåðåâiðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ â òîìó, ùî âåêòîð |ψ1⟩ íîðìî-
âàíèé íà îäèíèöþ. ßêùî âñi ïî÷àòêîâi àìïëiòóäè αi îäíàêîâi, α0 = α1 =
· · · = α7 =

1
2
√
2
, òî ñòàí (7.10) íàáóâà¹ âèãëÿäó

|ψ1⟩ =
1

2
{1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0} . (7.11)

Ïîðiâíÿííÿ êiíöåâîãî ñòàíó |ψ1⟩ ç ïî÷àòêîâèì |ψ0⟩ äåìîíñòðó¹ ñóòò¹âó
çìiíó âñüîãî 3-êóáiòîâîãî âåêòîðà çàâäÿêè ôiçè÷íîìó âïëèâó íà ëèøå
îäèí êóáiò. Ç (7.10) òà (7.11) âèäíî òàêîæ îçíàêè êâàíòîâî¨ iíòåðôåðåíöi¨
(äîäàâàííÿ òà âiäíiìàííÿ àìïëiòóä) ïðè ïåðåõîäi |ψ0⟩ → |ψ1⟩.

7.2 Êâàíòîâà iíòåðôåðåíöiÿ

Ðåçóëüòàò (7.8) îòðèìàííÿ îäíî÷àñíî, çà îäíå çâåðíåííÿ äî ñèñòåìè, âñiõ
2n çíà÷åíü ôóíêöi¨ y = f (−→x ) çàâäÿêè êâàíòîâîìó ïàðàëåëiçìó, çâè÷àé-
íî, ìîæå âèêëèêàòè ïî÷óòòÿ îïòèìiçìó.

Ïðîòå, íà æàëü, òóò ¹ îäíà ïðîáëåìà. Ñïðàâà â òîìó, ùî iíôîðìà-
öi¹þ, ÿêà çàêîäîâàíà â (7.8), íåìîæëèâî ñêîðèñòàòèñÿ áåçïîñåðåäíüî,
îñêiëüêè âîíà iñíó¹ òóò ó êâàíòîâié ôîðìi, òîáòî ¨¨ çìiñò ìiñòèòüñÿ â
îòðèìàíié õâèëüîâié ôóíêöi¨. Ïðàêòè÷íà öiííiñòü äàíî¨ iíôîðìàöi¨ âè-
ÿâëÿ¹òüñÿ ëèøå ïiñëÿ ïåðåâåäåííÿ ¨¨ ç êâàíòîâî¨ ó çâè÷íó äëÿ íàñ êëà-
ñè÷íó ôîðìó. Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi òàêà òðàíñôîðìàöiÿ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
ïðîöåäóðîþ âèìiðþâàííÿ. Àëå âèìiðþâàííÿ íå ¹ óíiòàðíîþ îïåðàöi¹þ,
òîìó â öié ïðîöåäóði ÷àñòèíà iíôîðìàöi¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ìîæå âòðà-
÷àòèñÿ. Çîêðåìà, ÿêùî ïî çàâåðøåííi îá÷èñëåíü ïðîâåñòè âèìiðþâàííÿ
íàä ñòàíîì (7.8) â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi, òî ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàí-
íÿ áóäå ëèøå îäíå ç 2n çíà÷åíü àðãóìåíòó −→x òà âiäïîâiäíå éîìó ëèøå
îäíå çíà÷åííÿ y = f (−→x ), ïðè÷îìó êîæíå êîíêðåòíå −→x òà âiäïîâiäíå y
ç'ÿâëÿòèìóòüñÿ àáñîëþòíî âèïàäêîâî ç iìîâiðíiñòþ w = 1/2n. Âñÿ iíôîð-
ìàöiÿ ïðî iíøi çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ ïðè ïåðåõîäi âiä ñóïåðïîçèöiéíîãî ñòàíó
|ψout⟩ =

∑
−→x |−→x ⟩ ⊗ |f (−→x )⟩ äî |ψ⟩ = |−→x ⟩ ⊗ |f (−→x )⟩ ïîâíiñòþ âòðà÷à¹òüñÿ.

Âñi ïîâòîðíi âèìiðþâàííÿ íàä âåêòîðîì |ψ⟩ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi
áóäóòü ïðèâîäèòè äî òîãî ñàìîãî ðåçóëüòàòó, ùî é ïðè ïåðøîìó âèìiðþ-
âàííi. Äëÿ îòðèìàííÿ ìàêñèìàëüíî¨ êëàñè÷íî¨ iíôîðìàöi¨ çi ñòàíó |ψout⟩
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íåîáõiäíî áàãàòî (òåîðåòè÷íî íåñêií÷åííî áàãàòî) ðàçiâ ïðîâåñòè îäíó
é òó æ ñàìó ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ iç íàñòóïíèì ïðîöåñîì âèìiðþâàí-
íÿ. Öå ïîâíiñòþ íiâåëþ¹ ïåðåâàãó, îòðèìàíó âiä êâàíòîâîãî ïàðàëåëiçìó.
Òàêèé âèñíîâîê ìîæå ïðèçâåñòè äî ïî÷óòòÿ ïîâíîãî ðîç÷àðóâàííÿ.

Ïðîòå, íå âñå òàê ïîãàíî. Ïî-ïåðøå, ðåçóëüòàò îá÷èñëåíü |ψout⟩ (áåç
âèìiðþâàííÿ) ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè ÿê ïðîìiæíèé, i çàäiÿòè éîãî çi
çáåðåæåííÿì âñi¹¨ êâàíòîâî¨ iíôîðìàöi¨ äëÿ íàñòóïíèõ êâàíòîâèõ ïðî-
öåäóð. Ïî-äðóãå, äëÿ äåÿêîãî êëàñó çàäà÷ iñíóþòü òàêi àëãîðèòìè, ÿêi
âèäàþòü êiíöåâèé ðåçóëüòàò ó òàêîìó âèãëÿäi, ÿêèé ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ
äà¹ îäíîçíà÷íèé ðåçóëüòàò. Â òàêèõ àëãîðèòìàõ ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
åôåêò, ùî ìà¹ íàçâó �êâàíòîâà iíòåðôåðåíöiÿ�.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäó òàêîãî òèïó àëãîðèòìiâ ðîçãëÿíåìî òàê çâàíèé
àëãîðèòì Äîé÷à-Äæîçè, â ÿêîìó çàäiÿíi åôåêòè ÿê êâàíòîâîãî ïàðàëå-
ëåëiçìó, òàê i êâàíòîâî¨ iíòåðôåðåíöi¨.

7.2.1 Àëãîðèòì Äîé÷à-Äæîçè

Äëÿ ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Äîé÷à-Äæîçè äàìî ñïî÷àòêó äåÿêi ïîÿñíåííÿ.
Íåõàé çàäàíî äåÿêó ôóíêöiþ y = f (−→x ), ÿêà êîæíîìó iç 2n çíà÷åíü

àðãóìåíòó −→x = {x1, x2, . . . , xn} , xi ∈ {0; 1} ñòàâèòü ó âiäïîâiäíiñòü îäíî-
áiòîâå çíà÷åííÿ 0 àáî 1. ßêùî äëÿ âñiõ 2n ìîæëèâèõ çíà÷åíü −→x çíà÷åííÿ
f (−→x ) îäíàêîâi, òîáòî

f (−→x ) = 0 äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ −→x
àáî f (−→x ) = 1 äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ −→x ,

òî ôóíêöiþ f (−→x ) íàçèâàþòü �ôóíêöiÿ êîíñòàíòà�. ßêùî æ äëÿ ïî-
ëîâèíè çíà÷åíü àðãóìåíòó, çàäàíèõ ó áóäü-ÿêîìó ïîðÿäêó, f (−→x ) = 0,
à äëÿ äðóãî¨ ïîëîâèíè � f (−→x ) = 1, òî f (−→x ) ìà¹ íàçâó �çáàëàíñîâàíà
ôóíêöiÿ�. Çðîçóìiëî, ùî, âçàãàëi êàæó÷è, ôóíêöiÿ f (−→x ) ìîæå áóòè íi
êîíñòàíòîþ, íi çáàëàíñîâàíîþ. Íàëåæíiñòü äî ôóíêöié êîíñòàíò àáî äî
çáàëàíñîâàíèõ ôóíêöié íàçèâàþòü ãëîáàëüíîþ âëàñòèâiñòþ ôóíêöi¨.

Ïåðåõîäèìî òåïåð äî ôîðìóëþâàííÿ çàäà÷i Äîé÷à-Äæîçè.
Íåõàé ìè ìà¹ìî ÷îðíó ñêðèíüêó (îðàêóë), â ÿêié îá÷èñëþ¹òüñÿ ôóí-

êöiÿ y = f (−→x ) , −→x ∈ {0; 1}n , y ∈ {0; 1}. Ñàìà ôóíêöiÿ � íåâiäîìà; âi-
äîìî ëèøå, ùî âîíà ìà¹ ãëîáàëüíó âëàñòèâiñòü, òîáòî âîíà � àáî êîí-
ñòàíòà, àáî çáàëàíñîâàíà ôóíêöiÿ. Çàâäàííÿ ïîëÿãà¹ â ïîáóäîâi òàêîãî
àëãîðèòìó êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü, â ÿêîìó øëÿõîì îäèíè÷íîãî çâåðíåííÿ
äî ÷îðíî¨ ñêðèíüêè âèçíà÷à¹òüñÿ òèï ôóíêöi¨ f (−→x ): ÷è ¹ âîíà êîíñòàíòà,
÷è � çáàëàíñîâàíà ôóíêöiÿ.

Êâàíòîâà ñõåìà àëãîðèòìó Äîé÷à-Äæîçè íàâåäåíà íà Ðèñ. 7.2.
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|−→x 〉 =
∣∣−→0
〉

|0〉

|0〉

|0〉

|y = 1〉

Ĥ1

Ĥ2

Ĥn

Ĥn+1

Ĥ1

Ĥ2

Ĥn

Ûf

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉

Ðèñ. 7.2: Cõåìà êâàíòîâîãî àëãîðèòìó Äîé÷à-Äæîçè

Ïîçíà÷åííÿ êâàíòîâèõ åëåìåíòiâ àíàëîãi÷íi ïîçíà÷åííÿì íà ñõåìi 7.1.
Òðèêóòíèêè â êiíöi ñõåìè îçíà÷àþòü ïðîöåñ âèìiðþâàííÿ íàä ñèñòåìîþ
n êóáiòiâ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi.

Çi ñõåìè áåçïîñåðåäíüî âèäíî, ùî ðåãiñòð îá÷èñëþâàëüíî¨ ñèñòåìè
ñêëàäà¹òüñÿ ç n + 1 êóáiòiâ, n êóáiòiâ ÿêèõ ïðèçíà÷åíi äëÿ çàïèñó àð-
ãóìåíòó |−→x ⟩, à (n+ 1)-é êóáiò � äëÿ ôóíêöi¨ f (−→x ). Óíiòàðíà îïåðà-
öiÿ Ûf â ÷îðíié ñêðèíüöi ìà¹ òîé ñàìèé ñåíñ, ùî i íà ïîïåðåäíié ñõå-
ìi. Òóò âiäáóâà¹òüñÿ îá÷èñëåííÿ íåâiäîìî¨ ôóíêöi¨ f (−→x ) òà îïåðàöiÿ
|−→x ⟩ ⊗ |y⟩ → |−→x ⟩ ⊗ |y ⊕ f (−→x )⟩.

Ïåðåä ïî÷àòêîì ïðîöåäóðè êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü âiäáóâà¹òüñÿ �iíiöià-
ëiçàöiÿ ðåãiñòðà�, òîáòî ïðèâåäåííÿ éîãî â çàäàíèé ïî÷àòêîâèé ñòàí. ßê
âèäíî çi ñõåìè, âåêòîð ñòàíó ïiñëÿ iíiöiàëiçàöi¨ ìà¹ âèãëÿä

|ψ0⟩ = |00 . . . 0⟩︸ ︷︷ ︸
n êóáiòiâ

⊗ |1⟩ =
∣∣∣−→0
〉
⊗ |1⟩ .

Ïðîñëiäêó¹ìî çà çìiíîþ âåêòîðà ñòàíó ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ êîæíîãî
íàñòóïíîãî åòàïó. Çãiäíî (7.1) òà (7.6), ìà¹ìî:

|ψ1⟩ = Ĥ⊗n ⊗ Ĥn+1 |ψ0⟩ = Ĥ⊗n
∣∣∣−→0
〉
⊗ Ĥ |1⟩

=
1√
2n

∑
−→x ∈{0;1}n

|−→x ⟩ ⊗ 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) . (7.12)
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Äàëi âðàõó¹ìî, ùî â ñêðèíüöi îá÷èñëþ¹òüñÿ f (−→x ) i âèêîíó¹òüñÿ îïåðàöiÿ

Ûf |−→x ⟩ ⊗
1√
2
(|0⟩ − |1⟩) = 1√

2
|−→x ⟩ ⊗

[
|0⊕ f (−→x )⟩ − |1⊕ f (−→x )⟩

]

=
1√
2
|−→x ⟩ ⊗

{
|0⟩ − |1⟩ , f (−→x ) = 0

|1⟩ − |0⟩ = − (|0⟩ − |1⟩) , f (−→x ) = 1

=
1√
2
|−→x ⟩ ⊗ (−1)f(

−→x ) (|0⟩ − |1⟩)

= (−1)f(
−→x ) |−→x ⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) .

Òîäi

|ψ2⟩ = Ûf |ψ1⟩ =
1√
2n

∑
−→x ∈{0;1}n

[
Ûf |−→x ⟩ ⊗

1√
2
(|0⟩ − |1⟩)

]

=
1√
2n

∑
−→x ∈{0;1}n

(−1)f(
−→x ) |−→x ⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) .

(7.13)

Äàëi, áåðó÷è äî óâàãè (7.5), îòðèìà¹ìî:

|ψ3⟩ = Ĥ⊗n |ψ2⟩ =
1√
2n

∑
−→x

(−1)f(
−→x )
(
Ĥ⊗n |−→x ⟩

)
⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩)

=
1√
2n

∑
−→x

(−1)f(
−→x )

[
1√
2n

∑
−→z

(−1)
−→z ·−→x |−→z ⟩

]
⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) .

Îñòàòî÷íî:

|ψ3⟩ =
∑
−→z

[∑
−→x

1

2n
(−1)

−→z ·−→x+f(−→x )

]
|−→z ⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) (7.14)

� ñòàí ðåãiñòðà ïåðåä ïðîöåñîì âèìiðþâàííÿ ñèñòåìè n êóáiòiâ.
Ðîçãëÿíåìî âàðiàíòè ìîæëèâèõ çíà÷åíü àìïëiòóäè, ùî ñòî¨òü â (7.14)

ïåðåä áàçèñíèì ñòàíîì
∣∣∣−→z =

−→
0
〉
= |00 . . . 0⟩︸ ︷︷ ︸

n

:

∑
−→x

1

2n
(−1)

−→z ·−→x+f(−→x )

∣∣∣∣∣
−→z =

−→
0

=
∑
−→x

1

2n
(−1)f(

−→x ) . (7.15)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî f (−→x ) � ôóíêöiÿ êîíñòàíòà. Òîäi çíà÷åííÿ
f (−→x ) àáî äîðiâíþ¹ 0, àáî 1 îäíî÷àñíî äëÿ âñiõ 2n çíà÷åíü −→x i, îòæå, âñi
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äîäàíêè â (7.15) ¹ îäíàêîâèìè ç îäíàêîâèìè çíàêàìè, i ¨õíÿ ñóìà äîðiâ-
íþ¹ ±1. Îñêiëüêè ñòàí |ψ3⟩ ¹ íîðìîâàíèì (âñi îïåðàöi¨ äî âèìiðþâàííÿ �

óíiòàðíi), i àìïëiòóäà ïðè |−→z ⟩ =
∣∣∣−→0
〉
äîðiâíþ¹ ±1, òî, î÷åâèäíî, àìïëi-

òóäè ïðè âñiõ iíøèõ áàçèñíèõ ñòàíàõ äîðiâíþþòü íóëþ. Îòæå, â äàíîìó
âèïàäêó |ψ3⟩ = ± |00 . . . 0⟩ ⊗ 1√

2
(|0⟩ − |1⟩), i íàñòóïíà ïðîöåäóðà âèìiðþ-

âàííÿ n êóáiòiâ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi îáîâ'ÿçêîâî äàñòü n êëàñè÷íèõ
íóëiâ (00 . . . 0).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çíà÷åííÿ àìïëiòóäè (7.15) ïðè áàçèñíîìó ñòàíi |−→z ⟩ =∣∣∣−→0
〉
ó âèïàäêó, êîëè f (−→x ) � çáàëàíñîâàíà ôóíêöiÿ. Îñêiëüêè öüîãî ðà-

çó â (7.15) âñi äîäàíêè çà ìîäóëåì îäíàêîâi, à îäíà ïîëîâèíà ç íèõ ìà¹
çíàê �+�, à äðóãà ïîëîâèíà � �−�, òî ¨õíÿ ñóìà äîðiâíþâàòèìå íóëþ. Îò-
æå, â ñóïåðïîçèöi¨ áàçèñíèõ ñòàíiâ ó ôóíêöi¨ |ψ3⟩ áóäå âiäñóòíié äîäàíîê
|−→z ⟩ = |00 . . . 0⟩. Öå îçíà÷à¹, ùî â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ n-êóáiòîâîãî
ñòàíó íà âèõîäi ñõåìè íå ìîæëèâà ñèòóàöiÿ, êîëè âñi n êóáiòiâ äàþòü
îäíî÷àñíî çíà÷åííÿ 0.

Âèñíîâîê : ÿêùî â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ n êóáiòiâ íà âèõîäi ñõåìè
âñi êóáiòè äàþòü çíà÷åííÿ 0, òî öå îçíà÷à¹, ùî f (−→x ) � ôóíêöiÿ êîíñòàí-
òà; ÿêùî æ ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ îòðèìó¹òüñÿ áóäü-ÿêå iíøå çíà÷åííÿ
(íàïðèêëàä, (00 . . . 1)), òî f (−→x ) � çáàëàíñîâàíà ôóíêöiÿ.

Â äàíîìó àëãîðèòìi âiäîáðàæà¹òüñÿ ÿâèùå êâàíòîâî¨ iíòåðôåðåíöi¨.
Ñóòü éîãî ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî äëÿ ïåâíî¨ ñèòóàöi¨ (f (−→x ) � ôóíêöiÿ êîí-
ñòàíòà) ñóïåðïîçèöi¹þ çàáåçïå÷ó¹òüñÿ ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ àìïëiòóäè
(�ñâiòëà ñìóãà�) îêðåìîãî áàçèñíîãî ñòàíó, à iíøi áàçèñíi ñòàíè, âiäïîâiä-
íî, ìàþòü ìiíiìàëüíå çíà÷åííÿ àìïëiòóäè (�òåìíà ñìóãà�).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð êëàñè÷íèé (íå êâàíòîâèé) àëãîðèòì ðîçâ'ÿçóâàííÿ
çàäà÷i Äîé÷à-Äæîçè. Íà êëàñè÷íîìó êîìï'þòåði íåìà¹ iíøî¨ ìîæëèâî-
ñòi, îêðiì ÿê ïîñëiäîâíî, â äîâiëüíîìó ïîðÿäêó, îá÷èñëþâàòè ðàç çà ðà-
çîì çíà÷åííÿ f (−→x ) äëÿ âñiõ çíà÷åíü àðãóìåíòiâ −→x . ßêùî ôóíêöiÿ ¹ çáà-
ëàíñîâàíîþ, òî öÿ ãëîáàëüíà âëàñòèâiñòü âèÿâèòüñÿ, ÿê òiëüêè ç'ÿâèòüñÿ
ïåðøå îá÷èñëåíå ¨¨ çíà÷åííÿ, ùî âiäðiçíÿòèìåòüñÿ âiä ïîïåðåäíiõ. Iç âå-
ëèêîþ iìîâiðíiñòþ öå ç'ÿñó¹òüñÿ âñüîãî ëèøå ïiñëÿ äåêiëüêîõ çàïèòiâ.
Ïðîòå ñïðàâà âèÿâëÿ¹òüñÿ çíà÷íî ãiðøîþ, ÿêùî ôóíêöiÿ ¹ êîíñòàíòîþ.
Ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ðàç çà ðàçîì áóäóòü îòðèìóâàòèñÿ îäíàêîâi çíà÷åí-
íÿ. Îäíàê äîñòåìåííî íå ìîæíà áóäå ñòâåðäæóâàòè, ÷è f (−→x ) ¹ ôóíêöi¹þ
êîíñòàíòîþ àáî çáàëàíñîâàíîþ, äîêè íå áóäå ïðîâåäåíî îá÷èñëåííÿ ôóí-
êöi¨ äëÿ N = 2n

2
+1 = 2n−1 +1 (áiëüøå ïîëîâèíè) çíà÷åíü àðãóìåíòó, ùî

äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ n âèìàãà¹ çíà÷íèõ ðåñóðñiâ.
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7.3 Êâàíòîâèé àëãîðèòì âèìiðþâàííÿ ïàð-

íîñòi

Áàçèñíi âåêòîðè â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi ñêëàäàþòüñÿ ç åëåìåíòiâ, ùî
ìîæóòü ïðèéìàòè çíà÷åííÿ 0 àáî 1, íàïðèêëàä |001011 . . . 01⟩.

Ðîçêëàä äîâiëüíîãî ÷èñòîãî ñòàíó çà òàêèì áàçèñîì ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ ÷àñòèí

|ψ⟩ = α |ψ0⟩+ β |ψ1⟩ , (7.16)

äå |ψ0⟩ ìiñòèòü ëèøå ïàðíå ÷èñëî îäèíèöü, à |ψ1⟩ � ëèøå íåïàðíå ¨õ
÷èñëî. Îòæå, |ψ0⟩ òà |ψ1⟩ óìîâíî íàçèâàþòü âiäïîâiäíî ïàðíîþ òà íåïàð-
íîþ ÷àñòèíàìè âåêòîðà ñòàíó |ψ⟩. ßêùî |ψ⟩, |ψ0⟩ òà |ψ1⟩ íîðìîâàíi íà
îäèíèöþ, òî |α|2 + |β|2 = 1.

Ïðèêëàä. Çàãàëüíèé ñòàí òðèêóáiòîâî¨ ñèñòåìè ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi

|ψ⟩ = c0 |000⟩+ c1 |001⟩+ c2 |010⟩+ c3 |011⟩
+ c4 |100⟩+ c5 |101⟩+ c6 |110⟩+ c7 |111⟩

= α |ψ0⟩+ β |ψ1⟩ ,
(7.17)

äå
α |ψ0⟩ = c0 |000⟩+ c3 |011⟩+ c5 |101⟩+ c6 |110⟩ (7.18)

� ïàðíà íåíîðìîâàíà ÷àñòèíà ñòàíó |ψ⟩,

β |ψ1⟩ = c1 |001⟩+ c2 |010⟩+ c4 |100⟩+ c7 |111⟩ (7.19)

� íåïàðíà íåíîðìîâàíà ÷àñòèíà ñòàíó |ψ⟩.
Àëãîðèòì i êâàíòîâó ñõåìó âiäîêðåìëåííÿ ïàðíî¨ àáî íåïàðíî¨ ÷àñòè-

íè âåêòîðà ñòàíó â äîâiëüíié n-êóáiòîâié ñèñòåìi çîáðàæåíî íà Ðèñ. 7.3.

Íà n-êóáiòîâèé ðåãiñòð çàâàíòàæó¹òüñÿ ñòàí |ψ⟩, à íà (n+ 1)-é êóáiò
� |0⟩. Îòæå, ïî÷àòêîâèé ñòàí (n+ 1)-êóáiòîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä:

|χ⟩ = |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = c0 |00 . . . 00⟩︸ ︷︷ ︸
n êóáiòiâ

⊗ |0⟩+ c1 |00 . . . 01⟩ ⊗ |0⟩

+ c2 |00 . . . 10⟩ ⊗ |0⟩+ · · ·+ c2n−1 |11 . . . 11⟩ ⊗ |0⟩ .
(7.20)

Ïðîöåñ, ùî âiäáóâà¹òüñÿ çà ñõåìîþ, ¹ ëiíiéíîþ îïåðàöi¹þ. Çãiäíî ñõå-
ìè, íàä ïî÷àòêîâèì ñòàíîì |χ⟩ (n + 1)-êóáiòîâî¨ ñèñòåìè âèêîíó¹òüñÿ
îïåðàöiÿ ïåðåòâîðåííÿ |χ⟩ → |χ′⟩:

|χ′⟩ = ĈNOT n,n+1ĈNOT n−1,n+1 . . . ĈNOT 2,n+1ĈNOT 1,n+1 |χ⟩ .
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|ψ〉

|0〉

|ψout〉

⊕ ⊕ ⊕ ⊕

Ðèñ. 7.3: Ñõåìà âèìiðþâàííÿ ïàðíîñòi n-êóáiòîâîãî ñòàíó |ψ⟩

Âíàñëiäîê ëiíiéíîñòi äàíî¨ îïåðàöi¨ âîíà ïîñëiäîâíî âèêîíó¹òüñÿ íàä êî-
æíèì äîäàíêîì ðîçêëàäó (7.20).

Ðîçãëÿíåìî ðåçóëüòàò äi¨ äàíî¨ îïåðàöi¨ íà îêðåìèé äîäàíîê. ßêùî
ïåðøèé êóáiò ó íüîìó ìà¹ çíà÷åííÿ |0⟩, òî ñòàí (n + 1)-ãî êóáiòà ïiä
äi¹þ îïåðàòîðà ĈNOT 1,n+1 íå çìiíþ¹òüñÿ, òîáòî çàëèøà¹òüñÿ ó ñòàíi
|0⟩. ßêùî æ ïåðøèé êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |1⟩, òî ñòàí (n + 1)-ãî
êóáiòà çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíèé: |0⟩ → |1⟩. Äàëi, ñòàí n+ 1-ãî êóáiòà
çíîâó çìiíþ¹òüñÿ íà ïðîòèëåæíèé, ëèøå ÿêùî ñòàí äðóãîãî êóáiòà ¹ |1⟩.
Îòæå, î÷åâèäíî, ùî ïiñëÿ äi¨ âñiõ îïåðàòîðiâ ĈNOT i,n+1 êiíöåâèé ñòàí
(n+1)-ãî êóáiòà áóäå |0⟩, ÿêùî ÷èñëî îäèíèöü â n-êóáiòîâîìó áàçèñíîìó
ñòàíi ¹ ïàðíå ÷èñëî, òà |1⟩, ÿêùî ÷èñëî îäèíèöü � íå ïàðíå. Òîáòî, ïiñëÿ
âèêîíàííÿ âñiõ îïåðàöié ĈNOT i,n+1 ïî÷àòêîâèé ñòàí |χ⟩ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ
â ñòàí

|χ′⟩ = α |ψ0⟩ ⊗ |0⟩+ β |ψ1⟩ ⊗ |1⟩ , (7.21)

äå α |ψ0⟩ � ïàðíà (íåíîðìîâàíà) ÷àñòèíà ñòàíó |ψ⟩, à β |ψ1⟩ � íåïàðíà
(òàêîæ íåíîðìîâàíà) ÷àñòèíà öüîãî ñòàíó.

Îñòàííÿ îïåðàöiÿ, âêàçàíà íà ñõåìi � öå îïåðàöiÿ âèìiðþâàííÿ ñòàíó
(n + 1)-ãî êóáiòà. Çãiäíî (7.21), ÿêùî ðåçóëüòàòîì äàíîãî âèìiðþâàííÿ
¹ ÷èñëî 0, òî n-êóáiòîâèé ñòàí ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ÿê |ψ⟩ → |ψ0⟩; ÿêùî æ
ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ ¹ ÷èñëî 1 � òî ÿê |ψ⟩ → |ψ1⟩.

Îòæå, ïiñëÿ çàâåðøåííÿ âñiõ îïåðàöié ñõåìè ìè îòðèìà¹ìî àáî ïàðíèé
ñòàí |ψ0⟩ ç iìîâiðíiñòþ |α|2, àáî íåïàðíèé |ψ1⟩ ç iìîâiðíiñòþ |β|2.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè îäíîðàçîâîìó çàñòîñóâàííi ïðîöåäóðè äàíî¨ ñõå-
ìè êiíöåâèé ðåçóëüòàò ¹ âèïàäêîâîþ âåëè÷èíîþ, òîáòî ïîÿâà ñòàíiâ |ψ0⟩
àáî |ψ1⟩ âiäáóâà¹òüñÿ çà àáñîëþòíî âèïàäêîâèì ïðàâèëîì (çãiäíî ïîëî-
æåíü êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè). ßêùî äëÿ ïîäàëüøèõ îïåðàöié ïîòðiáåí êîí-
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êðåòíèé ñòàí |ψ0⟩ àáî |ψ1⟩, òî ñëiä âiä ñàìîãî ïî÷àòêó ïîâòîðèòè îïåðàöi¨
ñõåìè, äîêè ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ (n + 1)-ãî êóáiòà ìè íå îòðèìà¹ìî 0
(ÿêùî ïîòðiáíî îòðèìàòè |ψ0⟩) àáî 1 (ÿêùî ïîòðiáíî îòðèìàòè |ψ1⟩).

7.4 Àëãîðèòì Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi

Çàäà÷à Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi (çàäà÷à çíàõîäæåííÿ ïðèõîâàíîãî ðÿäêà)
ôîðìóëþ¹òüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì.

Íåõàé iñíó¹ äåÿêà ôóíêöiÿ f (−→x ,−→y ), âèçíà÷åíà ÿê

f (−→x ,−→y ) =
n⊕

i=1

xiyi = x1y1 ⊕ x2y2 ⊕ · · · ⊕ xnyn, (7.22)

äå îïåðàöiÿ⊕ äi¹ çãiäíî ïðàâèë (7.7). Íåîáõiäíî çíàéòè íåâiäîìèé ðåãiñòð
(ïðèõîâàíèé ðÿäîê) −→y = (y1y2 . . . yn) ðîçìiðîì n áiòiâ.

Êëàñè÷íèé ðîçâ'ÿçîê çàäà÷i Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi çâîäèòüñÿ äî îá÷è-
ñëåííÿ çíà÷åíü ôóíêöi¨ f (−→x ,−→y )

f (10 . . . 0,−→y ) = y1

f (01 . . . 0,−→y ) = y2

. . .

f (00 . . . 1,−→y ) = yn

(7.23)

òà âèìàãà¹, ÿê âèäíî ç (7.23), n çâåðíåíü äî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ
äëÿ çíàõîäæåííÿ çíà÷åííÿ êîæíîãî áiòó ïðèõîâàíîãî ðÿäêà −→y .

Êâàíòîâèé àëãîðèòì Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi äîçâîëÿ¹ îá÷èñëèòè −→y çà
îäíå çâåðíåííÿ äî îá÷èñëþâàëüíîãî ïðèñòðîþ, äèâ. Ðèñ. 7.4.

Ðîçãëÿíåìî åòàïè ðåàëiçàöi¨ äàíîãî àëãîðèòìó áiëüø äåòàëüíî.
Ïî÷àòêîâèé ñòàí n-êóáiòîâîãî ðåãiñòðó ìà¹ ñòàíäàðòíèé âèãëÿä

|ψ0⟩ = |00 . . . 0⟩ (7.24)

òà ïîçíà÷à¹ âåêòîð ïiñëÿ iíiöiàëiçàöi¨ ðåãiñòðà.
Íàñòóïíèé åòàï âiäïîâiäà¹ âèêîíàííþ âåíòèëÿ Àäàìàðà Ĥ íàä êî-

æíèì êóáiòîì, ùî äà¹

|ψ1⟩ = Ĥ⊗n |ψ0⟩ = |+⟩⊗n =
1√
2n

∑
−→x

|−→x ⟩ . (7.25)
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∣∣−→0
〉

|0〉

|0〉

|0〉

Ĥ1

Ĥ2

Ĥn

Ĥ1

Ĥ2

Ĥn

Ûf

|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉

Ðèñ. 7.4: Cõåìà êâàíòîâîãî àëãîðèòìó Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi

Íà âåêòîð |ψ1⟩ äi¹ìî îïåðàòîðîì (îðàêóëîì) Ûf . Öå ïðèâîäèòü äî
íàñòóïíîãî ïåðåòâîðåííÿ îá÷èñëþâàëüíîãî ðåãiñòðó:

|ψ2⟩ = Ûf |ψ1⟩ =
1√
2n

∑
−→x

(−1)f(
−→x ,−→y ) |−→x ⟩

=
1√
2
[|0⟩+ (−1)y1 |1⟩]⊗ 1√

2
[|0⟩+ (−1)y2 |1⟩]⊗ . . .

⊗ 1√
2
[|0⟩+ (−1)yn |1⟩] .

(7.26)

Îñêiëüêè yi ∈ {0, 1}, òî äëÿ i-ãî êóáiòó ðåãiñòðó ìà¹ìî

1√
2
[|0⟩+ (−1)yi |1⟩] =

{
|+⟩ = Ĥ |0⟩ , yi = 0

|−⟩ = Ĥ |1⟩ , yi = 1

= Ĥ |yi⟩ .
(7.27)

Òîäi, ñêîðèñòàâøèñü (7.27), ïåðåïèøåìî ñòàí (7.26) ÿê

|ψ2⟩ =
(
Ĥ |y1⟩

)
⊗
(
Ĥ |y2⟩

)
⊗ · · · ⊗

(
Ĥ |yn⟩

)

= Ĥ⊗n |y1⟩ ⊗ |y2⟩ ⊗ · · · ⊗ |yn⟩ = Ĥ⊗n |−→y ⟩ ,
(7.28)

òîáòî îðàêóë Ûf îá÷èñëþ¹ çíà÷åííÿ ðåãiñòðà
−→y , çàêîäîâàíå ó áàçèñi Àäà-

ìàðà (5.15).
Ïåðåõiä âiä áàçèñó Àäàìàðà äî îá÷èñëþâàëüíîãî çäiéñíþ¹ìî, ïîäiÿâ-

øè îïåðàòîðîì Ĥ⊗n íà ñòàí |ψ2⟩, ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi (7.28):

|ψ3⟩ = Ĥ⊗n |ψ2⟩ = Ĥ⊗nĤ⊗n |−→y ⟩ =
(
Ĥ2
)⊗n

|−→y ⟩ = |−→y ⟩ , (7.29)



128 Ðîçäië 7. ÊÂÀÍÒÎÂI ÀËÃÎÐÈÒÌÈ

äå âðàõîâàíî, ùî Ĥ2 = Î, äèâ. (5.16).

Îñòàòî÷íî, âèìiðÿâøè ñòàí |ψ3⟩ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi, îòðèìó¹-
ìî øóêàíèé ðÿäîê −→y .

Äàíèé êâàíòîâèé àëãîðèòì âèêîðèñòîâó¹ îäíå çâåðíåííÿ äî îðàêó-
ëà Ûf , ÿêèé ââàæà¹òüñÿ çàäàíèì. Ùîá ïîáóäóâàòè îïåðàòîð Ûf , ìîæíà
ñêîðèñòàòèñÿ ïðîòîêîëîì âiääà÷i ôàçè, îïèñàíèì íèæ÷å.

Ââiâøè äîäàòêîâèé êóáiò |−⟩ = Ĥ |1⟩, îðàêóë Ûf ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi ñõåìè, çîáðàæåíî¨ íà Ðèñ. 7.5. Íà ñõåìi ñèìâîë �(y1)� ïîçíà-

÷à¹ äiþ íà n + 1-êóáiòîâèé ðåãiñòð îïåðàòîðà
(
ĈNOT 1,n+1

)y1
, �(y2)� �

îïåðàòîðà
(
ĈNOT 2,n+1

)y2
i òàê äàëi.

|ψ1〉

|−〉

|ψ2〉

⊕ ⊕ ⊕ ⊕

(y1)

(y2)

(yk)

(yn)

1

2

k

n

Ðèñ. 7.5: Cõåìà îðàêóëà Ûf äëÿ àëãîðèòìó Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi

Ç Ðèñ. 7.5 òà 7.4 ìîæíà ïîìiòèòè, ùî ñõåìà Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi ñïiâ-
ïàäà¹ çi ñõåìîþ, çîáðàæåíîþ íà Ðèñ. 7.2, ç òî÷íiñòþ äî ôóíêöi¨ f . Öå ¹
íàñëiäêîì òîãî, ùî àëãîðèòì Áåðíøòåéíà-Âàçiðàíi ¹ ðîçøèðåííÿì àëãî-
ðèòìó Äîé÷à-Äæîçè: çàìiñòü âèçíà÷åííÿ êëàñó (ùî âiäïîâiäà¹ ñêàëÿðíié
âåëè÷èíi) ôóíêöi¨ f ìè çíàõîäèìî òî÷íå çíà÷åííÿ ïðèõîâàíîãî ðÿäêà −→y
(ùî âiäïîâiäà¹ âåêòîðíié âåëè÷èíi).

Â îáîõ àëãîðèòìàõ îðàêóë (ñêðèíüêà) Ûf ðåàëiçó¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ
ïðîòîêîëó âiääà÷i ôàçè, äèâ. Ïiäðîçäië 5.3.



7.5. ÊÂÀÍÒÎÂÅ (ÄÈÑÊÐÅÒÍÅ) ÏÅÐÅÒÂÎÐÅÍÍß ÔÓÐ'� 129

7.5 Êâàíòîâå (äèñêðåòíå) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � öå äåÿêå äèñêðåòíå óíiòàðíå ïåðåòâîðå-
ííÿ âåêòîðiâ ñòàíiâ (õâèëüîâèõ ôóíêöié). Õàðàêòåðíîþ ðèñîþ óíiòàðíèõ
ïåðåòâîðåíü ¹ çáåðåæåííÿ âëàñòèâîñòåé òà çìiñòó îá'¹êòiâ ïåðåòâîðåííÿ.
Ìîòèâàöi¹þ äëÿ çäiéñíåííÿ òàêèõ ïåðåòâîðåíü ¹ ñóòò¹âå ñïðîùåííÿ âèäó
îïåðàöié òà àëãîðèòìiâ ó íîâîìó, ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîði. Iíêîëè âèÿâ-
ëÿ¹òüñÿ, ùî ó ïåðåòâîðåíîìó ïðîñòîði çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî iíøî¨ çàäà÷i,
ðîçâ'ÿçîê ÿêî¨ ¹ âiäîìèì.

×èñëåííi îïåðàöi¨ ïåðåõîäó âiä ïðåäñòàâëåííÿ îäíèõ ôiçè÷íèõ âåëè-
÷èí äî ïðåäñòàâëåííÿ iíøîãî íàáîðó âåëè÷èí ¹ òàêîæ ïðèêëàäîì óíi-
òàðíèõ ïåðåòâîðåíü. Çîêðåìà, ïåðåõiä âiä êîîðäèíàòíîãî äî iìïóëüñíîãî
ïðåäñòàâëåííÿ, à òàêîæ çâîðîòíié ïåðåõiä, çäiéñíþþòüñÿ ñàìå ïåðåòâî-
ðåííÿì Ôóð'¹.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ÷àñòî ¹ ñêëàäîâîþ ií-
øèõ àëãîðèòìiâ ó êâàíòîâèõ îá÷èñëåííÿõ òà êâàíòîâié êðèïòîãðàôi¨.

Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áóäó¹òüñÿ çà àíàëîãi¹þ ç àëãîðèòìîì
êëàñè÷íîãî äèñêðåòíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

7.5.1 Êëàñè÷íå äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

Ó êëàñè÷íîìó âàðiàíòi, ÿê ïðàâèëî, äèñêðåòíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ çäié-
ñíþ¹òüñÿ íàä N -âèìiðíèì âåêòîðîì ç êîìïëåêñíèìè êîìïîíåíòàìè
x0, x1, . . . , xN−1. Íà âèõîäi ïåðåòâîðåííÿ îòðèìó¹òüñÿ âåêòîð ç êîìïî-
íåíòàìè y0, y1, . . . , yN−1, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëîþ:

yk =
1√
N

N−1∑

j=0

exp

(
i
2πkj

N

)
xj. (7.30)

Äàíèé âèðàç ìîæíà òàêîæ ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi:

yk =
1√
N

N−1∑

j=0

(qk)
j xj, äå qk = exp

(
i
2πk

N

)
, k = 0, N − 1, (7.31)

àáî

yk =
1√
N

N−1∑

j=0

rkjxj, äå r = exp

(
i
2π

N

)
. (7.32)

Íàïðèêëàä, äëÿ ÷îòèðèâèìiðíîãî (N = 4) âåêòîðà
−→
X =




x0
x1
x2
x3


 ðå-
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çóëüòàòîì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ¹ âåêòîð

−→
Y =




y0
y1
y2
y3


 =

1

2




x0 + x1 + x2 + x3
x0 + x1e

iπ/2 + x2e
iπ + x3e

i3π/2

x0 + x1e
iπ + x2e

i2π + x3e
i3π

x0 + x1e
i3π/2 + x2e

i3π + x3e
i9π/2




=
1

2




x0 + x1 + x2 + x3
x0 + ix1 − x2 − ix3
x0 − x1 + x2 − x3
x0 − ix1 − x2 + ix3


 ,

(7.33)

òîáòî ìà¹ìî
−→
Y = F̂

−→
X , äå ìàòðèöÿ Ôóð'¹ F̂ ìà¹ âèãëÿä:

F̂ =
1

2




1 1 1 1
1 i −1 −i
1 −1 1 −1
1 −i −1 i


 . (7.34)

Â óíiòàðíîñòi ìàòðèöi F̂ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ïðîñòîþ ïåðåâiðêîþ
ñïiââiäíîøåííÿ: F̂ F̂ † = F̂ †F̂ = Î, äå Î � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

7.5.2 Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹

Ïåðåéäåìî òåïåð áåçïîñåðåäíüî äî êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.
Íåõàé â N -âèìiðíîìó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà çàäàíèé áàçèñ

{|j⟩} = {|0⟩ , |1⟩ , . . . , |N − 1⟩} .

Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � öå ëiíiéíèé óíiòàðíèé îïåðàòîð, ùî
ïåðåòâîðþ¹ îðòîíîðìîâàíi áàçèñíi ñòàíè |j⟩ ó ëiíiéíó ñóïåðïîçèöiþ

|j⟩ → F̂ |j⟩ = 1√
N

N−1∑

k=0

exp

(
i
2πkj

N

)
|k⟩ , (7.35)

äå {|k⟩} = {|0⟩ , |1⟩ , . . . , |N − 1⟩} � òîé ñàìèé áàçèñ, ùî i {|j⟩}.
Ïðè öüîìó äîâiëüíèé âåêòîð |−→x ⟩ =

∑N−1
j=0 xj |j⟩ ïåðåòâîðþ¹òüñÿ ó
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âåêòîð |−→x ′⟩ =∑N−1
k=0 yk |k⟩ çà ïðàâèëîì:

|−→x ′⟩ = F̂ |−→x ⟩ = F̂

N−1∑

j=0

xj |j⟩ =
N−1∑

j=0

xjF̂ |j⟩

=
N−1∑

j=0

xj
1√
N

N−1∑

k=0

exp

(
i
2πkj

N

)
|k⟩

=
N−1∑

k=0

[
1√
N

N−1∑

j=0

exp

(
i
2πkj

N

)
xj

]
|k⟩

=
N−1∑

k=0

yk |k⟩ ,

(7.36)

äå àìïëiòóäè yk = 1√
N

∑N−1
j=0 exp (i2πkj/N)xj, ùî ïîâíiñòþ ñïiâïàäà¹ ç

âèðàçîì (7.30) äëÿ êëàñè÷íîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. ßê i â êëàñè÷íîìó
âèïàäêó, àìïëiòóäè ìîæíà ïåðåïèñàòè ó âèãëÿäi

yk =
1√
N

N−1∑

j=0

(qk)
j xj =

1√
N

N−1∑

j=0

(r)kj xj,

äå qk = exp (i2πk/N), r = exp (i2π/N), òîáòî qk = rk.
Â ÿêîñòi ïðèêëàäó ðîçãëÿíåìî êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ

âåêòîðiâ îá÷èñëþâàëüíîãî (ñòàíäàðòíîãî) áàçèñó òðèêóáiòîâîãî ïðîñòî-
ðó ñòàíiâ. Çàãàëüíå ÷èñëî öèõ âåêòîðiâ ó äàíîìó âèïàäêó äîðiâíþ¹ N =
23 = 8.

Óñi áàçèñíi ñòàíè ïîïåðåäíüî çàíóìåðó¹ìî íàñòóïíèì ÷èíîì:

|000⟩ → |0⟩ |001⟩ → |1⟩ |010⟩ → |2⟩ |011⟩ → |3⟩
|100⟩ → |4⟩ |101⟩ → |5⟩ |110⟩ → |6⟩ |111⟩ → |7⟩.

Òîäi çà ôîðìóëîþ (7.35) îòðèìà¹ìî

F̂ |0⟩ = F̂ |000⟩
j=0

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

|k⟩

=
1

2
√
2

(
|000⟩+ |001⟩+ |010⟩+ |011⟩

+ |100⟩+ |101⟩+ |110⟩+ |111⟩
)

F̂ |1⟩ = F̂ |001⟩
j=1

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

eiπk/4 |k⟩
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=
1

2
√
2

(
|000⟩+ eiπ/4 |001⟩+ i |010⟩ − e−iπ/4 |011⟩

− |100⟩ − eiπ/4 |101⟩ − i |110⟩+ e−iπ/4 |111⟩
)

F̂ |2⟩ = F̂ |010⟩
j=2

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

ik |k⟩

=
1

2
√
2

(
|000⟩+ i |001⟩ − |010⟩ − i |011⟩

+ |100⟩+ i |101⟩ − |110⟩ − i |111⟩
)

F̂ |3⟩ = F̂ |011⟩
j=3

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

(
−e−iπ/4

)k |k⟩ = . . .

F̂ |4⟩ = F̂ |100⟩
j=4

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

(−1)k |k⟩ = . . .

F̂ |5⟩ = F̂ |101⟩
j=5

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

(
−eiπ/4

)k |k⟩ = . . .

F̂ |6⟩ = F̂ |110⟩
j=6

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

(−i)k |k⟩ = . . .

F̂ |7⟩ = F̂ |111⟩
j=7

=
1

2
√
2

N−1∑

k=0

(
e−iπ/4

)k |k⟩ = . . . .

Íåçàâåðøåíi ïðàâi ÷àñòèíè âèðàçiâ ÷èòà÷åâi ïðîïîíó¹òüñÿ çàâåðøèòè
ñàìîñòiéíî.

7.5.3 Äâiéêîâà òà äåñÿòêîâà ñèñòåìà: öiëi ÷èñëà òà
äðîáè

Ïîïåðåäíüî ââåäåìî òàêi ïîçíà÷åííÿ:

� n � ÷èñëî êóáiòiâ ó ñèñòåìi.

� N � ÷èñëî áàçèñíèõ ñòàíiâ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði ñèñòåìè n
êóáiòiâ, N = 2n.

� |ji⟩ , |ki⟩ � ñòàíè îêðåìèõ êóáiòiâ ç íîìåðîì i ó âïîðÿäêîâàíié n-
êóáiòíié ñèñòåìi.

� j, k � äåñÿòêîâi íîìåðè áàçèñíèõ ñòàíiâ |j⟩ , |k⟩. ×èñëà j, k ìîæóòü
ïðèéìàòè çíà÷åííÿ â ìåæàõ âiä 0 äî N − 1 = 2n − 1.
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×èñëàì j òà k ïðèñâî¹íî çíà÷åííÿ çà íàñòóïíèì ïðàâèëîì:

j = 0 (àáî k = 0) äëÿ ñòàíó |00 . . . 00⟩
j = 1 äëÿ ñòàíó |00 . . . 01⟩
j = 2 äëÿ ñòàíó |00 . . . 10⟩
. . .

j = N − 1 = 2n − 1 äëÿ ñòàíó |11 . . . 11⟩
Îòæå, âñi áàçèñíi ñòàíè ìîæóòü áóòè âèçíà÷åíi äåñÿòêîâèì àáî äâiéêîâèì
íîìåðîì:

|j⟩ = |j1j2 . . . jn−1jn⟩ , |k⟩ = |k1k2 . . . kn−1kn⟩ .
Çíà÷åííÿ ÷èñåë j òà k ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi:

j = j1 · 2n−1 + j2 · 2n−2 + · · ·+ jn−1 · 21 + jn · 20
k = k1 · 2n−1 + k2 · 2n−2 + · · ·+ kn−1 · 21 + kn · 20.

(7.37)

Çâiäñè
k

2n
=
k1
2

+
k2
22

+ · · ·+ kn−1

2n−1
+
kn
2n
.

Íàïðèêëàä, 4-êóáiòîâîìó ñòàíó |1011⟩ âiäïîâiäà¹ äåñÿòêîâèé íîìåð
j = 1 · 23 + 0 · 22 + 1 · 21 + 1 · 20 = 11, òîáòî

|j = 11⟩ ≡ |j1j2j3j4⟩ = |1011⟩ .
Ââåäåìî òåïåð äëÿ äâiéêîâî¨ ñèñòåìè ÷èñåë àíàëîã äåñÿòêîâîãî äðîáó.

Ïðèìiðîì, äëÿ äåñÿòêîâîãî äðîáó 0.1011 = 1
101

+ 0
102

+ 1
103

+ 1
104
. Òàê ñàìî

áóäåìî ââàæàòè, ùî ó äâiéêîâié ñèñòåìi 0.1011 = 1
21

+ 0
22

+ 1
23

+ 1
24
, àáî â

çàãàëüíîìó âèïàäêó

0.j1j2 . . . jn ≡ j1
21

+
j2
22

+ · · ·+ jn
2n

=
n∑

ℓ=1

jℓ
2ℓ

=
j

2n

0.k1k2 . . . kn ≡ k1
21

+
k2
22

+ · · ·+ kn
2n

=
n∑

ℓ=1

kℓ
2ℓ

=
k

2n
.

(7.38)

Îòðèìà¹ìî äåÿêi äîïîìiæíi ñïiââiäíîøåííÿ, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìî-
æíà ïîáóäóâàòè àëãîðèòì ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íà êâàíòîâîìó êîìï'þòåði.

Âðàõîâóþ÷è (7.37), çàïèøåìî

j

2l
= j1 · 2n−ℓ−1 + j2 · 2n−ℓ−2 + · · ·+ jn · 2−ℓ =

n∑

s=1

js · 2n−ℓ−s

=
n−ℓ∑

s=1

js · 2n−ℓ−s +
n∑

s=n−ℓ+1

js · 2n−ℓ−s =Mℓ +Rℓ, ℓ = 1, n,
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äå Mℓ =
∑n−ℓ

s=1 js · 2n−ℓ−s � öiëå ÷èñëî (ïðè ℓ = n, ââàæà¹ìî Mn = 0). ßê
íàñëiäîê, ìà¹ìî:

exp

(
i
2πj

2ℓ

)
= exp [i2π (Mℓ +Rℓ)]

= exp (i2πMℓ) exp (i2πRℓ) = exp (i2πRℓ) ,

(7.39)

Rℓ =
∑n

s=n−ℓ+1 js · 2n−ℓ−s. Çâiäñè:

Rℓ=1 =
n∑

s=n

js · 2n−1−s = jn · 2−1 =
jn
2

= 0.jn

Rℓ=2 =
n∑

s=n−1

js · 2n−2−s = jn−1 · 2−1 + jn · 2−2

=
jn−1

2
+
jn
22

= 0.jn−1jn

Rℓ=3 =
n∑

s=n−2

js · 2n−2−s = · · · = jn−2

2
+
jn−1

22
+
jn
23

= 0.jn−2jn−1jn.

(7.40)

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó (1 ≤ ℓ ≤ n):

Rℓ =
n∑

s=n−l+1

js · 2n−ℓ−s =
jn−ℓ+1

2
+
jn−ℓ+2

22
+ · · ·+ jn

2ℓ

= 0.jn−ℓ+1jn−ℓ+2 . . . jn−1jn.

(7.41)

Çîêðåìà, äëÿ ℓ = n ìà¹ìî Rℓ=n = 0.j1j2 . . . jn.

7.5.4 Êâàíòîâå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ
îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó äëÿ ñèñòåìè n êóáiòiâ

Ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ áàçèñíèõ ñòàíiâ (7.35) ïðèâåäåìî äî âèäó, ùî äî-
çâîëÿ¹ çàñòîñóâàòè àëãîðèòì êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹. Âèõîäÿ÷è
ç ïî÷àòêîâîãî âèðàçó (7.35)

F̂ |j⟩ = F̂ |j1j2 . . . jn⟩ =
1√
N

N−1∑

k=0

exp

(
i
2πjk

N

)
|k⟩

=
1

2n/2

2n−1∑

k=0

exp

(
i
2πjk

2n

)
|k⟩ , |k⟩ = |k1k2 . . . kn⟩ ,
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ïîêàæåìî, ùî ôîðìóëó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ ìîæíà ïðè-
âåñòè äî âèãëÿäó

F̂ |j⟩ = 1

2n/2
(
|0⟩+ ei2π0.jn |1⟩

)
⊗
(
|0⟩+ ei2π0.jn−1jn |1⟩

)
⊗ . . .

⊗
(
|0⟩+ ei2π0.j1j2...jn |1⟩

)
,

äå

0.jn =
jn
2
, 0.jn−1jn =

jn−1

2
+
jn
22
, 0.j1j2 . . . jn =

j1
2
+
j2
22

+ · · ·+ jn
2n
,

à ñòàíè |0⟩ òà |1⟩ ó ïåðøèõ äóæêàõ âiäíîñÿòüñÿ äî ïåðøîãî êóáiòó, â
äðóãié ïàði äóæîê � äî äðóãîãî êóáiòó, â îñòàííié ïàði äóæîê � äî
îñòàííüîãî êóáiòó.

Äîâåäåííÿ. Âèêîíà¹ìî ëàíöþæîê ïåðåòâîðåíü. Âðàõó¹ìî (7.37):

k

2n
=
k1
2

+
k2
22

+ · · ·+ kn
2n

=
n∑

ℓ=1

kℓ
2ℓ
.

Òîäi:

F̂ |j⟩ = 1

2n/2

2n−1∑

k=0

exp

(
i
2πjk

2n

)
|k⟩

=
1

2n/2

2n−1∑

k=0

exp

(
i2πj

n∑

ℓ=1

kℓ
2ℓ

)
|k1k2 . . . kn⟩

=
1

2n/2

1∑

k1=0

1∑

k2=0

· · ·
1∑

kn=0

exp

(
i2πj

n∑

ℓ=1

kℓ
2ℓ

)
|k1⟩ ⊗ |k2⟩ ⊗ · · · ⊗ |kn⟩

=
1

2n/2

[
1∑

k1=0

exp

(
i2πj

k1
2

)
|k1⟩ ⊗

1∑

k2=0

exp

(
i2πj

k2
22

)
|k2⟩ ⊗ . . .

⊗
1∑

kn=0

exp

(
i2πj

kn
2n

)
|kn⟩

]

=
1

2n/2
(
|0⟩+ ei2πj/2 |1⟩

)
⊗
(
|0⟩+ ei2πj/2

2 |1⟩
)
⊗ · · · ⊗

(
|0⟩+ ei2πj/2

n |1⟩
)
.

Ç (7.40) òà (7.41) ìà¹ìî: exp
(
i2π j

2ℓ

)
= exp (i2πRℓ), äåRℓ = 0.jn−ℓ+1jn−ℓ+2 . . . jn.

Îòæå: R1 = 0.jn, R2 = 0.jn−1jn, . . . , Rn = 0.j1j2 . . . jn.
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Îñòàòî÷íî ìà¹ìî:

F̂ |j⟩ ≡ F̂ |j1j2 . . . jn⟩ =
1

2n/2

(
|0⟩+ ei2π0.jn |1⟩

)
ℓ=1

⊗
(
|0⟩+ ei2π0.jn−1jn |1⟩

)
ℓ=2

⊗ . . .

⊗
(
|0⟩+ ei2π0.j1j2...jn |1⟩

)
ℓ=n

.

(7.42)

□

7.5.5 Êâàíòîâà ñõåìà ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ n-êóáiòîâèõ
êâàíòîâèõ ñòàíiâ

Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ñõåìó ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ îá÷è-
ñëþâàëüíîãî (ñòàíäàðòíîãî) áàçèñó â n-êóáiòîâîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðî-
ñòîði |j⟩ = |j1j2 . . . jn⟩.

Ôîðìóëó (7.42) ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ ïðåäñòàâèìî ó
âèãëÿäi:

F̂ |j⟩ = 1

2n/2

(
|0⟩+ ei2πx1 |1⟩

)
⊗
(
|0⟩+ ei2πx2 |1⟩

)
⊗ · · · ⊗

(
|0⟩+ ei2πxn |1⟩

)
,

äå

x1 =
jn
2

= 0.jn

x2 =
jn−1

2
+
jn
22

= 0.jn−1jn

. . .

xℓ =
ℓ∑

m=1

jn−ℓ+m

2m
=
jn−ℓ+1

2
+
jn−ℓ+2

22
+ · · ·+ jn

2ℓ
= 0.jn−ℓ+1jn−ℓ+2 . . . jn

. . .

xn =
n∑

m=1

jm
2m

= 0.j1j2 . . . jn.

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç R̂k îäíîêóáiòîâèé óíiòàðíèé îïåðàòîð (ìàòðèöÿ 2× 2):

R̂k =

(
1 0

0 ei2π/2
k

)
,

ðåçóëüòàò äi¨ ÿêîãî íà äîâiëüíèé êâàíòîâèé ñòàí êóáiòà âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâ-
íiñòþ:

R̂k (α |0⟩+ β |1⟩) = α |0⟩+ βei2π/2
k |1⟩ .
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Ñõåìó êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ðîçãëÿíåìî íà ïðèêëàäi ïåðå-
òâîðåííÿ áàçèñíèõ ñòàíiâ ñèñòåìè ÷îòèðüîõ êóáiòiâ, äèâ. Ðèñ. 7.6.

|j1〉

|j2〉

|j3〉

|j4〉

Ĥ R̂2 R̂3 R̂4

Ĥ R̂3 R̂4

Ĥ R̂4

Ĥ

Ðèñ. 7.6: Ñõåìà êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íà ÷îòèðüîõ êóáiòàõ

Íà âõiä ñõåìè ïîäà¹òüñÿ ñòàí |j⟩ = |j1j2j3j4⟩. ×åðåç Ĥ ïîçíà÷åíî ïåðå-

òâîðåííÿ Àäàìàðà âiäïîâiäíîãî êóáiòà â ñõåìi. Åëåìåíò
|j1〉 R̂2

|j2〉
ìà¹ çìiñò �êåðîâàíà îïåðàöiÿ R̂2�, çà àíàëîãi¹þ ç êåðîâàíîþ îïåðàöi¹þ
ĈNOT 21, òîáòî:

� ÿêùî j2 = 0, òî îïåðàöiÿ R̂2 íàä ïåðøèì êóáiòîì íå âèêîíó¹òüñÿ;

� ÿêùî j2 = 1, òî îïåðàöiÿ R̂2 íàä ïåðøèì êóáiòîì âèêîíó¹òüñÿ.

Åëåìåíò
|j1〉 R̂3

|j3〉
ñïðàöüîâó¹ àíàëîãi÷íèì ÷èíîì.

Ïîäiáíî æ äi¹ ó ñõåìi é ðåøòà åëåìåíòiâ R̂k.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð, ÿê çìiíþ¹òüñÿ ÷îòèðèêóáiòîâèé áàçèñíèé ñòàí ïðè

ïðîõîäæåííi éîãî çãiäíî ñõåìè çëiâà íàïðàâî.
Íà âõiä ñõåìè ïîäà¹òüñÿ ñòàí |j⟩ = |j1⟩⊗|j2⟩⊗|j3⟩⊗|j4⟩. Ïðîñëiäêó¹ìî

çìiíó ñòàíó ïåðøîãî êóáiòó â ðåçóëüòàòi äi¨ îïåðàòîðiâ, ùî âêàçàíi íà
ñõåìi. Ïî÷àòêîâèé ñòàí öüîãî êóáiòó íà âõîäi ïîçíà÷èìî ÿê |χ0⟩ ≡ |j1⟩.

Ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ îïåðàòîðà Àäàìàðà Ĥ îòðèìà¹ìî |χ1⟩ = Ĥ |χ0⟩ =
Ĥ |j1⟩. ßêùî j1 = 0, òî |χ1⟩ = 1√

2
(|0⟩+ |1⟩), à ÿêùî j1 = 1, òî |χ1⟩ =

1√
2
(|0⟩ − |1⟩). Îáèäâà öi âèïàäêè ìîæíà çàïèñàòè îäíèì âèðàçîì

|χ1⟩ =
1√
2

(
|0⟩+ ei2πj1/2 |1⟩

)
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1 |1⟩

)
,
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îñêiëüêè

ei2πj1/2 =

{
1, ÿêùî j1 = 0

−1, ÿêùî j1 = 1
.

Ñòàí |χ1⟩ ìîæíà òàêîæ ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi âåêòîðà-ñòîâï÷èêà

∣∣χ1
1

〉
=

1√
2

(
1

ei2π0.j1

)
.

Ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ íàñòóïíî¨ îïåðàöi¨ ñòàí ïåðøîãî êóáiòó ìîæíà
ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

∣∣χ1
2

〉
=

1√
2

[
|0⟩+ ei2π(j1/2+j2/4) |1⟩

]
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1j2 |1⟩

)
. (7.43)

Äiéñíî, ÿêùî j2 = 0, òî îïåðàöiÿ R̂2 íàä ïåðøèì êóáiòîì íå âèêîíó¹-
òüñÿ, i ñòàí ïåðøîãî êóáiòà íå çìiíþ¹òüñÿ:

∣∣χ1
2

〉
=
∣∣χ1

1

〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2πj1/2 |1⟩

)
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1 |1⟩

)
.

Àëå îñêiëüêè j2 = 0, òî 0.j1 =
j1
2
+ 0

22
= j1

2
+ j2

22
= 0.j1j2.

ßêùî æ j2 = 1, òî

∣∣χ1
2

〉
= R̂2

∣∣χ1
1

〉
=

(
1 0

0 ei2π/2
2

)
1√
2

(
1

ei2π0.j1

)
=

1√
2

(
1

ei2π(0.j1+1/22)

)

=
1√
2

(
1

ei2π(j1/2+j2/22)

)
=

1√
2

(
1

ei2π0.j1j2

)

=
1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1j2 |1⟩

)
.

Îòæå, íåçàëåæíî âiä çíà÷åííÿ j2, íà äàíîìó åòàïi ñòàí ïåðøîãî êóáiòó
îïèñó¹òüñÿ âèðàçîì (7.43).

Ìiðêóþ÷è àíàëîãi÷íî, ïðèéäåìî äî âèñíîâêó, ùî, íåçàëåæíî âiä çíà-
÷åííÿ j3 = {0, 1}, ïåðøèé êóáiò ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ íàñòóïíîãî åëåìåíòó
ñõåìè âèÿâèòüñÿ ó ñòàíi

∣∣χ1
3

〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1j2j3 |1⟩

)
,

à îñòàòî÷íèé ñòàí ïåðøîãî êóáiòó íà âèõîäi ñõåìè:

∣∣χ1
〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j1j2j3j4 |1⟩

)
.
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Òàê ñàìî íà âèõîäi ñõåìè äðóãèé êóáiò áóäå â ñòàíi

∣∣χ2
〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j2j3j4 |1⟩

)
,

òðåòié � ó ñòàíi

∣∣χ3
〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j3j4 |1⟩

)
,

à ÷åòâåðòèé � ó ñòàíi

∣∣χ4
〉
=

1√
2

(
|0⟩+ ei2π0.j4 |1⟩

)
.

Îòæå, íà âèõîäi ñõåìè ÷îòèðèêóáiòîâèé ñòàí ìàòèìå âèãëÿä

|ψ⟩ = 1

22
(
|0⟩+ ei2π0.j1j2j3j4 |1⟩

)
⊗
(
|0⟩+ ei2π0.j2j3j4 |1⟩

)

⊗
(
|0⟩+ ei2π0.j3j4 |1⟩

)
⊗
(
|0⟩+ ei2π0.j4 |1⟩

)
.

(7.44)

|j1〉

|j2〉

⊕

⊕ ⊕

Ðèñ. 7.7: Ñõåìà ïåðåñòàíîâêè äâîõ
êóáiòiâ

Ïîðiâíþþ÷è (7.44) ç ïîòðiáíèì âè-
ðàçîì (7.42), ÿêèé ìà¹ áóòè â ðå-
çóëüòàòi ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñòàíó
|j1j2j3j4⟩, áà÷èìî, ùî â (7.44) ñòà-
íè êóáiòiâ çàïèñàíi â çâîðîòíüîìó
ïîðÿäêó. Äëÿ òîãî, ùîá îñòàòî÷íî
îòðèìàòè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ñà-
ìå ñòàíó |j1j2j3j4⟩, ñëiä äîäàòêîâî
ïðîâåñòè ïåðåñòàíîâêó êóáiòiâ ðåãiñòðó. Äàíó îïåðàöiþ ìîæíà çäiéñíèòè,
íàïðèêëàä, ïîñëiäîâíîþ ïåðåñòàíîâêîþ ïàð êóáiòiâ çà äîïîìîãîþ íàñòó-
ïíî¨ ñõåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç òðüîõ îïåðàòîðiâ ĈNOT , äèâ. Ðèñ. 7.7. Äàíà
ñõåìà ïåðåâîäèòü äâîêóáiòîâèé ñòàí |j1j2⟩ ó ñòàí |j2j1⟩.

Îòæå, ìè ðîçãëÿíóëè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ íà ïðè-
êëàäi ÷îòèðèêóáiòîâî¨ ñèñòåìè. Óçàãàëüíåííÿ ïîïåðåäíüîãî ïðèêëàäó íà
âèïàäîê n-êóáiòîâîãî ðåãiñòðó ç äîâiëüíèì çíà÷åííÿì n ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè ó âèãëÿäi ñõåìè 7.8.
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|j1〉

|j2〉

|jn−1〉

|jn〉

Ĥ R̂2 R̂n−1 R̂n

Ĥ R̂3 R̂n

Ĥ R̂n

Ĥ

Ðèñ. 7.8: Ñõåìà êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ íà n êóáiòàõ

Âíàñëiäîê òîãî, ùî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, òî ïå-
ðåòâîðåííÿ äîâiëüíîãî ñòàíó n-êóáiòîâî¨ ñèñòåìè |ψ⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi

F̂ |ψ⟩ = F̂
2n∑

j=1

αj |j⟩ =
2n∑

j=1

αjF̂ |j⟩ .

7.5.6 Óíiòàðíiñòü îïåðàöi¨ êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ
Ôóð'¹

Ç ôîðìóëè ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ áàçèñíèõ ñòàíiâ

F̂ |j⟩ = 1√
N

∑

k

ei2πjk/N |k⟩

âèïëèâà¹, ùî ìàòðèöÿ ïåðåòâîðåííÿ ìà¹ âèãëÿä

Ujk = Ukj =
1√
N
ei2πjk/N .

Äëÿ òîãî, ùîá ìàòðèöÿ Û áóëà óíiòàðíà, íåîáõiäíî i äîñòàòíüî âèêî-
íàííÿ ðiâíîñòåé:

Û Û † = Û †Û = Î , (7.45)

äå Î � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Ìàòðè÷íi åëåìåíòè
(
Û Û †

)
js
äîáóòêó äâîõ ìàòðèöü ïðåäñòàâëÿþòüñÿ

ó âèãëÿäi:
(
Û Û †

)
js
=
∑

k

Ujk

(
Û †
)
ks

=
∑

k

UjkÛ
∗
ks

=
1

N

∑

k

ei2πjk/Ne−i2πks/N =
1

N

∑

k

ei2π(j−s)k/N .
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Äëÿ äiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ äîáóòêó ìà¹ìî j = s, i 1
N

∑
k 1 = 1. Äëÿ

íåäiàãîíàëüíèõ åëåìåíòiâ j ̸= s, j − s = m ̸= 0 ìà¹ìî:

(
Û Û †

)
js
=

1

N

N−1∑

k=0

ei2πmk/N =
1

N

N−1∑

k=0

(
ei2πm/N

)k
=

1

N

N−1∑

k=0

qk,

äå q = ei2πm/N , m ̸= 0.
Âèðàç

∑N−1
k=0 q

k ¹ ñêií÷åííîþ ñóìîþ ãåîìåòðè÷íî¨ ïðîãðåñi¨ iç çíàìåí-
íèêîì ïðîãðåñi¨ q. Îòæå,

N−1∑

k=0

qk =
1− qN

1− q
=

1− ei2πm

1− ei2πm/N
=

1− 1

1− ei2πm/N
= 0.

Òóò âðàõîâàíî, ùî çíàìåííèê äðîáó íå ìîæå äîðiâíþâàòè íóëþ, îñêiëüêè
çíà÷åííÿ m çíàõîäÿòüñÿ â ìåæàõ m = 1, N − 1, m ̸= 0.

Îòæå, âñi äiàãîíàëüíi åëåìåíòè äîáóòêó Û Û † äîðiâíþþòü îäèíèöi,
à âñi íåäiàãîíàëüíi � íóëþ, òîáòî ðiâíiñòü (7.45) ìà¹ ìiñöå, i ìàòðèöÿ
êâàíòîâîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹ � öå óíiòàðíà ìàòðèöÿ.
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Ðîçäië 8

Ïîâíîòà êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè

8.1 Ïàðàäîêñ Åéíøòåéíà-Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà

(ÅÏÐ-ïàðàäîêñ)

Îñíîâè êâàíòîâî¨ òåîði¨ áóëè çàêëàäåíi ñâiòîâîþ ñïiëüíîòîþ ôiçèêiâ äî
ïî÷àòêó 30õ ðîêiâ ÕÕ ñòîëiòòÿ. Àòîìíà ìîäåëü Íiëüñà Áîðà, ñïiââiäíîøå-
ííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé Ãåéçåíáåðãà, âiäêðèòòÿ ñïiíó åëåêòðîíà Óëåíáåêîì
i Ãîóäñìiòîì, ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Ïàóëi òà ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà
ñòàëè íàðiæíèìè êàìåíÿìè íîâî¨ íàóêè � êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè. Ó 1932 ð.
âèäàòíèé ìàòåìàòèê ôîí Íåéìàí ïiäáèâ ïiäñóìêè çóñèëü ôiçèêiâ, ñôîð-
ìóëþâàâøè êâàíòîâó ìåõàíiêó ó âèãëÿäi àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨. Ïîäàëü-
øèé ðîçâèòîê òàêî¨ òåîði¨ ïåðåäáà÷à¹ ¨¨ çàñòîñóâàííÿ äî êîíêðåòíèõ, âñå
áiëüø ñêëàäíèõ, ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ.

Îäíàê, íåçâàæàþ÷è íà ôîðìàëüíå çàâåðøåííÿ ïîáóäîâè îñíîâ êâàí-
òîâî¨ ìåõàíiêè, ãàðÿ÷i äèñêóñi¨ íàâêîëî òëóìà÷åííÿ ¨ ¨ ïîëîæåíü íå âùó-
õàëè. Ùå âiä ïî÷àòêó 20õ ðîêiâ ÕÕ ñòîðiòòÿ ðîçìîâè âåëèñÿ íàâêîëî ïî-
íÿòü êîðïóñêóëÿðíî-õâèëüîâîãî äóàëiçìó, ïðèíöèïó äîïîâíåíîñòi Íiëüñà
Áîðà, ñòàòèñòè÷íîãî õàðàêòåðó êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çàêîíó çáåðåæåííÿ
åíåðãi¨ â ìiêðîïðîöåñàõ òîùî. Ôiçèêè òîãî ïåðiîäó ïîäiëèëèñÿ íà äâi
ãðóïè iç íåñóìiñíèìè ïîãëÿäàìè íà òëóìà÷åííÿ êâàíòîâî¨ òåîði¨. Îäíó
òî÷êó çîðó âiäñòîþâàëè â÷åíi íà ÷îëi ç Àëüáåðòîì Åéíøòåéíîì, äðóãó
ãðóïó ç ïðîòèëåæíèìè ïîãëÿäàìè î÷îëþâàâ Íiëüñ Áîð. Îáèäâà âèäàòíi
äîñëiäíèêè âæå áóëè ëàóðåàòàìè Íîáåëiâñüêî¨ ïðåìi¨, ìàëè â íàóêîâîìó
ñâiòi çíà÷íèé àâòîðèòåò i âiäçíà÷àëèñÿ òåìïåðàìåíòîì ïiä ÷àñ ãàðÿ÷èõ
äèñêóñié. Âñå öå ñïðèÿëî ïîñòiéíié óâàçi ôiçèêiâ äî äàíî¨ òåìè.

Îñíîâíi ðîçáiæíîñòi ïîãëÿäiâ Åéíøòåéíà òà Áîðà ñòîñóþòüñÿ òëóìà-
÷åííÿ ïîíÿòòÿ ïðîöåñó âèìiðþâàííÿ ó êâàíòîâié òåîði¨, çìiñòó òà äæå-
ðåëà ñòàòèñòè÷íîãî õàðàêòåðó ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ, i ç ïîÿâîþ ðiâ-
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íÿííÿ Øðåäiíãåðà � ôiçè÷íîãî çìiñòó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, à çãîäîì âæå
� i âçàãàëi äî òëóìà÷åííÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ÿê íàóêè. Ïàðàäîêñàëü-
íî, íàâiòü àâòîð ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, ÿêèé áóâ ïðèái÷íèêîì ïîãëÿäiâ
Åéíøòåéíà, íå ðîçóìiâ çìiñòó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨. Âîëüôãàíã Ïàóëi, ÿêèé
áóâ íàéáëèæ÷èì ñîðàòíèêîì Íiëüñà Áîðà, íàçèâàâ iíòåðïðåòàöiþ Åðâiíà
Øðåäiíãåðà ùîäî õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ �Öþðèõñüêîþ ¹ðåññþ� (Øðåäiíãåð
ìåøêàâ òà ïðàöþâàâ íà òîé ÷àñ ó Öþðèõó).

Ïiñëÿ áàãàòîði÷íèõ äèñêóñié ç Íiëüñîì Áîðîì, Àëüáåðò Åéíøòåéí ðà-
çîì ç êîëåãàìè ñôîðìóëþâàâ âëàñíèé ïîãëÿä íà êâàíòîâó ìåõàíiêó ÿê íà-
óêó â öiëîìó. Ñâîþ êîíöåïöiþ âií îïóáëiêóâàâ ïiä íàçâîþ �Can Quantum-
Mechanical Description of Physical Reality Be Considered Complete?�.

�×è ìîæíà ââàæàòè êâàíòîâîìåõàíi÷íèé îïèñ ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi
ïîâíèì?� � ïèòà¹ Åéíøòåéí ó ñàìîìó çàãîëîâêó ñòàòòi. Âæå áåçïîñå-
ðåäíüî â òàêié ôîðìi ïèòàííÿ âãàäó¹òüñÿ íåãàòèâíà âiäïîâiäü íà íüîãî
ñàìîãî Åéíøòåéíà.

Ç ìîìåíòó âèõîäó ó ñâiò, äàíà ðîáîòà Åéíøåéíà áóëà íàéáiëüø öèòî-
âàíîþ ó ôiçè÷íié íàóêîâié òà íàóêîâî-ïîïóëÿðíié ëiòåðàòóði. Âèñíîâêè,
íàâåäåíi â ðîáîòi, îòðèìàëè íàçâó �Ïàðàäîêñ Åéíøòåéíà-Ïîäîëüñüêîãî-
Ðîçåíà�, àáî ñêîðî÷åíî �ÅÏÐ-ïàðàäîêñ�.

Ïåðåä òèì, ÿê âèêëàñòè ñóòü âèñíîâêiâ, çðîáëåíèõ Åéíøòåéíîì â
ÅÏÐ-ðîáîòi, ðîçãëÿíåìî, â ÷îìó ñàìå ïîëÿãàþòü ðîçáiæíîñòi â ïîãëÿ-
äàõ Åéíøòåéíà òà Áîðà, îñêiëüêè äàíó ðîáîòó ìîæíà ðîçãëÿäàòè â ÿêî-
ñòi êîíöåíòðîâàíîãî ôîðìóëþâàííÿ àðãóìåíòiâ ïðîòè òðàêòîâêè çìiñòó
êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè Íiëüñîì Áîðîì.

Çàóâàæèìî, ùî â äèñêóñiÿõ Áîð òà Åéíøòåéí, ÿê ïðàâèëî, îïåðóâà-
ëè õâèëüîâèìè ôóíêöiÿìè, ùî çàëåæàòü âiä êîîðäèíàò òà iìïóëüñiâ ÷à-
ñòèíîê. Àëå àðãóìåíòè Áîðà òà Åéíøòåéíà, à òàêîæ ïðèíöèïîâèé çìiñò
ÅÏÐ-ðîáîòè, ìîæíà ïåðåäàòè áåç ñïîòâîðåííÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è áiëüø
ïðîñòi òà áiëüø çðó÷íi äëÿ íàñ ñïiíîâi õâèëüîâi ôóíêöi¨ ÷àñòèíîê çi ñïi-
íîì s = 1

2
.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîäàëüøèõ ïîÿñíåíü, ñêîðèñòà¹ìîñÿ âiäîìèì ïîíÿòòÿì
�ôiëüòð Øòåðíà-Ãåðëàõà� (ØÃ). Ïiä öèì ïîíÿòòÿì ðîçóìi¹òüñÿ ïðèëàä,
çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà âèìiðþâàòè çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó ÷àñòèíêè
ç s = 1

2
íà áóäü-ÿêèé íàïðÿìîê ó ïðîñòîði.

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòèé ïðèêëàä, â ÿêîìó âæå âèÿâëÿþòüñÿ ðîçáiæíîñòi
ó ïîãëÿäàõ Áîðà òà Åéíøòåéíà.

Íåõàé ¹ äæåðåëî, ùî ãîòó¹ ÷àñòèíêè çi ñïiíîì s = 1
2
ó ñïiíîâîìó ñòàíi,

ÿêèé ó êâàíòîâié ìåõàíiöi îïèñó¹òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

|ϕ⟩ = α

∣∣∣∣
1

2

〉
+ β

∣∣∣∣−
1

2

〉
, |α|2 + |β|2 = 1, (8.1)
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äå
∣∣±1

2

〉
� âæå âiäîìi íàì áàçèñíi ñòàíè. Â ðåàëüíîìó åêñïåðèìåíòi âèÿâ-

ëÿ¹òüñÿ, ùî ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ (çà äîïîìîãîþØÃ) ïðîåêöi¨ ñïiíó
íà âiñü z ¹ îäíå ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïðîåêöi¨: àáî 1

2
, àáî −1

2
. ßêùî

ðàç çà ðàçîì ãîòóâàòè ñòàí (8.1) i íàä êîæíîþ êîïi¹þ ïðîâîäèòè òàêó
ñàìó ïðîöåäóðó âèìiðþâàííÿ, òî ùîðàçó áóäåìî îòðèìóâàòè çíà÷åííÿ
ïðîåêöi¨ àáî 1

2
, àáî −1

2
. Ïðè öüîìó â êîæíîìó îêðåìîìó âèìiðþâàííi íå-

ìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè íàïåðåä, ÿêå ñàìå ç äâîõ çíà÷åíü ìè îòðèìà¹ìî.
Åêñïåðèìåíò òàêîæ äåìîíñòðó¹, ùî ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ ïðîåêöi¨
ñïiíó íà áóäü-ÿêó iíøó âiñü z′ ¹ òàêîæ îäíå ç äâîõ çíà÷åíü 1

2
àáî −1

2
.

(Äëÿ êîæíîãî ñòàíó òèïó (8.1) iñíó¹ ëèøå îäíà âiñü z̃, ïðîåêöiÿ ñïiíó íà
ÿêó ìà¹ ïåðåäáà÷óâàíå çíà÷åííÿ).

Ðîçãëÿíåìî òåïåð òðàêòóâàííÿ ðåçóëüòàòiâ íàâåäåíîãî åêñïåðèìåíòó
îêðåìî Íiëüñîì Áîðîì i Àëüáåðòîì Åéíøòåéíîì. Çàóâàæèìî, ùî éäå-
òüñÿ ñàìå ïðî òðàêòóâàííÿ, áî ç ðåçóëüòàòàìè åêñïåðèìåíòiâ âèìóøå-
íi ðàõóâàòèñÿ áóäü-õòî òà áóäü-ÿêà òåîðiÿ, ùî ïðåòåíäó¹ íà àäåêâàòíèé
îïèñ ïðèðîäè.

Òðàêòóâàííÿ Íiëüñà Áîðà. ßêùî âiäîìà õâèëüîâà ôóíêöiÿ |ϕ⟩, ùî
îïèñó¹ ñòàí êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, òî ìè ìà¹ìî ìàêñèìàëüíó iíôîðìàöiþ
ïðî ñèñòåìó, ÿêó äîïóñêà¹ ïðèðîäà. Ó ñòàíi (8.1) ïðîåêöiÿ ñïiíó íà âiñü
z íå ìà¹ ïåâíîãî çíà÷åííÿ. Öåé ñòàí ¹ êâàíòîâîþ ñóïåðïîçèöi¹þ äâîõ
ñòàíiâ:

∣∣1
2

〉
i
∣∣−1

2

〉
, ó êîæíîìó ç ÿêèõ âåëè÷èíà ïðîåêöi¨ ìà¹ ïåâíå çíà÷å-

ííÿ. Ïåðåäáà÷èòè, ÿêå ñàìå ç öèõ äâîõ çíà÷åíü ïðîåêöi¨ ìè îòðèìó¹ìî
â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ, àáñîëþòíî íåìîæëèâî íå òîìó, ùî ìè ÷îãîñü
íå çíà¹ìî ïðî ïî÷àòêîâèé ñòàí, à òîìó, ùî ñòàòèñòè÷íèé õàðàêòåð ðå-
çóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ ëåæèòü â îñíîâi çàêîíiâ ïðèðîäè. Ìàþ÷è ñòàí
(8.1), ìîæíà ëèøå ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðè âèìiðþâàííi ïðîåêöi¨ ñïiíó íà
âiñü z áóäå îòðèìàíî çíà÷åííÿ 1

2
ç iìîâiðíiñòþ w1 = |α|2, òà çíà÷åííÿ

−1
2
ç iìîâiðíiñòþ w2 = |β|2. Î÷åâèäíî, ùî ñóìà iìîâiðíîñòåé ïîâèííà

äîðiâíþâàòè îäèíèöi: w1 + w2 = 1, ùî ðiâíîçíà÷íî óìîâi íîðìóâàííÿ
|α|2 + |β|2 = 1.

ßêùî ïðè ïiäêèäàííi ìîíåòè òàêîæ íå ìîæíà ñïðîãíîçóâàòè, ÿêà
¨¨ ñòîðîíà âèïàäå, òî çãiäíî êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè öÿ íåìîæëèâiñòü ïå-
ðåäáà÷åííÿ ¹ íàñëiäêîì íàøîãî íåçíàííÿ çíà÷åíü âñiõ ñèë òà ÷èííèêiâ,
ùî âïëèâàþòü íà ìîíåòó â ïðîöåñi ïiäêèäàííÿ. Êâàíòîâà æ ñòàòèñòè-
êà, çãiäíî Í. Áîðà, ¹ ïåðâèííîþ âëàñòèâiñòþ ïðèðîäè. Âèìiðþâàííÿ ó
êâàíòîâié ìåõàíiöi ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðîöåñ âçà¹ìîäi¨ ìiêðîñêîïi÷íî¨ ÷àñòèí-
êè ç ìàêðîñêîïi÷íèì òiëîì, ÿêèì ¹ âèìiðþâàëüíèé ïðèëàä. Â ðåçóëüòàòi
òàêî¨ âçà¹ìîäi¨ âiäáóâà¹òüñÿ íå ëèøå îòðèìàííÿ çíà÷åííÿ âèìiðþâàíî¨
ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè, à é ïåðåõiä êâàíòîâî¨ ñèñòåìè ó íîâèé ñòàí. Â íà-
âåäåíîìó âèùå ïðèêëàäi ïî÷àòêîâèé ñòàí |ϕ⟩ (8.1) â ðåçóëüòàòi ïðîöåñó
âèìiðþâàííÿ ïåðåõîäèòü âèïàäêîâèì íåïåðåäáà÷óâàíèì ñïîñîáîì àáî â
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ñòàí
∣∣1
2

〉
(ÿêùî îòðèìàíå çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ðiâíå 1

2
), àáî â ñòàí

∣∣−1
2

〉

(ÿêùî îòðèìàíà ïðîåêöiÿ ðiâíà −1
2
).

Òðàêòóâàííÿ Àëüáåðòà Åéíøòåéíà. Çíà÷åííÿ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè,
ùî îòðèìó¹òüñÿ ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ, ¹ îá'¹êòèâíîþ õàðàêòåðèñòèêîþ
ñòàíó ñàìî¨ ôiçè÷íî¨ ñèñòåìè, âîíî íå çàëåæèòü âiä òîãî, âèêîíó¹òüñÿ
ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ ÷è íi. Äàíå êîíêðåòíå çíà÷åííÿ âåëè÷èíè äî
òà ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ¹ îäíà é òà æ ñàìà ñóòíiñòü. Âèìiðþâàííÿ ëèøå
ðîçêðèâà¹ äëÿ íàñ öå çíà÷åííÿ, àëå íå ôîðìó¹ éîãî.

Íåîäíîçíà÷íiñòü ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ, çãiäíî Åéíøòåéíà, ¹ íà-
ñëiäêîì òîãî, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ |ϕ⟩ íå îïèñó¹ ïîâíîþ ìiðîþ ñòàí
ôiçè÷íîãî îá'¹êòà. Òâåðäæåííÿ, ùî âñi ïðèãîòîâàíi êîïi¨ ñòàíó |ϕ⟩ ¹ òî-
òîæíèìè, íå ¹ âiðíèì. Íàñïðàâäi êîæíîãî ðàçó ãîòóþòüñÿ ðiçíi ðåàëüíi
ñòàíè, i ðiçíèöÿ ìiæ íèìè íå îïèñó¹òüñÿ êâàíòîâîþ ìåõàíiêîþ. Äëÿ àäå-
êâàòíîãî îïèñó ñòàíó ôiçè÷íîãî îá'¹êòó íåîáõiäíî çíàòè, îêðiì ïîâíîãî
íàáîðó êâàíòîâèõ ÷èñåë (ùî âèçíà÷àþòü ñòàí |ϕ⟩), òàêîæ ùå é çíà÷åííÿ
äåÿêèõ, ïîêè ùå íåâiäîìèõ íàì, ïàðàìåòðiâ. Íåîäíîçíà÷íiñòü ðåçóëüòà-
òó åêñïåðèìåíòó ïîâ'ÿçàíà ñàìå ç òèì, ùî ðåàëüíi ñòàíè ïðèãîòîâàíèõ
êîïié âiäðiçíÿþòüñÿ çíà÷åííÿìè öèõ íåâiäîìèõ i íåêîíòðîëüîâàíèõ ïà-
ðàìåòðiâ.

Äèñêóñi¨ Åéíøòåéíà ç Áîðîì âiäáóâàëèñÿ ÿê çàî÷íî, òàê i ïiä ÷àñ ¨õ çó-
ñòði÷åé íà ñåìiíàðàõ, êîíôåðåíöiÿõ òà êîíãðåñàõ. ßê ïðàâèëî, Åéíøòåéí
ðàç çà ðàçîì íàâîäèâ �óÿâíi åêñïåðèìåíòè�, ÿêi, íà éîãî äóìêó, ñïðîñòî-
âóþòü êîíöåïöiþ Áîðà. Áîð, ó âiäïîâiäü, çíàõîäèâ àðãóìåíòè, ÿêi òàêîæ,
íà éîãî äóìêó, âêàçóâàëè íà íåîáãðóíòîâàíiñòü ïîçèöi¨ Åéíøòåéíà.

Ïåðåéäåìî òåïåð äî áiëüø äåòàëüíîãî îáãîâîðåííÿ ãîëîâíèõ iäåé òà
àðãóìåíòiâ, âèñëîâëåíèõ ó ñòàòòi Åéíøòåéíà-Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà.

Ó ïðåàìáóëi ñòàòòi âèñëîâëåíi òàêi òâåðäæåííÿ:

1. Áóäü-ÿêà ñåðéîçíà ôiçè÷íà òåîðiÿ ïîâèííà âçÿòè äî óâàãè ðiçíèöþ
ìiæ îá'¹êòèâíîþ ðåàëüíiñòþ, ùî íå çàëåæèòü âiä æîäíèõ òåîðié,
òà ôiçè÷íèìè êîíöåïöiÿìè, íà ÿêèõ áàçóþòüñÿ ôiçè÷íi òåîði¨. Öi
êîíöåïöi¨ ôîðìóëþþòüñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá âiäïîâiäàòè ôiçè÷íèì
ðåàëiÿì, i çà äîïîìîãîþ öèõ êîíöåïöié ìè, âëàñíå, âiäîáðàæà¹ìî
ðåàëüíiñòü äëÿ ñåáå.

2. Íàìàãàþ÷èñü îöiíèòè ïðàâèëüíiñòü ôiçè÷íî¨ òåîði¨, ìè ïîâèííi çà-
äàòè ñîái äâà ïèòàííÿ:

� ×è ¹ òåîðiÿ êîðåêòíîþ?

� ×è ¹ îïèñ ðåàëüíîñòi äàíîþ òåîði¹þ ïîâíèì?
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Ïðàâèëüíiñòü òåîði¨ îöiíþ¹òüñÿ ðiâíåì ñïiâïàäiííÿ ïåðåäáà÷åíü òå-
îði¨ ç äîñëiäîì.

Ïðîòè íàâåäåíèõ òåç ó Íiëüñà Áîðà çàïåðå÷åíü íå áóëî.
Äàëi Åéíøòåéí ïðîäîâæó¹: êîæíèé åëåìåíò ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi ïî-

âèíåí ìàòè ó ôiçè÷íié òåîði¨ ñâî¹ âiäîáðàæåííÿ, ñâié àíàëîã (counterpart).
Äàíó óìîâó Åéíøòåéí íàçâàâ óìîâîþ ïîâíîòè òåîði¨. Äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ ïîíÿòòÿ åëåìåíòà ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi ïðîïîíó¹òüñÿ òàêèé êðèòåðié:
ÿêùî, áåç áóäü-ÿêîãî âïëèâó íà ôiçè÷íó ñèñòåìó, ìîæíà ïåðåäáà÷èòè ç
ïîâíîþ âèçíà÷åíiñòþ (òîáòî ç iìîâiðíiñòþ, ùî ðiâíà îäèíèöi) çíà÷åííÿ
äåÿêî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî iñíó¹ åëåìåíò ôiçè-
÷íî¨ ðåàëüíîñòi, ùî âiäïîâiäà¹ çíà÷åííþ äàíî¨ ôiçè÷íî¨ âåëè÷èíè.

ßêùî çàñòîñóâàòè òàêi, öiëêîì ëîãi÷íi òà î÷åâèäíi (íà äóìêó Åéí-
øòåéíà), êðèòåði¨ äî êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, ÿê òåîði¨, òî íåìèíó÷å ïðèéäå-
ìî äî ïàðàäîêñó.

Ìiðêóâàííÿ Åéíøòåéíà, íàâåäåíi â ÅÏÐ-ñòàòòi, îáãîâîðèìî íà íàñòó-
ïíîìó ïðèêëàäi (äàíèé ïðèêëàä âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä íàâåäåíîãî â ðîáîòi-
îðèãiíàëi, ïðîòå âií äîçâîëÿ¹ ïðîñòî ïåðåäàòè âñi òîíêîùi çìiñòó ñòàòòi).

Íåõàé ìà¹ìî ñïiíîâèé ñòàí ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1
2
,

ÿêîìó â êâàíòîâié ìåõàíiöi âiäïîâiäà¹ õâèëüîâà ôóíêöiÿ

∣∣Ψ−〉 = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉

1

∣∣∣∣−
1

2

〉

2

−
∣∣∣∣−

1

2

〉

1

∣∣∣∣
1

2

〉

2

)
, (8.2)

äå iíäåêñè 1 òà 2 ïîçíà÷àþòü íîìåðè ÷àñòèíîê.
Ñòàí (8.2) ¹ âëàñíèì ñòàíîì îïåðàòîðà êâàäðàòà ïîâíîãî ñïiíó ñè-

ñòåìè
−̂→
S

2

(
−̂→
S = −̂→s 1 +

−̂→s 2), ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ 0 (S =
0 ⇒ S(S + 1) = 0), òà îïåðàòîðà Ŝz, âëàñíå çíà÷åííÿ ÿêîãî, î÷åâèäíî,
òåæ 0. Îñêiëüêè ïîâíèé ñïií ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê äîðiâíþ¹ íóëþ, òî
(8.2) íàçèâàþòü òàêîæ ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷íèì ñòàíîì (íåìà¹ âèäiëåíîãî
íàïðÿìêó â ïðîñòîði). Äàíèé ñòàí òàêîæ âiäîìèé, ÿê îäèí iç ÷îòèðüîõ
ñòàíiâ Áåëëà.

Íåõàé ïiñëÿ ïðèãîòóâàííÿ ñòàíó (8.2) ÷àñòèíêè ðîçëiòàþòüñÿ â ïðîòè-
ëåæíi áîêè, i ïåðøà ÷àñòèíêà ïîñòóïà¹ â ðîçïîðÿäæåííÿ Àëiñè, à äðóãà
� Áîáà, äèâ. Ðèñ. 8.1. Àëiñà òà Áîá ìîæóòü çà äîïîìîãîþ ØÃ âèìiðþ-
âàòè ó âiäïîâiäíèõ ÷àñòèíîê ïðîåêöi¨ ñïiíó íà áóäü-ÿêó âiñü. Íà ÿêié áè
âiäñòàíi îäíà âiä îäíî¨ íå çíàõîäèëèñÿ ÷àñòèíêè, âîíè îïèñóâàòèìóòüñÿ
ñòàíîì (8.2), ÿêùî íàä íèìè íå âèêîíóâàëèñÿ íiÿêi äi¨.

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî â ïåâíèé ìîìåíò ÷àñó t0 Àëiñà âèìiðþ¹ ïðî-
åêöiþ ñïiíó ïåðøî¨ ÷àñòèíêè íà âiñü z i îòðèìó¹, íàïðèêëàä, sz = 1

2
.
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z

t0 t0

Àëiñà Áîá

Ðèñ. 8.1: ÅÏÐ-ïàðàäîêñ

Óÿâiìî, ÿê áè òðàêòóâàëè äàíó ñèòóàöiþ îêðåìî Íiëüñ Áîð i Àëüáåðò
Åéíøòåí íà îñíîâi ¨õ âëàñíèõ êîíöåïöié.

Íiëüñ Áîð: õâèëüîâà ôóíêöiÿ (8.2) ìiñòèòü ó ñîái ìàêñèìàëüíó iíôîð-
ìàöiþ, ÿêó äîïóñêà¹ ïðèðîäà; îòæå, âîíà (õâèëüîâà ôóíêöiÿ) àäåêâàòíî
îïèñó¹ ðåàëüíèé ñòàí ôiçè÷íîãî îá'¹êòà (â äàíîìó âèïàäêó � ñïiíîâèé
ñòàí ñèñòåìè äâîõ ÷àñòèíîê). Ó ñòàíi (8.2) ïðîåêöi¨ ñïiíiâ íà âiñü z (i
íà áóäü-ÿêó iíøó âiñü) ÿê ïåðøî¨, òàê i äðóãî¨ ÷àñòèíîê, íå ìàþòü ïåâ-
íîãî çíà÷åííÿ, i öå íå òîìó, ùî ìè íå çíà¹ìî öèõ çíà÷åíü, à òîìó, ùî
âîíè ïðîñòî íå iñíóþòü. Òàêà ñèòóàöiÿ çàëèøà¹òüñÿ â óñi ìîìåíòè ÷àñó
0 ≤ t < t0 âiä ìîìåíòó ñòâîðåííÿ ñòàíó (8.2) äî ìîìåíòó âèìiðþâàííÿ,
ïðîâåäåíîãî Àëiñîþ. Äî âèìiðþâàííÿ ðåçóëüòàò åêñïåðèìåíòó ¹ àáñîëþ-
òíî íåïåðåäáà÷óâàíèì, ìîæíà ëèøå âêàçàòè iìîâiðíîñòi êîæíîãî ç äâîõ
ìîæëèâèõ âàðiàíòiâ. Îñêiëüêè âíàñëiäîê âèìiðþâàííÿ Àëiñà îòðèìàëà
s1z = 1

2
, òî ç ïîçèöié êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ó òðàêòîâöi Áîðà, ó ìîìåíò t0

äâî÷àñòèíêîâèé ñòàí ðàïòîâî ïåðåõîäèòü ó íîâèé ñòàí (ðåäóêöiÿ õâèëüî-
âî¨ ôóíêöi¨):

∣∣Ψ−〉→ |ψ′⟩ =
∣∣∣∣
1

2

〉

1

∣∣∣∣−
1

2

〉

2

, (8.3)

òîáòî çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó ÿê ïåðøî¨, òàê i äðóãî¨ ÷àñòèíîê ñòàþòü
öiëêîì âèçíà÷åíèìè:

s1z =
1

2
, s2z = −1

2
. (8.4)

ßêáè ïðè âèìiðþâàííi Àëiñà îòðèìàëà çíà÷åííÿ s1z = −1
2
, òî ðåäóêöiÿ

õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âiäáóëàñÿ á çà ñõåìîþ

∣∣Ψ−〉→ |ψ′′⟩ =
∣∣∣∣−

1

2

〉

1

∣∣∣∣
1

2

〉

2

. (8.5)
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Âiäçíà÷èìî, ùî â ìîìåíò t0 çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó äðóãî¨ ÷àñòèíêè
ïåðåõîäèòü âiä �ñòàòóñó� ïîâíiñòþ íåâèçíà÷åíîãî äî öiëêîì âèçíà÷åíî-
ãî, õî÷à íàä äðóãîþ ÷àñòèíêîþ íå âèêîíóâàëèñÿ æîäíi äi¨. Íiëüñ Áîð
ïîÿñíþ¹ òàêå ïåðåòâîðåííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó äðóãî¨ ÷àñòèíêè òèì, ùî â
ôóíêöi¨ (8.2) ñòàíè äâîõ ÷àñòèíîê ñêîðåëüîâàíi, òîáòî â öüîìó ñòàíi íå
ìîæíà ðîçäiëèòè ñòàíè îêðåìî êîæíî¨ ç ÷àñòèíîê. Òàêà êîðåëÿöiÿ ¹ ñïå-
öèôi÷íî êâàíòîâîþ, i âîíà íå ìà¹ àíàëîãà ó êëàñè÷íié ôiçèöi.

Îñêiëüêè ñòàí (8.2) ¹ ñôåðè÷íî-ñèìåòðè÷íèì, òî éîãî õâèëüîâà ôóí-
êöiÿ ìà¹ îäíàêîâèé âèãëÿä ó áóäü-ÿêîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi. Â çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó öþ ôóíêöiþ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

∣∣Ψ−〉 = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2
,−→n
〉

1

∣∣∣∣−
1

2
,−→n
〉

2

−
∣∣∣∣−

1

2
,−→n
〉

1

∣∣∣∣
1

2
,−→n
〉

2

)
, (8.6)

äå
∣∣±1

2
,−→n
〉
� öå ñïiíîâi ñòàíè îêðåìèõ ÷àñòèíîê, çíà÷åííÿ ïðîåêöié ñïiíó

íà âiñü, íàïðÿìîê ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ îäèíè÷íèì âåêòîðîì −→n , äîðiâíþ¹
±1

2
. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ÿêáè Àëiñà íàëàøòóâàëà ñâié ïðèëàä äëÿ âè-

ìiðþâàííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó íà íàïðÿìîê −→n , òî âîíà çíîâó-òàêè îòðèìàëà
á (ç iìîâiðíiñòþ w1 = w2 = 1/2) çíà÷åííÿ ±1

2
âiäïîâiäíèõ ïðîåêöié, i ïðè

öüîìó ðåäóêöiÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âiäáóâàëàñü áè çãiäíî

∣∣Ψ−〉→
{∣∣1

2
,−→n
〉
1

∣∣−1
2
,−→n
〉
2
, ÿêùî s1−→n = 1

2∣∣−1
2
,−→n
〉
1

∣∣1
2
,−→n
〉
2
, ÿêùî s1−→n = −1

2

. (8.7)

Ââàæà¹ìî çà ïîòðiáíå ïiäêðåñëèòè òóò, ùî ñòàíè (8.2) i (8.6) ¹ àáñîëþòíî
òîòîæíèìè.

Çâè÷àéíî, ó ñòàíàõ (8.7) ïðîåêöi¨ ñïiíó íà íàïðÿìîê −→n êîæíî¨ ç ÷à-
ñòèíîê ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèìè.

Âèñíîâîê: äî ìîìåíòó t0 äâî÷àñòèíêîâèé ñïiíîâèé ñòàí àäåêâàòíî
îïèñó¹òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ (8.2) àáî òîòîæíüîþ ¨é ôóíêöi¹þ (8.6).
Â äàíîìó ñòàíi çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ÷àñòèíîê íà
áóäü-ÿêó âiñü ïîâíiñòþ íåâèçíà÷åíi. Âíàñëiäîê êâàíòîâî¨ êîðåëÿöi¨ ñòà-
íiâ äâîõ îêðåìèõ ÷àñòèíîê â (8.2) i (8.6), ïiñëÿ ïðîöåäóðè âèìiðþâàííÿ
íàä ïåðøîþ ÷àñòèíêîþ ïðîåêöi¨ ñïiíó îáîõ ÷àñòèíîê ñòàþòü ïîâíiñòþ
âèçíà÷åíèìè, õî÷à äî äðóãî¨ ÷àñòèíêè íå áóëî çàñòîñîâàíî æîäíèõ äié.

Àëüáåðò Åéíøòåéí: ç ôàêòó îòðèìàííÿ çíà÷åííÿ s1z = 1
2
ïðîåêöi¨

ñïiíó ïåðøî¨ ÷àñòèíêè â ðåçóëüòàòi ïðîâåäåíî¨ Àëiñîþ ïðîöåäóðè âèìi-
ðþâàííÿ âèïëèâà¹, ùî â ðåàëüíî ïðèãîòîâàíîìó äâî÷àñòèíêîâîìó ñïiíî-
âîìó ñòàíi, ÿêèé ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ïîçíà÷à¹òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ
|Ψ−⟩, âæå áóëî çàêëàäåíî, ùî ïðè âèìiðþâàííi Àëiñà îòðèìà¹ ñàìå çíà-
÷åííÿ s1z = 1

2
. Âèìiðþâàííÿ ëèøå âiäêðèëî äëÿ íàñ òå, ùî âæå iñíóâàëî
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äî âèìiðþâàííÿ. Ïiñëÿ åêñïåðèìåíòó íàì ñòà¹ âiäîìèì òàêîæ çíà÷åííÿ
ïðîåêöi¨ ñïiíó äðóãî¨ ÷àñòèíêè. Àëå îñêiëüêè äî äðóãî¨ ÷àñòèíêè íå áóëî
çàñòîñîâàíî íiÿêèõ äié, i ìè çíà¹ìî çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó öi¹¨ ÷àñòèí-
êè, òî ëîãi÷íî ââàæàòè, ùî öå ñàìå çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ áóëî é ïðè t < t0.
Îòæå, âiä ñàìîãî ìîìåíòó ñòâîðåííÿ ñòàíó äâî÷àñòèíêîâî¨ ñèñòåìè òà ó
âñi íàñòóïíi ìîìåíòè ÷àñó t ≥ 0 çíà÷åííÿ s2z = −1

2
áóëî öiëêîì âèçíà-

÷åíå; âiäïîâiäíî äî ïðèéíÿòîãî âèùå îçíà÷åííÿ, s2z = −1
2
¹ åëåìåíòîì

ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi, ÿêèé ïîâèíåí çíàéòè ñâî¹ âiäîáðàæåííÿ â ïî÷àòêî-
âèõ äâî÷àñòèíêîâèõ ñòàíàõ, i ÿêîãî íåìà¹ ó êâàíòîâîìåõàíi÷íîìó ñïîñîái
îïèñó ñòàíó õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ. Àíàëîãi÷íî åëåìåíòàìè ôiçè÷íî¨ ðå-
àëüíîñòi ¹ ïðîåêöi¨ ñïiíó îáîõ ÷àñòèíîê íà áóäü-ÿêó iíøó âiñü. Àëå, çãiäíî
ïîëîæåíü êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, îïåðàòîðè ŝz òà ŝx íå êîìóòóþòü, i âiäïî-
âiäíi ïðîåêöi¨ ñïiíó íå ìîæóòü îäíî÷àñíî ìàòè ïåâíi çíà÷åííÿ. Îòæå,
êâàíòîâà ìåõàíiêà, çãiäíî Åéíøòåéíó, ïðèçâîäèòü äî íàñëiäêiâ, ÿêi ñó-
ïåðå÷àòü çäîðîâîìó ãëóçäó, òîáòî äî ïàðàäîêñó.

Ãîëîâíèé âèñíîâîê Åéíøòåéíà â ÅÏÐ-ðîáîòi ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó:
êâàíòîâà ìåõàíiêà ¹ íåïîâíîþ òåîði¹þ, îñêiëüêè iñíóþòü åëåìåíòè ôi-
çè÷íî¨ ðåàëüíîñòi, ÿêi æîäíèì ÷èíîì íå çíàéøëè ó íié âiäîáðàæåííÿ.
Õâèëüîâi ôóíêöi¨ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi íå ïîâíî îïèñóþòü ðåàëüíi ñòà-
íè ôiçè÷íèõ ñèñòåì. Ñàìå çâiäñè áåðå ïî÷àòîê ñòàòèñòè÷íèé õàðàêòåð
ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ.

Îòæå, íåñóìiñíiòü ïîëîæåíü êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ç, ÿê òîäi ââàæàëîñÿ,
áåçäîãàííî ëîãi÷íèìè àðãóìåíòàìè Åéíøòåéíà, îòðèìàëî íàçâó �ïàðà-
äîêñ Åéíøòåéíà-Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà (ÅÏÐ-ïàðàäîêñ)�.

Íà äóìêó Åéíøòåéíà, êâàíòîâó ìåõàíiêó ïîâèííà çàìiíèòè íîâà òå-
îðiÿ, ÿêà á àäåêâàòíî îïèñóâàëà ðåàëüíi âëàñòèâîñòi ôiçè÷íèõ ñèñòåì,
i â ÿêié áè çíàéøëè âiäîáðàæåííÿ âñi åëåìåíòè ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi. Çà
íàÿâíîñòi òàêî¨ íîâî¨ òåîði¨ êâàíòîâié ìåõàíiöi âiäâîäèëàñÿ á ðîëü ãðàíè-
÷íîãî âèïàäêó àáî æ ðåçóëüòàòó �äåÿêîãî óñåðåäíåííÿ�, ïðîâåäåíîãî çà
çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ ó íîâié òåîði¨. Çà òàêèõ óìîâ íîâà òåîðiÿ ïîÿñíþ-
âàëà á óñi ðåçóëüòàòè, ÿêi äà¹ êâàíòîâà ìåõàíiêà òà, êðiì òîãî, äàâàëà á
äîäàòêîâó iíôîðìàöiþ é áiëüø äåòàëüíî îïèñóâàëà á çìiñò ñòàíiâ ôiçè-
÷íèõ îá'¹êòiâ.

Ðåêîìåíäó¹ìî ÷èòà÷åâi çàïàì'ÿòàòè öi ìiðêóâàííÿ Åéíøòåéíà, îñêiëü-
êè íà íèõ áóäå ïîñèëàííÿ â íàñòóïíîìó ðîçäiëi ïiä ÷àñ îáãîâîðåííÿ òå-
îðåìè Áåëëà.

Äèñêóñi¨ Åéíøòåéíà ç Áîðîì ïðîäîâæèëèñÿ é ïiñëÿ âèõîäó â ñâiò
ÅÏÐ-ñòàòòi. Åéíøòåéí ïðîäîâæóâàâ ïðîïîíóâàòè âñå íîâi �óÿâíi åêñ-
ïåðèìåíòè�, Íiëüñ Áîð ðåàãóâàâ íà íèõ ç ïîçèöié êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.
Åéíøòåéí àáñîëþòíî íå ñïðèéìàâ ñòàòèñòè÷íîãî õàðàêòåðó òëóìà÷åííÿ
çàêîíiâ ïðèðîäè. �ß íå âiðþ, ùî Áîã ãðà¹ â êîñòi�, � êàçàâ Åéíøòåéí. �Íå
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íàøà öå ñïðàâà âêàçóâàòè Áîãîâi, ÿê éîìó êåðóâàòè ñâiòîì. Íàøà ñïðàâà
� âèâ÷àòè çàêîíè, ÿêi âñòàíîâèâ Áîã�, � âiäïîâiäàâ éîìó Áîð. Ôiçèêè,
ÿê i ðàíiøå, ïîäiëÿëèñÿ íà ïðèõèëüíèêiâ ïîãëÿäiâ Åéíøòåéíà òà Áîðà.
Çâàæàþ÷è íà âåëè÷åçíèé àâòîðèòåò Åéíøòåéíà, éîãî êîëåãè ïî÷àëè ðîç-
ðîáëÿòè òà ïðîïîíóâàòè íîâi òåîði¨, â ÿêèõ çàêëàäàëèñÿ iäå¨ Åéíøòåéíà
ïðî ââåäåííÿ â òåîðiþ ïàðàìåòðiâ, çíà÷åííÿ ÿêèõ äàëè á çìîãó îïèñàòè
âñi åëåìåíòè ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi.

Íîâi ìîäåëüíi òåîði¨, ÿêi îòðèìàëè çàãàëüíó íàçâó �òåîði¨ ç ëîêàëü-
íèìè ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè�, ïóáëiêóâàëèñÿ â íàóêîâèõ æóðíàëàõ,
îáãîâîðþâàëèñÿ íà ñåìiíàðàõ òà êîíôåðåíöiÿõ. Òàêi ìîäåëi íàâiòü îòðè-
ìàëè ñòiéêó àáðåâiàòóðó LHVM (Local Hidden Variables Model). Â òîé æå
÷àñ íà îñíîâi çâè÷àéíî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè áóëè äîñÿãíóòi çíà÷íi óñïi-
õè ÿê â òåîðåòè÷íîìó ïëàíi, òàê i â ïðèêëàäíèõ àñïåêòàõ (ðîçðîáëåíî
òåîðiþ àòîìíîãî ÿäðà, ïîÿñíåíî àòîìíi òà ÿäåðíi ñïåêòðè, ïîáóäîâàíî
çîííó òåîðiþ ó ôiçèöi òâåðäîãî òiëà, ñòâîðåíî ëàçåðè é ìàçåðè òîùî).
Îäíàê, ïðîòÿãîì ùå áàãàòüîõ ðîêiâ íiõòî íå çàïðîïîíóâàâ êðèòåðiþ, çà
ÿêèì ìîæíà áóëî á çðîáèòè îäèí ç òàêèõ àëüòåðíàòèâíèõ âèñíîâêiâ:

1. Ïðàâèé À. Åéíøòåéí.

2. Ïðàâèé Í. Áîð.

3. Îáèäâi êîíöåïöi¨ íåâiðíi.

×åòâåðòîãî âàðiàíòó, êîëè îáèäâi êîíöåïöi¨ âiðíi, áóòè íå ìîæå, îñêiëüêè
âîíè àáñîëþòíî íåñóìiñíi.

Ó 1955 ð. ïîìåð Àëüáåðò Åéíøòåéí, à ó 1962 ð. � Íiëüñ Áîð.
Îáèäâà âèäàòíi â÷åíi çàëèøèëè ÿñêðàâèé ñëiä ó íàóöi, à ùîäî òåìè ¨õ

äèñêóñié � êîæíèé äî êiíöÿ ñâî¨õ äíiâ áóâ ïåðåêîíàíèé ó ñâî¨é ïðàâîòi.

8.2 Íåðiâíiñòü Áåëëà

Â 1964 ð. Äæîí Áåëë, ÿêèé ïðàöþâàâ ó ÖÅÐÍi, îôiöiéíîþ ñïåöiàëiçàöi-
¹þ ÿêîãî áóëà ôiçèêà åëåìåíòàðíèõ ÷àñòèíîê i êâàíòîâà òåîðiÿ ïîëÿ, àëå
ñïðàâæíiì çàõîïëåííÿì ÿêîãî çàëèøàëàñÿ òåîðiÿ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çà-
ïðîïîíóâàâ êðèòåðié, çà äîïîìîãîþ ÿêîãî åêñïåðèìåíòàëüíî ìîæíà áóëî
çðîáèòè âèñíîâîê ùîäî áàãàòîði÷íî¨ äèñêóñi¨ ìiæ Àëüáåðòîì Åéíøòåé-
íîì i Íiëüñîì Áîðîì.

Áåëë, ïðèéíÿâøè âèñíîâîê ÅÏÐ-ðîáîòè ïðî òå, ùî êâàíòîâèé îïèñ
ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi íå ¹ ïîâíèì, â ÿêîñòi ðîáî÷î¨ ãiïîòåçè, ôîðìàëiçó-
âàâ iäå¨ ÅÏÐ-ñòàòòi â òåðìiíàõ ìîäåëi ëîêàëüíèõ ïðèõîâàíèõ ïàðàìåòðiâ
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(LHVM). Â îñíîâi òàêèõ ìîäåëåé ëåæàòü öiëêîì ëîãi÷íi, ÿê òîäi çäàâà-
ëîñÿ, ïðèïóùåííÿ, ñôîðìóëüîâàíi Åéíøòåéíîì:

1. Ðåçóëüòàòè, ùî îòðèìóþòüñÿ ïiä ÷àñ äîñëiäó, ¹ öiëêîì âèçíà÷åíèìè
âëàñòèâîñòÿìè òà ñòàíîì ÷àñòèíîê ùå äî (i íåçàëåæíî âiä) åêñïå-
ðèìåíòó. Òîáòî, öi âëàñòèâîñòi ¹ îá'¹êòèâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè
÷àñòèíîê i, îòæå, âîíè ¹ åëåìåíòàìè ôiçè÷íî¨ ðåàëüíîñòi.

2. Ðåçóëüòàòè åêñïåðèìåíòó (âèìiðþâàííÿ), îòðèìàíi â îäíîìó ìiñöi,
íå çàëåæàòü âiä áóäü-ÿêèõ äié, âèêîíàíèõ íà âåëèêèõ (â iäåàëi íà
ïðîñòîðîâîïîäiáíèõ) âiäñòàíÿõ.

Ïåðøå ç öèõ ïðèïóùåíü îòðèìàëî íàçâó �ðåàëiçì�, à äðóãå � �ëî-
êàëüíiñòü�. Âñi òåîði¨, â ÿêèõ çàêëàäàþòüñÿ íàâåäåíi âèìîãè, îòðèìàëè
íàçâó �òåîði¨, ïîáóäîâàíi íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó�. Äî òåîðié òàêî-
ãî òèïó âiäíîñÿòüñÿ âñi òåîðåòè÷íi ìîäåëi ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè
(LHVM).

Ïåðåéäåìî òåïåð äî àðãóìåíòiâ, âèêëàäåíèõ Äæîíîì Áåëëîì, ùî ïðè-
âîäÿòü äî íåðiâíîñòi Áåëëà.

Íà äåÿêèé ÷àñ çàáóäåìî ïðî êâàíòîâó ìåõàíiêó òà ðîçãëÿíåìî äå-
ÿêèé íàáið âèïàäêîâèõ âåëè÷èí A,B,C,D äîâiëüíî¨ ïðèðîäè, êîæíà ç
ÿêèõ ìîæå ïðèéìàòè ëèøå äâà çíà÷åííÿ: �+1� òà �−1�. Òàêèõ âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí ìîæíà íàâåñòè áåçëi÷. Íàïðèêëàä, ïiäêèäàþ÷è ÷îòèðè ìîíåòè,
ìè îòðèìà¹ìî âèïàäêîâèé íàáið ç �îðåë-ðåøêà�. Íåõàé �îðëó� ïðèïèøåìî
çíà÷åííÿ �+1�, à ðåøöi � �−1�. Ïiäêèäàþ÷è ìîíåòè áàãàòî ðàçiâ, îòðèìà-
¹ìî àíñàìáëü íàáîðiâ çíà÷åíü ÷îòèðüîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí. Î÷åâèäíî,
ùî ïåâíi çíà÷åííÿ êîæíîãî ç ÷îòèðüîõ åëåìåíòiâ ó íàáîði, â êîæíîìó
îêðåìîìó âèïðîáóâàííi, iñíóþòü íåçàëåæíî âiä òîãî, ïåðåâiðÿ¹ìî ìè öåé
ôàêò ÷è íi.

Óòâîðèìî òåïåð íàñòóïíó êîìáiíàöiþ ç âåëè÷èí A,B,C,D:

β = AB + AD + CB − CD

= A (B +D) + C (B −D) .
(8.8)

Ç (8.8) âèäíî, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü �±1� âèïàäêîâèõ
âåëè÷èí, îäèí ç äâîõ âèðàçiâ ó äóæêàõ çàâæäè ðiâíèé íóëþ, à âåëè÷èíà
β ïðèéìà¹ çíà÷åííÿ àáî �+2�, àáî �−2�. Çà öèõ óìîâ î÷åâèäíî, ùî ïðè
áàãàòîêðàòíié ãåíåðàöi¨ çíà÷åíü âåëè÷èí A,B,C,D ñåðåäí¹ àðèôìåòè÷íå
âåëè÷èíè β ëåæèòü ó ìåæàõ

−2 ≤ ⟨β⟩ ≤ 2, (8.9)

çâiäêè âèïëèâà¹
| ⟨β⟩ | ≤ 2. (8.10)
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Çíàê ðiâíîñòi â (8.10), ÿê êðàéíié âèïàäîê, âiäïîâiäà¹ ñèòóàöi¨, êîëè âñi
äîäàíêè ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ ìàþòü îäíàêîâèé çíàê.

Íàãàäà¹ìî ùå ðàç, ùî íåðiâíîñòi (8.9) òà (8.10) ìàþòü ìiñöå äëÿ äî-
âiëüíèõ ÷îòèðüîõ âèïàäêîâèõ âåëè÷èí, êîæíà ç ÿêèõ ìîæå ïðèéìàòè
ëèøå çíà÷åííÿ �±1�.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ñèñòåìó äâîõ ÷àñòèíîê çi ñïiíîì s = 1
2
. Ïîçíà÷èìî

÷åðåç

(−→σ1 · −→a ) ,
(−→σ2 ·

−→
b
)
, (−→σ1 · −→c ) ,

(−→σ2 ·
−→
d
)

(8.11)

ïîäâiéíi çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ÷àñòèíîê íà îñi, ÿêi
âèçíà÷àþòüñÿ îäèíè÷íèìè âåêòîðàìè −→a ,−→b ,−→c ,−→d , äîâiëüíî îði¹íòîâà-
íèìè â ïðîñòîði. Íàäàëi, äëÿ ñêîðî÷åííÿ, âåëè÷èíè (8.11) íàçèâàòèìåìî
�ïðîåêöi¨ ñïiíó�.

Ç âåëè÷èí (8.11) óòâîðèìî íàñòóïíó êîìáiíàöiþ:

β = (−→σ1 · −→a )
[(−→σ2 ·

−→
b
)
+
(−→σ2 ·

−→
d
)]

+ (−→σ1 · −→c )
[(−→σ2 ·

−→
b
)
−
(−→σ2 ·

−→
d
)]
.

(8.12)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîöåäóðè îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè β:

1. Ó ìåæàõ òåîði¨ ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè, ïîáóäîâàíî¨ íà îñíîâi
ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó çà Åéíøòåéíîì.

2. Íà îñíîâi êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè â iíòåðïðåòàöi¨ Íiëüñà Áîðà.

Ïðèïóñòèìî, ùî â ëàáîðàòîði¨ ãîòóþòüñÿ êîïi¨ äâî÷àñòèíêîâèõ ñïiíî-
âèõ ñòàíiâ, ÿêi ç ïîçèöi¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ââàæàþòüñÿ òîòîæíiìè òà
îïèñóþòüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ |χ⟩.

Ç ïîçèöié òåîði¨ LHVM, öi ñòàíè, âçàãàëi êàæó÷è, íå ¹ òîòîæíiìè,
îñêiëüêè âîíè ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäèí âiä îäíîãî çíà÷åííÿìè ïðèõî-
âàíèõ ïàðàìåòðiâ. Àëå ç ïðèíöèïó �ðåàëiçìó� âèïëèâà¹, ùî ó êîæíîìó
îêðåìî ïðèãîòîâàíîìó ñòàíi âåëè÷èíè (8.11) ìàþòü ïåâíi çíà÷åííÿ: àáî
�+1�, àáî �−1�. Öi çíà÷åííÿ ¹ îá'¹êòèâíîþ ðåàëüíiñòþ, âîíè iñíóþòü íå-
çàëåæíî âiä òîãî, ïðîâîäèòüñÿ ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ ÷è íi. ßêùî çíà-
÷åííÿ ïàðàìåòðiâ íå âiäîìi, òî (8.11) ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâèìè âåëè-
÷èíàìè, ÿêi âiäïîâiäàþòü âëàñòèâîñòÿì âåëè÷èí A,B,C,D, ðîçãëÿíóòèõ
âèùå:

(−→σ1 · −→a ) ∼ A,
(−→σ2 ·

−→
b
)
∼ B, (−→σ1 · −→c ) ∼ C,

(−→σ2 ·
−→
d
)
∼ D. (8.13)
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Òîäi, î÷åâèäíî, âèðàç (8.12) ¹ ÷àñòêîâèì âèïàäêîì (8.8) i, îòæå, ïîâèííà
ìàòè ìiñöå íåðiâíiñòü

∣∣∣∣∣

〈
(−→σ1 · −→a )

[(−→σ2 ·
−→
b
)
+
(−→σ2 ·

−→
d
)]

+ (−→σ1 · −→c )
[(−→σ2 ·

−→
b
)
−
(−→σ2 ·

−→
d
)]〉∣∣∣∣∣ ≤ 2.

(8.14)

Íåðiâíiñòü (8.14) ìà¹ íàçâó �íåðiâíiñòü Áåëëà ó ôîðìi Êëàóçåðà-Õîðíà-
Øèìîíi-Õîëòà�, àáî CHSH (âiä Clauser-Horne-Shimony-Holt).

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñòâîðåíà äåÿêà òåîðiÿ ç ïàðàìåòðàìè, ÿêà, íà
âiäìiíó âiä êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çà êðèòåðiÿìè Åéíøòåéíà ¹ ïîâíîþ. Ââà-
æà¹òüñÿ, ùî â òàêié òåîði¨ ñòàí êîæíî¨ êîïi¨ àäåêâàòíî îïèñó¹ ôiçè÷íó
ðåàëüíiñòü. Çíà÷åííÿ ñóêóïíîñòi ïàðàìåòðiâ äëÿ j-¨ êîïi¨ ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç λj. Òåïåð ó êîæíié êîïi¨ äâî÷àñòèíêîâîãî ñòàíó ïðîåêöi¨ ñïiíó ÿê
ïåðøî¨, òàê i äðóãî¨ ÷àñòèíîê áóäóòü öiëêîì âèçíà÷åíi, i âåëè÷èíè öèõ
ïðîåêöié âæå íå ìîæíà ââàæàòè âèïàäêîâèìè. Çàìiñòü (8.11) äëÿ ïðîå-
êöié ñïiíó òåïåð ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

σ1 (
−→a , λj) , σ2

(−→
b , λj

)
, σ1 (

−→c , λj) , σ2

(−→
d , λj

)
. (8.15)

Àëå, îñêiëüêè é òåïåð êîæíà ç âåëè÷èí (8.15) äëÿ êîæíîãî λj ìîæå ïðè-
éìàòè ëèøå êîíêðåòíi çíà÷åííÿ (àáî �+1�, àáî �−1�), òî, î÷åâèäíî,

β′
j = σ1 (

−→a , λj) ·
[
σ2

(−→
b , λj

)
+ σ2

(−→
d , λj

)]

+ σ1 (
−→c , λj) ·

[
σ2

(−→
b , λj

)
− σ2

(−→
d , λj

)] (8.16)

ïðè êîæíîìó j áóäå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ àáî �+2�, àáî �−2� i, îòæå, ìà¹
ìiñöå íåðiâíiñòü

|⟨β′⟩| =
∣∣∣∣∣
1

N

N∑

j=1

β′
j

∣∣∣∣∣ ≤ 2. (8.17)

Ðîçãëÿíåìî òåïåð ïðîöåäóðó îá÷èñëåííÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ âåëè-
÷èíè β íà îñíîâi êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi êîæíié ñïîñòåðåæóâàíié ôiçè÷íié âåëè÷èíi ñòà-
âèòüñÿ ó âiäïîâiäíiñòü åðìiòîâèé îïåðàòîð. Âåëè÷èíàì (8.11) âiäïîâiäà-
þòü îïåðàòîðè

(−̂→σ1 · −→a
)
,
(−̂→σ2 ·

−→
b
)
,
(−̂→σ1 · −→c

)
,
(−̂→σ2 ·

−→
d
)
, (8.18)
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äå −̂→σ1 òà −̂→σ2 � îïåðàòîðè Ïàóëi, ùî äiþòü ó ïðîñòîðàõ ñïiíîâèõ ñòàíiâ
ïåðøî¨ òà äðóãî¨ ÷àñòèíîê âiäïîâiäíî. Âåëè÷èíà β ç (8.12) òàêîæ ¹ îïå-
ðàòîðîì

β̂ =
(−̂→σ1 · −→a

) [(−̂→σ2 ·
−→
b
)
+
(−̂→σ2 ·

−→
d
)]

+
(−̂→σ1 · −→c

) [(−̂→σ2 ·
−→
b
)
−
(−̂→σ2 ·

−→
d
)]
,

(8.19)

ÿêèé ìà¹ íàçâó �îïåðàòîð Áåëëà�.
Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà íà àíñàìáëi êîïié ñòàíó |χ⟩ ó êâàíòîâié

ìåõàíiöi çàïèñó¹òüñÿ ó âèãëÿäi äiàãîíàëüíîãî ìàòðè÷íîãî åëåìåíòó

⟨β⟩ =
〈
χ
∣∣∣ β̂
∣∣∣χ
〉
. (8.20)

Â ÿêîñòi ñòàíó |χ⟩ îáåðåìî, íàïðèêëàä, âæå âiäîìèé íàì ñòàí Áåëëà
|Ψ−⟩:

|χ⟩ =
∣∣Ψ−〉 = 1√

2

(∣∣∣∣
1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉

2

−
∣∣∣∣−

1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣
1

2

〉

2

)
, (8.21)

äå
∣∣±1

2

〉
� öå ñòàíè, â ÿêèõ ïðîåêöi¨ ñïiíiâ îêðåìèõ ÷àñòèíîê ìàþòü

çíà÷åííÿ �±1
2
� (à ïðîåêöi¨ îïåðàòîðiâ Ïàóëi ìàþòü çíà÷åííÿ �±1�). Òîäi,

ïiäñòàâëÿþ÷è (8.19) òà (8.21) â (8.20), îòðèìó¹ìî

⟨β⟩ =
〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
b
) ∣∣∣Ψ−

〉

+
〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
d
) ∣∣∣Ψ−

〉

+
〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
b
) ∣∣∣Ψ−

〉

−
〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
d
) ∣∣∣Ψ−

〉
.

(8.22)

Îá÷èñëþþ÷è çà ïðàâèëàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè, çíàõîäèìî, ùî
〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
b
) ∣∣∣Ψ−

〉
= −

(−→a · −→b
)
. (8.23)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäÿòüñÿ é iíøi äîäàíêè â (8.22), ùî äà¹

⟨β⟩ = −
(−→a · −→b

)
−
(−→a · −→d

)
−
(−→c · −→b

)
+
(−→c · −→d

)
, àáî

| ⟨β⟩ | =
∣∣∣
(−→a · −→b

)
+
(−→a · −→d

)
+
(−→c · −→b

)
−
(−→c · −→d

)∣∣∣ .
(8.24)
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−→a

−→
b

−→c

−→
d

π/4

π/4π/4

Ðèñ. 8.2: Ñõåìà îði¹íòàöi¨ âåêòîðiâ −→a ,−→b ,−→c ,−→d

Çíà÷åííÿ |⟨β⟩|, çâè÷àéíî, çàëåæèòü âiä íàïðÿìêiâ âåêòîðiâ −→a ,−→b ,−→c ,−→d ,
íà ÿêi ïðîåêòóþòüñÿ ñïiíè ÷àñòèíîê. Îáåðåìî öi âåêòîðè òàê, ùîá âîíè
áóëè ðîçòàøîâàíi â îäíié ïëîùèíi çãiäíî ñõåìè, çîáðàæåíié íà Ðèñ. 8.2.
Òîäi

(−→a · −→b
)
=
(−→a · −→d

)
=
(−→c · −→b

)
= cos

π

4
=

1√
2
,

(−→c · −→d
)
= cos

3π

4
= − 1√

2
,

(8.25)

ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (8.24) äà¹

|⟨β⟩| =
∣∣∣∣
1√
2
+

1√
2
+

1√
2
−
(
− 1√

2

)∣∣∣∣ = 2
√
2 > 2. (8.26)

Òàêèì ÷èíîì, çíà÷åííÿ âåëè÷èíè |⟨β⟩| ó êâàíòîâîìó ñòàíi |Ψ−⟩ ïîðó-
øó¹ íåðiâíiñòü Áåëëà.

Çðîáèìî ïîïåðåäíié âèñíîâîê, ÿêèé âèïëèâà¹ ç îòðèìàíèõ ðåçóëüòà-
òiâ: êâàíòîâà ìåõàíiêà i òåîði¨ ç äîäàòêîâèìè ïàðàìåòðàìè, ïîáóäîâàíi
íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó, ïðèâîäÿòü äî ðiçíèõ çíà÷åíü âåëè÷èíè
|⟨β⟩|:

� Ðîçðàõóíêè íà îñíîâi áóäü-ÿêî¨ ìîäåëi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó çàäî-
âîëüíÿþòü íåðiâíiñòü Áåëëà.

� Ó êâàíòîâié ìåõàíiöi iñíóþòü ñòàíè, ÿêi ïîðóøóþòü íåðiâíiñòü Áåë-
ëà.

Àëå íà äàíîìó åòàïi ùå íå ìîæíà âiääàòè ïåðåâàãó àíi êîíöåïöi¨ Åéí-
øòåéíà, àíi êîíöåïöi¨ Áîðà. ßê ïðèéíÿòî ó ôiçèöi, ÿêùî äâi ðiçíi òåîði¨
ïåðåäáà÷àþòü ðiçíi ðåçóëüòàòè äëÿ îäíi¹¨ é òi¹¨ æ ñàìî¨ âåëè÷èíè, òî âñå
âèðiøó¹ íàëåæíèì ÷èíîì ïîñòàâëåíèé åêñïåðèìåíò.
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Ïiä ÷àñ âèâåäåííÿ íåðiâíîñòi Áåëëà âæå áóëà çàêëàäåíà âèìîãà �ðå-
àëiçì�, îñêiëüêè çíà÷åííÿ ïðîåêöié ñïiíó â òåîði¨ ç ïàðàìåòðàìè ââàæà-
ëèñÿ îá'¹êòèâíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ÷àñòèíîê, iñíóâàííÿ çíà÷åíü ÿêèõ
íå çàëåæèòü âiä òîãî, âèêîíó¹òüñÿ ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ ÷è íi.

Äðóãà âèìîãà Åéíøòåéíà � �ëîêàëüíiñòü� � ïîâèííà çàäîâîëüíÿòèñÿ
ñàìå òàêîþ ïîñòàíîâêîþ åêñïåðèìåíòó, â ÿêié ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ
â îäíîìó ìiñöi æîäíèì ÷èíîì íå âïëèâà¹ íà ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ â
iíøîìó.

Òàêèé åêñïåðèìåíò ìîæíà óÿâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì. Äëÿ äåìîíñòðà-
öi¨ óÿâíîãî äîñëiäó ñêîðèñòà¹ìîñÿ äîïîìîãîþ äâîõ âæå âiäîìèõ íàì åêñ-
ïåðèìåíòàòîðiâ, ÿêèõ â íàóêîâié ëiòåðàòóði ïðèéíÿòî íàçèâàòè Àëiñà
(Alice) òà Áîá (Bob).

Íåõàé ó ëàáîðàòîði¨ ãîòóþòüñÿ, çà îäíi¹þ é òi¹þ æ ñàìîþ ïðîöåäó-
ðîþ, ñêiëüêè çàâãîäíî êîïié äâî÷àñòèíêîâîãî ñòàíó |Ψ−⟩ (8.21). Ïiñëÿ
ïðèãîòóâàííÿ ÷åðãîâî¨ êîïi¨ ÷àñòèíêè ðîçëiòàþòüñÿ ó ïðîòèëåæíi áîêè,
òàê ùî íàä ïåðøîþ ÷àñòèíêîþ ïðîöåäóðó âèìiðþâàííÿ ïðîåêöié ñïiíó
ìîæå âèêîíóâàòè Àëiñà, à íàä äðóãîþ � Áîá. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ óìîâè
�ëîêàëüíîñòi � çà Åéíøòåéíîì ââàæà¹òüñÿ, ùî Àëiñà òà Áîá çíàõîäÿòüñÿ
íà âåëèêié âiäñòàíi îäèí âiä îäíîãî, òîáòî âèìiðþâàííÿ íàä îäíi¹þ ÷à-
ñòèíêîþ æîäíèì ÷èíîì íå âïëèâàþòü íà âèìiðþâàííÿ íàä äðóãîþ. Äëÿ
ãàðàíòîâàíîãî çàáåçïå÷åííÿ óìîâè ëîêàëüíîñòi ìîæíà òàêîæ ââàæàòè
(õî÷à é íå îáîâ'ÿçêîâî), ùî îáèäâà åêñïåðèìåíòàòîðè ïðîâîäÿòü ïðîöå-
äóðó âèìiðþâàííÿ îäíî÷àñíî.

Íåõàé Àëiñà â êîæíié êîïi¨ ñòàíó |Ψ−⟩ âèìiðþ¹ ïðîåêöiþ ñïiíó ïåðøî¨
÷àñòèíêè íà íàïðÿìîê àáî −→a , àáî −→c . Áîá âèìiðþ¹ ïðîåêöiþ ñïiíó äðóãî¨
÷àñòèíêè íà íàïðÿìîê àáî

−→
b , àáî

−→
d . Ïðè öüîìó âèáið îäíîãî ç äâîõ

âèçíà÷åíèõ íàïðÿìêiâ âiäáóâà¹òüñÿ âèïàäêîâèì ÷èíîì òà íå çàëåæèòü
íi âiä Àëiñè, íi âiä Áîáà.

Îòæå, ïðèãîòóâàííÿ îäíi¹¨ êîïi¨ ñòàíó |Ψ−⟩ ç íàñòóïíîþ ïðîöåäóðîþ
âèìiðþâàíü äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè åêñïåðèìåíòàëüíå çíà÷åííÿ îäíîãî ç ÷î-
òèðüîõ âèðàçiâ-äîáóòêiâ:

(−̂→σ1 · −→a
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)
,
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
d
)
,

(−̂→σ1 · −→c
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)
,
(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
d
)
.

(8.27)

Ïðèïóñòèìî, ùî áóëî ïðèãîòîâàíî òà âèìiðÿíî N êîïié |Ψ−⟩, ïðè÷î-
ìó N1 ç íèõ äàâàëè çíà÷åííÿ âèðàçó

(−̂→σ1 · −→a
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)
, N2 � çíà÷åííÿ

(−̂→σ1 · −→a
)(−̂→σ2 ·

−→
d
)
, N3 � çíà÷åííÿ

(−̂→σ1 · −→c
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)
, i N4 � çíà÷åííÿ
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(−̂→σ1 · −→c
)(−̂→σ2 ·

−→
d
)
òàê, ùî

N1 +N2 +N3 +N4 = N. (8.28)

Ââàæàþ÷è âñi ÷èñëà N1, N2, N3, N4 äîñòàòíüî âåëèêèìè, ìîæíà îá÷èñëè-
òè ñåðåäíi çíà÷åííÿ:

〈(−̂→σ1 · −→a
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)〉

=
1

N1

N1∑

i=1

〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
b
) ∣∣∣Ψ−

〉
,

〈(−̂→σ1 · −→a
)(−̂→σ2 ·

−→
d
)〉

=
1

N2

N2∑

j=1

〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
d
) ∣∣∣Ψ−

〉
,

〈(−̂→σ1 · −→c
)(−̂→σ2 ·

−→
b
)〉

=
1

N3

N3∑

k=1

〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
b
) ∣∣∣Ψ−

〉
,

〈(−̂→σ1 · −→c
)(−̂→σ2 ·

−→
d
)〉

=
1

N4

N4∑

ℓ=1

〈
Ψ−
∣∣∣
(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
d
) ∣∣∣Ψ−

〉
.

(8.29)

Òîäi, íà îñíîâi (8.29), ìîæíà åêñïåðèìåíòàëüíî âèðàõóâàòè çíà÷åííÿ
âåëè÷èíè ⟨β⟩åêñï:

⟨β⟩åêñï =
〈(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
b
)〉

+
〈(−̂→σ1 · −→a

)(−̂→σ2 ·
−→
d
)〉

+
〈(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
b
)〉

−
〈(−̂→σ1 · −→c

)(−̂→σ2 ·
−→
d
)〉

.
(8.30)

Çàëèøà¹òüñÿ òåïåð çðîáèòè îñòàííié êðîê: çà íàâåäåíèì àëãîðèòìîì,
çàìiñòü óÿâíîãî äîñëiäó, ïðîâåñòè ñïðàâæíié åêñïåðèìåíò òà ç îòðèìà-
íèõ çíà÷åíü îá÷èñëèòè ðåàëüíå çíà÷åííÿ ⟨β⟩åêñï.

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî âèêîðèñòàííÿ ñïiíîâèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi äëÿ
ïîÿñíåííÿ çìiñòó íåðiâíîñòi Áåëëà, çâè÷àéíî, íå ¹ ¹äèíîþ ìîæëèâiñòþ.
ßê òåîðåòè÷íi ðîçðàõóíêè, òàê i ðåàëüíi åêñïåðèìåíòàëüíi ïðîöåäóðè
âèìiðþâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè iç çàñòîñóâàííÿì iíøèõ ñòóïåíiâ âiëüíîñòi
÷àñòèíîê. Òàê ñòàëîñÿ, ùî ïåðøi åêñïåðèìåíòè, ÿêi äîçâîëÿëè íàäiéíî
òà ç âèñîêîþ òî÷íiñòþ çíàéòè ⟨β⟩åêñï, áóëè ïðîâåäåíi ç âèêîðèñòàí-
íÿì ôîòîíiâ. Òàêi äîñëiäè áóëè ïîñòàâëåíi ãðóïîþ Àñïåêòà â 1981-1982
ðð. Çàïëóòàíèé ñòàí ïàðè ôîòîíiâ îòðèìóâàâñÿ çà äîïîìîãîþ ò. çâ. åôå-
êòó �âíèç-êîíâåðñiÿ� (down conversion), â ÿêîìó êðèñòàë ïåðåòâîðþâàâ
îäèí óëüòðàôiîëåòîâèé ôîòîí íà äâà ÷åðâîíèõ. Çàìiñòü ñïiíîâèõ Àñïåêò
âèêîðèñòîâóâàâ ïîëÿðèçàöiéíi ñòóïåíi âiëüíîñòi. Ñòàí ïîëÿðèçàöi¨ êî-
æíîãî ôîòîíà ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ áàçèñíèõ
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ñòàíiâ |H⟩ (ãîðèçîíòàëüíà ïîëÿðèçàöiÿ) i |V ⟩ (âåðòèêàëüíà ïîëÿðèçàöiÿ).
Äâî÷àñòèíêîâèé ñòàí |Ψ−⟩ â öüîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|H⟩1 ⊗ |V ⟩2 − |V ⟩1 ⊗ |H⟩2) . (8.31)

Äåòàëüíèé îïèñ åêñïåðèìåíòó Àñïåêòà íå âõîäèòü çàðàç â íàøi íà-
ìiðè. Âiäçíà÷èìî òóò ãîëîâíå: Àëåí Àñïåêò ïåðåêîíëèâî ïîêàçàâ çà äî-
ïîìîãîþ ðåàëüíîãî åêñïåðèìåíòó, ùî çàïëóòàíi êâàíòîâi ñòàíè, çîêðåìà
ñòàíè Áåëëà, ïîðóøóþòü íåðiâíiñòü Áåëëà, îñêiëüêè îòðèìàíå íèì çíà-
÷åííÿ âåëè÷èíè |⟨β⟩åêñï| äiéñíî ïåðåâèùó¹ çíà÷åííÿ �2�.

Ïîðóøåííÿ íåðiâíîñòi Áåëëà çàïëóòàíèìè êâàíòîâèìè ñòàíàìè ïî-
ÿñíþ¹òüñÿ íàÿâíiñòþ â òàêèõ ñòàíàõ ñïåöèôi÷íèõ êâàíòîâèõ êîðåëÿöié,
ÿêèì íå iñíó¹ àíàëîãiâ ó êëàñè÷íié ôiçèöi. Íàãàäà¹ìî, ùî âñi òåîði¨ òà
ìîäåëi, çàñíîâàíi íà ïðèíöèïàõ ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó, çàäîâîëüíÿþòü íå-
ðiâíiñòü Áåëëà. Åêñïåðèìåíò Àñïåêòà ïîêàçàâ, ùî ïðèíàéìíi âiä îäíîãî
ç äâîõ ïðèíöèïiâ (�ëîêàëüíiñòü� àáî �ðåàëiçì�) ó òîìó ñåíñi, ÿêèé íàäàâàâ
¨ì Àëüáåðò Åéíøòåéí, ñëiä âiäìîâèòèñÿ. Ðàçîì ç òèì, äîñëiä ïîêàçàâ, ùî
îòðèìàíi åêñïåðèìåíòàëüíèì øëÿõîì ðåçóëüòàòè öiëêîì óçãîäæóþòüñÿ
ç âèñíîâêàìè êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè.

Ïiäñóìêîâi âèñíîâêè, ùî âèïëèâàþòü ç íåðiâíîñòi Áåëëà òà ôàêòó
¨¨ ïîðóøåííÿ êâàíòîâîþ ìåõàíiêîþ, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíèì
÷èíîì.

Òåîðåìà Áåëëà: æîäíà òåîðiÿ, ïîáóäîâàíà íà îñíîâi ïðèíöèïiâ
ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó (òåîðiÿ ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè), íå ìî-
æå âiäòâîðèòè âñi êîðåëÿöi¨, ÿêi âèÿâëÿ¹ êâàíòîâà ìåõàíiêà.

Òåïåð ñàìå ÷àñ íàãàäàòè òó ðîëü, ÿêó âiäâîäèâ Åéíøòåéí êâàíòî-
âié ìåõàíiöi ïiñëÿ ñòâîðåííÿ �ïðàâèëüíî¨ òà ïîâíî¨� òåîði¨, ïîáóäîâàíî¨
íà îñíîâi ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó. Åéíøòåéí ââàæàâ, ùî êâàíòîâà ìåõàíiêà
áóäå ëèøå ãðàíè÷íèì âèïàäêîì òàêî¨ òåîði¨. Îòæå, êâàíòîâà ìåõàíiêà
áóëà áè çäàòíà ëèøå ÷àñòêîâî âiäòâîðèòè òå, ùî á äàâàâ ïîâíèé îïèñ ðå-
àëüíîñòi çà äîïîìîãîþ ïðèõîâàíèõ ïàðàìåòðiâ. Òåîðåìà Áåëëà ïîâíiñòþ
ñïðîñòîâó¹ òâåðäæåííÿ Åéíøòåéíà, îñêiëüêè êâàíòîâà ìåõàíiêà îïèñó¹
âëàñòèâîñòi ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ (êâàíòîâi êîðåëÿöi¨), ÿêi íå çäàòíà âèÿâè-
òè �ïîâíà� òåîðiÿ.

Âåëèêå çíà÷åííÿ òåîðåìè Áåëëà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî âîíà íå ñïèðà¹-
òüñÿ íà æîäíó êîíêðåòíó ìîäåëü ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè; âîíà âèíî-
ñèòü âèðîê ñàìå çàãàëüíèì òà ôóíäàìåíòàëüíèì ïðèïóùåííÿì êëàñè÷íî¨
êàðòèíè ñâiòó.
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Ìîæíà çðîáèòè âèñíîâîê, ùî íåðiâíiñòü Áåëëà òà åêñïåðèìåíò Àñïå-
êòà ïîñòàâèëè êðàïêó â áàãàòîði÷íèõ äèñêóñiÿõ Åéíøòåéíà òà Áîðà.

Îãîëîøåííÿ ðåçóëüòàòiâ äîñëiäiâ Àñïåêòà âèêëèêàëî øèðîêèé ðåçî-
íàíñ. Íàóêîâà ñïiëüíîòà âiäðàçó âèçíàëà âàæëèâiñòü äàíîãî åêñïåðèìåí-
òó. Öåé äîñëiä ñòàâ ñòèìóëîì äî ÷èñëåííèõ ïîäàëüøèõ åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ äîñëiäæåíü, i âñi âîíè ðàç çà ðàçîì ïiäòâåðäæóâàëè ôàêò ïîðóøåííÿ
íåðiâíîñòi Áåëëà çàïëóòàíèìè ñòàíàìè.

Ïîñëiäîâíèêè êîíöåïöi¨ Åéíøòåéíà ïðèñêiïëèâî ïåðåâiðÿëè äåòàëi
ïîñòàíîâêè åêñïåðèìåíòiâ i çíàõîäèëè â íèõ òàê çâàíi �ëàçiâêè� (loopholes),
ÿêi äîçâîëÿëè ïîñòàâèòè ïiä ñóìíiâ ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü.

Îñíîâíi çàóâàæåííÿ ñòîñóâàëèñÿ ñòàòèñòè÷íîãî ïiäðàõóíêó. Ñïðàâà
â òîìó, ùî äåòåêòîðè, ÿêi ðå¹ñòðóþòü ÷àñòèíêè â åêñïåðèìåíòàõ, íå ¹
iäåàëüíèìè. Âíàñëiäîê öüîãî ÷àñòèíà ïîäié íå ðå¹ñòðó¹òüñÿ i, îòæå, åêñ-
ïåðèìåíòàëüíà âèáiðêà ïîäié íå âiäïîâiäà¹ òåîðåòè÷íèì ðîçðàõóíêàì.

Â ÿêîñòi äðóãîãî íåäîëiêó îïîíåíòè ââàæàëè íåäîñòàòíþ âiäñòàíü
ìiæ äâîìà äåòåêòîðàìè, ùî ðå¹ñòðóþòü ñêîðåëüîâàíi ïîäi¨. Îòæå, íà ¨õ
äóìêó, â ðåàëüíîìó åêñïåðèìåíòi íå âèêîíó¹òüñÿ âèìîãà �ëîêàëüíîñòi�,
òîáòî âèìiðþâàííÿ îäíi¹¨ âåëè÷èíè ìîæå ôiçè÷íî âïëèâàòè íà ðåçóëüòàò
âèìiðþâàííÿ äðóãî¨.

Åêñïåðèìåíòàòîðè ðåàãóâàëè íà çàóâàæåííÿ îïîíåíòiâ, âäîñêîíàëþ-
âàëè ìåòîäèêè âèìiðþâàííÿ òà ïiäòâåðäæóâàëè âèñíîâîê, çðîáëåíèé Àñïå-
êòîì. Íàðåøòi â 2015 ð. ãðóïà Õåíñåíà âèêîíàëà åêñïåðèìåíò ç ðå¹ñòðàöi¨
ñïiíiâ åëåêòðîíiâ íà âiäñòàíi 1, 3 êì. îäèí âiä îäíîãî. Íà äóìêó àâòîðiâ,
åêñïåðèìåíò âïåâíåíî ïîêàçàâ ïîðóøåííÿ íåðiâíîñòi Áåëëà, à âèêîðèñòà-
íà ìåòîäèêà ïîâíiñòþ âèêëþ÷à¹ íàÿâíiñòü ëàçiâîê.

Íà äàíèé ÷àñ ïåðåâàæíà áiëüøiñòü ôiçèêiâ ââàæà¹ áåçñóìíiâíîþ ïå-
ðåìîãó êîíöåïöi¨ Íiëüñà Áîðà íàä êîíöåïöi¹þ Àëüáåðòà Åéíøòåéíà.

8.3 Ïðèêëàä ìîäåëi, ïîáóäîâàíî¨ íà îñíîâi

ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó

Îñêiëüêè â ñâié ÷àñ ìîäåëÿì ç ïðèõîâàíèìè ïàðàìåòðàìè áóëî ïðèñâÿ÷å-
íî áàãàòî óâàãè, ðåàëiçîâàíî¨ ó âèãëÿäi äèñêóñié, êîíôåðåíöié òà ÷èñëåí-
íèõ ïóáëiêàöié ó æóðíàëàõ, ââàæà¹ìî çà äîöiëüíå íàâåñòè òóò ïðîñòèé
ìîæëèâèé ïðèêëàä, ÿêèé ìîæå äàòè çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî òàêi ìîäåëi.

Ðîçãëÿíåìî ùå ðàç ñèòóàöiþ, íàâåäåíó âèùå. Íåõàé â äåÿêié ëàáîðà-
òîði¨ ãîòóþòüñÿ êîïi¨ äâî÷àñòèíêîâèõ ñïiíîâèõ ñòàíiâ Áåëëà |Ψ−⟩ (8.21),
ÿêi ç ïîçèöi¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ¹ òîòîæíèìè, à â ìîäåëÿõ ëîêàëüíîãî
ðåàëiçìó ç äîäàòêîâèìè ïàðàìåòðàìè (äî ÿêèõ âiäíîñèòüñÿ i íàøà ìî-
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äåëü) ìîæóòü âiäðiçíÿòèñÿ îäèí âiä îäíîãî çíà÷åííÿìè ïàðàìåòðiâ. Áó-
äåìî ââàæàòè, ùî ñòàí îêðåìî¨ ÷àñòèíêè õàðàêòåðèçó¹òüñÿ ïàðàìåòðîì
� íàïðÿìêîì êëàñè÷íîãî âåêòîðà

−→
λ , |−→λ | = 1. Îñêiëüêè äâî÷àñòèíêîâèé

ñòàí |Ψ−⟩ ¹ ñôåðè÷íî ñèìåòðè÷íèì, òî ëîãi÷íî ââàæàòè, ùî ÿêùî ñòàí
îäíi¹¨ ÷àñòèíêè â |Ψ−⟩ õàðàêòåðèçó¹òüñÿ çíà÷åííÿì ïàðàìåòðà

−→
λ1 =

−→
λ ,

òî ñòàí äðóãî¨ ÷àñòèíêè � çíà÷åííÿì
−→
λ2 = −−→

λ .
Â ìîäåëÿõ ëîêàëüíîãî ðåàëiçìó ïðîåêöi¨ ñïiíó ÿê ïåðøî¨, òàê i äðóãî¨

÷àñòèíêè íà êîæíèé çàäàíèé íàïðÿìîê ó êîæíié îêðåìié êîïi¨ |Ψ−⟩ ¹
öiëêîì âèçíà÷åíèìè, îñêiëüêè ââàæà¹òüñÿ, ùî â êîíêðåòíié êîïi¨

−→
λ ìà¹

ïåâíå çíà÷åííÿ.
Ïîçíà÷èìî äëÿ äåÿêî¨ êîïi¨ ñòàíó |Ψ−⟩ ÷åðåç σ1

(−→a ,−→λ
)
ïðîåêöiþ ñïi-

íó ïåðøî¨ ÷àñòèíêè íà íàïðÿìîê −→a , i ÷åðåç σ2
(−→
b ,−−→

λ
)
� ïðîåêöiþ ñïi-

íó äðóãî¨ ÷àñòèíêè íà íàïðÿìîê
−→
b . Íàøà ìîäåëü, ÿê i áóäü-ÿêà iíøà, ìà¹

ðàõóâàòèñÿ ç ôàêòàìè, ùî âèïëèâàþòü ç åêñïåðèìåíòó. Îòæå, çà áóäü-

ÿêèõ çàäàíèõ −→a òà
−→
b òà ôiêñîâàíîãî çíà÷åííÿ

−→
λ , âåëè÷èíè σ1

(−→a ,−→λ
)
i

σ2

(−→
b ,−−→

λ
)
ïðèéìàþòü îäíå ç äâîõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü �±1� â çàëåæíî-

ñòi âiä êîíêðåòíîãî çíà÷åííÿ
−→
λ .

Â ðàìêàõ ìîäåëi ïðèïóñòèìî òàêîæ, ùî â àíñàìáëi ïðèãîòîâàíèõ êî-
ïié ñòàíó |Ψ−⟩ âåêòîð −→

λ ç îäíàêîâîþ iìîâiðíiñòþ ìîæå ïðèéìàòè âñi
ìîæëèâi íàïðÿìêè ó ïðîñòîði. Êðiì òîãî, íåõàé

σ1

(−→a ,−→λ1
)
= σ1

(−→a ,−→λ
)
=




1,

(−→a · −→λ
)
> 0

−1,
(−→a · −→λ

)
< 0

= sign
(−→a · −→λ

)
,

(8.32)

σ2

(−→
b ,

−→
λ2

)
= σ2

(−→
b ,−−→

λ
)
=




−1,

(−→
b · −→λ

)
> 0

1,
(−→
b · −→λ

)
< 0

= −sign
(−→
b · −→λ

)
.

(8.33)

Çíàéäåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äîáóòêó

σ1

(−→a ,−→λ1
)
σ2

(−→
b ,

−→
λ2

)
= −σ1

(−→a ,−→λ
)
σ2

(−→
b ,

−→
λ
)

= −sign
(−→a · −→λ

)
sign

(−→
b · −→λ

)
,

(8.34)
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äå óñåðåäíåííÿ ïðîâîäèòüñÿ çà âñiìà ìîæëèâèìè çíà÷åííÿìè íàïðÿìêó
âåêòîðà

−→
λ :

Σab =
〈
σ1

(−→a ,−→λ
)
σ2

(−→
b ,−−→

λ
)〉

= − 1

4π

∫
σ1

(−→a ,−→λ
)
σ2

(−→
b ,

−→
λ
)
dΩλ

= − 1

4π

∫
sign

(−→a · −→λ
)
sign

(−→
b · −→λ

)
dΩλ.

(8.35)

Óñåðåäíåííÿ çà íàïðÿìêàìè ïàðàìåòðà
−→
λ åêâiâàëåíòíî óñåðåäíåííþ

íà âñüîìó àíñàìáëi êîïié ñòàíó |Ψ−⟩.
Äëÿ îá÷èñëåííÿ çíà÷åííÿ Σab ðîçãëÿíåìî Ðèñ. 8.3à. Ç îäíi¹¨ òî÷êè

O (ïî÷àòîê êîîðäèíàò) ïðîâåäåíî âåêòîðè −→a òà
−→
b ; ïðè öüîìó îáåðåìî

ñèñòåìó êîîðäèíàò òàê, ùîá öi âåêòîðè ëåæàëè ó ïëîùèíi xy. Ïðîâåäå-
ìî òàêîæ ñôåðè÷íó ïîâåðõíþ îäèíè÷íîãî ðàäióñó ç öåíòðîì â òî÷öi O.
Êîæíié òî÷öi íà ïîâåðõíi ñôåðè âiäïîâiäà¹ ïåâíèé âåêòîð

−→
λ , ùî ìà¹

ïî÷àòîê ó òî÷öi O. ×åðåç ïî÷àòîê êîîðäèíàò òàêîæ ïðîâåäåìî ÷îòèðè
(ïiâ)ïëîùèíè, ïåðïåíäèêóëÿðíi ïëîùèíi xy:

� S1 � ïiâïëîùèíà, â ÿêié ëåæèòü âåêòîð −→a ;

� S2 � ïiâïëîùèíà, â ÿêié ëåæèòü âåêòîð
−→
b ;

� S3 � ïëîùèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî âåêòîðà −→a ;

� S4 � ïëîùèíà, ïåðïåíäèêóëÿðíà äî âåêòîðà
−→
b .

Ïðîåêöiþ âñi¹¨ ñõåìè íà ïëîùèíó xy, â ÿêié ëåæàòü âåêòîðè −→a òà
−→
b ,

çîáðàæåíî íà Ðèñ. 8.3á.
Ïðèéìåìî çà �ïîëþñè� òî÷êè ïåðåòèíó îñi z, äèâ. Ðèñ. 8.3à, çi ñôå-

ðè÷íîþ ïîâåðõíåþ. Òîäi ëiíi¨ ïåðåòèíó ïëîùèí S1, S2, S3, S4 çi ñôåðîþ
ÿâëÿþòü ñîáîþ �ìåðèäiàíè�, ÿêi ðîçäiëÿþòü ñôåðè÷íó ïîâåðõíþ íà îêðå-
ìi äiëÿíêè. Ó âñiõ òî÷êàõ ñôåðè÷íî¨ ïîâåðõíi ìiæ äâîìà ñóñiäíiìè ìå-

ðèäiàíàìè, âåëè÷èíè sign
(−→a · −→λ

)
òà sign

(−→
b · −→λ

)
ìàþòü ïîñòiéíi çíà-

÷åííÿ. Íà Ðèñ. 8.3á ñèìâîëàìè �+� òà �−� ïîçíà÷åíi çíà÷åííÿ çíàêiâ
ôóíêöié sign, ïðè÷îìó ïåðøèé çíàê âiäíîñèòüñÿ äî sign

(−→a · −→λ
)
, à äðó-

ãèé � äî sign
(−→
b · −→λ

)
. Íàïðèêëàä, +− îçíà÷à¹, ùî sign

(−→a · −→λ
)
= 1,

i sign
(−→
b · −→λ

)
= −1. Âðàõîâóþ÷è âñå ñêàçàíå, òåïåð ìîæåìî îá÷èñëèòè

âåëè÷èíó Σab. Ñôåðè÷íó êîîðäèíàòó θ âåêòîðà
−→
λ áóäåìî îá÷èñëþâàòè



8.3. ÏÐÈÊËÀÄÌÎÄÅËI, ÏÎÁÓÄÎÂÀÍÎ� ÍÀÎÑÍÎÂI ËÎÊÀËÜÍÎÃÎ ÐÅÀËIÇÌÓ163

−→a
−→
bϕab

S1

S2

x

y

z

O
S3

S4

(à) çîáðàæåííÿ ó ïðîñòîði

x

y

O

−→a

−→
b

S1

S2

S3

S4

ϕab

++π
2 − ϕab

++

ϕab

−+

π − ϕab

−−
ϕab

+−

π
2 − ϕab

++

(á) ïðîåêöiÿ íà ïëîùèíó xy

Ðèñ. 8.3: Ñõåìà ðîçòàøóâàííÿ −→a ,−→b òà ñôåðà ìîæëèâèõ íàïðÿìêiâ
−→
λ

âiä îñi z, à êóò φ � íàâêîëî òî÷êè O â ïëîùèíi xy âiä ìåðèäiàíó ïëîùèíè
S3:

Σab = − 1

4π

∫ π

0

∫ 2π

0

sign
(−→a · −→λ

)
sign

(−→
b · −→λ

)
sin θdθdφ

= − 1

4π

∫ π

0

sin θdθ

∫ 2π

0

sign
(−→a · −→λ

)
sign

(−→
b · −→λ

)
dφ

= − 1

2π

[∫ φab

0

1 · (−1) dφ+

∫ π

φab

1 · 1dφ+

∫ π+φab

π

(−1) · 1dφ

+

∫ 2π

π+φab

(−1) · (−1) dφ

]

= −1 +
2

π
φab.

(8.36)

Àíàëîãi÷íî îòðèìà¹ìî:

Σad =
〈
σ1

(−→a ,−→λ
)
σ2

(−→
d ,−−→

λ
)〉

= −1 +
2

π
φad,

Σcb =
〈
σ1

(−→c ,−→λ
)
σ2

(−→
b ,−−→

λ
)〉

= −1 +
2

π
φcb,

Σcd =
〈
σ1

(−→c ,−→λ
)
σ2

(−→
d ,−−→

λ
)〉

= −1 +
2

π
φcd.

(8.37)
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Îòæå, ìîäóëü êîðåëÿöiéíî¨ ôóíêöi¨ Áåëëà çàïèøåòüñÿ ó âèãëÿäi

|⟨β⟩| =
∣∣∣
〈
σ1

(−→a ,−→λ
) [
σ2

(−→
b ,

−→
λ
)
+ σ2

(−→
d ,

−→
λ
)]

+ σ1

(−→c ,−→λ
) [
σ2

(−→
b ,

−→
λ
)
− σ2

(−→
d ,

−→
λ
)]〉∣∣∣

= |Σab + Σad + Σcb − Σcd|

=

∣∣∣∣2−
2

π
(φab + φad + φcb − φcd)

∣∣∣∣

= 2

∣∣∣∣1−
2

π
φab

∣∣∣∣ ≤ 2.

(8.38)

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ðîçòàøóâàííÿ âåêòîðiâ −→a ,−→b ,−→c ,−→d
|⟨β⟩| ≤ 2, òîáòî íåðiâíiñòü Áåëëà íå ïîðóøó¹òüñÿ.

8.4 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Äîâåñòè, ùî (8.2) òà (8.6) � öå îäèí i òîé ñàìèé ñòàí.

2. Äîâåñòè (8.23).

3. Ïîêàçàòè, ùî (8.38) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíîãî ðîçòàøóâàííÿ âå-

êòîðiâ −→a ,−→b ,−→c ,−→d .
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Îïåðàöiÿ âèìiðþâàííÿ ó

êâàíòîâié ìåõàíiöi

Ïîíÿòòÿ âèìiðþâàííÿ çàéìà¹ öåíòðàëüíó ðîëü ó êâàíòîâié òåîði¨. Äèñ-
êóñi¨ Àëüáåðòà Åéíøòåéíà ç Íiëüñîì Áîðîì ùîäî òëóìà÷åííÿ ðåçóëü-
òàòiâ âèìiðþâàííÿ ðîçãëÿíóòî íàìè â ðîçäiëàõ �Ïàðàäîêñ Åéíøòåéíà-
Ïîäîëüñüêîãî-Ðîçåíà� òà �Íåðiâíiñòü Áåëëà�. Òóò ìè çîñåðåäèìî óâàãó
ñàìå íà ñó÷àñíîìó ðîçóìiííi çìiñòó îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ ó êâàíòîâié
ìåõàíiöi. Âèìiðþâàííÿ ¹ îáîâ'ÿçêîâèì åëåìåíòîì êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü,
îñêiëüêè ïiä ÷àñ âèêîíàííÿ îá÷èñëþâàëüíî¨ ïðîöåäóðè âèíèêà¹ íåîáõi-
äíiñòü âèëó÷àòè ïðîìiæíó àáî êiíöåâó iíôîðìàöiþ ç îá÷èñëþâàëüíî¨ ñè-
ñòåìè.

Â òîé ÷àñ, ÿê ó êëàñè÷íié ìåõàíiöi ìîæíà ïîâíiñòþ àáñòðàãóâàòèñÿ
âiä âïëèâó ïðîöåñó âèìiðþâàííÿ íà ôiçè÷íèé îá'¹êò (êîòðèé, ÿê ïðàâè-
ëî, ÿâëÿ¹ ñîáîþ ìàêðîñêîïi÷íå òiëî), âèìiðþâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi
íåìèíó÷å òà ñóòò¹âî âïëèâà¹ íà ñòàí êâàíòîâî¨ ñèñòåìè, çìiíþþ÷è éîãî
íåçâîðîòíiì ÷èíîì.

Âiäîìî, ùî åâîëþöiÿ â ÷àñi çàìêíåíî¨ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè âiäáóâà¹òüñÿ
çãiäíî ðiâíÿííÿ Øðåäèíãåðà

iℏ
∂

∂t
|ψ⟩ = Ĥ |ψ⟩ , (9.1)

äå Ĥ � ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè.
Ïðîöåñ åâîëþöi¨ çàìêíåíî¨ ñèñòåìè ÿâëÿ¹ ñîáîþ óíiòàðíå ïåðåòâîðå-

ííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (àáî ìàòðèöi ãóñòèíè) âiä ìîìåíòó t0 äî äåÿêîãî

çíà÷åííÿ ÷àñó t ïiä äi¹þ óíiòàðíîãî îïåðàòîðà Û = exp
[
− i

ℏĤ (t− t0)
]
:

|ψ (t)⟩ = Û |ψ (t0)⟩ � äëÿ ÷èñòîãî ñòàíó

ρ̂ (t) = Û ρ̂ (t0) Û
† � äëÿ çìiøàíîãî ñòàíó,

(9.2)

165
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äå ρ̂ � îïåðàòîð ãóñòèíè ñèñòåìè.
Óíiòàðíi îïåðàöi¨ çàëèøàþòü íåçìiííîþ íîðìó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (ìà-

òðèöi ãóñòèíè). Äëÿ óíiòàðíîãî ïåðåòâîðåííÿ iñíó¹ çâîðîòíÿ îïåðàöiÿ:

|ψ (t0)⟩ = Û−1 |ψ (t)⟩ = Û † |ψ (t)⟩
ρ̂ (t0) = Û †ρ̂ (t) Û .

(9.3)

Ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ âiäáóâà¹òüñÿ âçà¹ìîäiÿ ìiêðîñêîïi÷íî¨ êâàíòîâî¨
ñèñòåìè ç ìàêðîñêîïi÷íèì òiëîì � âèìiðþâàëüíèì ïðèëàäîì. Ïðè öüî-
ìó êâàíòîâà ñèñòåìà ïåðåñòà¹ áóòè çàìêíåíîþ, i òîìó ¨¨ åâîëþöiÿ âæå íå
ìîæå áóòè îïèñàíà çãiäíî (9.1) òà (9.2). Îòæå, ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ ó
êâàíòîâié ìåõàíiöi íå ¹ óíiòàðíîþ îïåðàöi¹þ. Âîíà çìiíþ¹ ñòàí ñèñòå-
ìè íåçâîðîòíiì ÷èíîì; ïðè öüîìó íîðìà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (àáî ìàòðèöi
ãóñòèíè) çìiíþ¹òüñÿ (çìåíøó¹òüñÿ).

Ìiðêóþ÷è ôîðìàëüíî, ìîæíà âèìiðþâàëüíèé ïðèëàä, ÿêèé, ïî ñóòi,
ñêëàäà¹òüñÿ ç ìiêðîñêîïi÷íèõ àòîìiâ òà ìîëåêóë, îá'¹äíàòè ç îá'¹êòîì,
íàä ÿêèì âèêîíó¹òüñÿ âèìiðþâàííÿ, â îäíó êâàíòîâó ñèñòåìó. Ââàæàþ-
÷è îá'¹äíàíó ñèñòåìó çàìêíåíîþ, ïðîöåäóðó âèìiðþâàííÿ ìîæíà çíîâó
ðîçãëÿäàòè ÿê åâîëþöiþ çãiäíî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (9.1), àáî ÿê óíi-
òàðíó îïåðàöiþ (9.2). Àëå, çâè÷àéíî, òàêèé ïiäõiä íå ìîæå äàòè æîäíèõ
ïðàêòè÷íèõ íàñëiäêiâ, îñêiëüêè ãàìiëüòîíiàí îá'¹äíàíî¨ ñèñòåìè âèÿâëÿ-
¹òüñÿ íàñòiëüêè ñêëàäíèì, ùî ðîçâ'ÿçàííÿ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç íà-
ñòóïíèì âiäîêðåìëåííÿì ñòàíó ñèñòåìè, íàä ÿêîþ âèêîíàíî ïðîöåäóðó
âèìiðþâàííÿ, âèÿâëÿ¹òüñÿ íå ïiä ñèëó àíi ñó÷àñíèì, àíi (ñêîðiø çà âñå)
ìàéáóòíiì îá÷èñëþâàëüíèì ïðèëàäàì. Îòæå, òåîðiþ êâàíòîâîãî âèìi-
ðþâàííÿ äîâåëîñÿ áóäóâàòè íà îñíîâi ââåäåííÿ äåÿêèõ ïîñòóëàòiâ, ùî
ñïèðàþòüñÿ íà ðåçóëüòàòè ðåàëüíèõ åêñïåðèìåíòiâ ç âèìiðþâàííÿ.

Ôîðìàëiçì êâàíòîâîãî âèìiðþâàííÿ áóäó¹òüñÿ çà òàêèì ïðàâèëîì,
ùîá äëÿ ôiçè÷íèõ ñïîñòåðåæóâàíèõ êâàíòîâà ìåõàíiêà äàâàëà âiäïîâiäi
íà ïèòàííÿ:

� ßêi ðåçóëüòàòè îòðèìóþòüñÿ ïðè âèìiðþâàííi?

� ßêi iìîâiðíîñòi îòðèìàííÿ êîæíîãî ç ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ?

� Ùî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñòàí ñèñòåìè ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ?

Îñòàíí¹ ïèòàííÿ âàæëèâå òîìó, ùî, ÿê âæå çàçíà÷åíî âèùå, ñàìà ïðî-
öåäóðà âèìiðþâàííÿ âïëèâà¹ íà êâàíòîâó ñèñòåìó.

Ïîÿñíèìî íà ïðîñòîìó ïðèêëàäi, ÿê ñàìå êâàíòîâà ìåõàíiêà äà¹ âiä-
ïîâiäi íà äàíi ïèòàííÿ.
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Íåõàé â ëàáîðàòîði¨ ãîòóþòüñÿ òîòîæíi êîïi¨ ñïiíîâîãî ñòàíó ÷àñòèí-
êè çi ñïiíîì s = 1

2
:

|χ⟩ = α

∣∣∣∣
1

2

〉
+ β

∣∣∣∣−
1

2

〉
, |α|2 + |β|2 = 1. (9.4)

Íåõàé âèìiðþâàëüíèé ïðèëàä (ôiëüòð Øòåðíà-Ãåðëàõà) íàëàøòîâàíèé
íà âèìiðþâàííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó íà âiñü êâàíòóâàííÿ z. Ùî ìîæå ñêàçà-
òè êâàíòîâà ìåõàíiêà ïðî ìîæëèâi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ ùå äî ñàìî¨
ïðîöåäóðè ðåàëüíîãî âèìiðþâàííÿ?

Ç âèãëÿäó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (9.4) ìîæíà çðîáèòè òàêi âèñíîâêè:

a) Ç iìîâiðíiñòþ wa = |α|2 â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ îòðèìó¹òüñÿ çíà-
÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó sz = 1

2
. Ïðè öüîìó, ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ ÷àñòèí-

êà îïèíèòüñÿ ó ñïiíîâîìó ñòàíi |χa⟩ =
∣∣1
2

〉
.

á) Ç iìîâiðíiñòþ wb = |β|2 çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó äîðiâíþ¹ sz = −1
2
,

à êiíöåâèé ñïiíîâèé ñòàí ÷àñòèíêè ¹ |χb⟩ =
∣∣−1

2

〉
.

Òîáòî, ñòàí ÷àñòèíêè ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ çàëåæèòü âiä çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨
ñïiíó, îòðèìàíîãî ïðè âèìiðþâàííi. Âàæëèâî çàçíà÷èòè, ùî ñàì âèãëÿä
õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íå äà¹ âiäïîâiäi íà òå, ÿêèé ñàìå ðåçóëüòàò � à) ÷è á)
� áóäå ðåàëiçîâàíèé â ðåçóëüòàòi îäíîãî àêòó âèìiðþâàííÿ íàä îêðåìîþ
êîïi¹þ ïðèãîòîâàíèõ ñòàíiâ (9.4). Òàêå ïåðåäáà÷åííÿ íåìîæëèâå àáñî-
ëþòíî, òîáòî ââàæà¹òüñÿ, ùî ñòàòèñòè÷íèé õàðàêòåð ðåçóëüòàòiâ âèìi-
ðþâàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi âiäîáðàæà¹ çàêîí ïðèðîäè.

Îñêiëüêè ïàðàìåòðè α i β ïîâ'ÿçàíi óìîâîþ íîðìóâàííÿ |α|2+|β|2 = 1,
òî çà ïåâíîãî âèáîðó çàãàëüíîãî ôàçîâîãî ìíîæíèêà, ñòàí (9.4) ìîæíà
âèðàçèòè ÷åðåç äâà äiéñíèõ ïàðàìåòðè θ i φ (0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ φ ≤ 2π):

|χ⟩ = cos
θ

2

∣∣∣∣
1

2

〉
+ eiφ sin

θ

2

∣∣∣∣−
1

2

〉
. (9.5)

ßêùî ôiëüòð Øòåðíà-Ãåðëàõà îði¹íòóâàòè òàêèì ÷èíîì, ùîá âií âèìi-
ðþâàâ ïðîåêöiþ ñïiíó ÷àñòèíêè íà âiñü, íàïðÿìîê ÿêî¨ çàäà¹òüñÿ îäèíè-
÷íèì âåêòîðîì −→n (θ, φ), äå θ i φ � ñôåðè÷íi êîîðäèíàòè âåêòîðà −→n , òî
ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ ñòàíó |χ⟩ ïåðåäáà÷à¹òüñÿ îäíîçíà÷íî: ïðîåêöiÿ
ñïiíó íà íàïðÿìîê −→n äîðiâíþ¹ s−→n = 1

2
, ïðè÷îìó âèìiðþâàííÿ íå çìi-

íþ¹ ïî÷àòêîâèé ñòàí (9.4) àáî åêâiâàëåíòíèé éîìó (9.5). Óçàãàëüíþþ÷è
äàíèé ðåçóëüòàò, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òâåðäæåííÿ:

Ó âèïàäêó ïðèãîòîâàíîãî ÷èñòîãî ñòàíó çàâæäè iñíó¹, ÿê âèêëþ-
÷åííÿ, òàêå âèìiðþâàííÿ, ïðè ÿêîìó ðåçóëüòàò öüîãî âèìiðþâàííÿ
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îòðèìó¹òüñÿ îäíîçíà÷íî, i ïðè öüîìó ïðîöåäóðà âèìiðþâàííÿ íå
çìiíþ¹ ïî÷àòêîâèé ñòàí ñèñòåìè. Çàáiãàþ÷è íàïåðåä, ìîæíà ñêàçà-
òè, ùî òàêèé ðåçóëüòàò îòðèìó¹òüñÿ, ÿêùî âèìiðþâàííÿ âiäáóâà¹-
òüñÿ â áàçèñi, äå ñòàí, íàä ÿêèì âèêîíó¹òüñÿ âèìiðþâàííÿ, ñàì ¹
îäíèì iç áàçèñíèõ åëåìåíòiâ.

Îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ áóäå áiëüø çðîçóìiëèì òðîõè çãîäîì.
Ïåðåéäåìî òåïåð äî óçàãàëüíåííÿ i ñèñòåìàòèçàöi¨ ïîíÿòòÿ âèìiðþ-

âàííÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi.

9.1 Ïðîåêòèâíi âèìiðþâàííÿ (PVM-âèìiðþâàííÿ)

9.1.1 Ïîñòóëàò ôîí Íåéìàíà ïðî âèìiðþâàííÿ

Íåõàé çàäàíî ïðîñòið HA ñòàíiâ êâàíòîâî¨ ñèñòåìè A. Ó öüîìó ïðîñòîði
îáåðåìî äåÿêèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ Φ = {|φk⟩}. Òîäi (ïîñòóëàò ïðî
âèìiðþâàííÿ):

Äëÿ çàäàíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñà Φ = {|φk⟩} ìîæíà ïðîâå-
ñòè âèìiðþâàííÿ ôîí Íåéìàíà íà ñèñòåìi HA âiäíîñíî áàçèñà Φ ç
ïî÷àòêîâèì ñòàíîì

|ψ⟩ =
∑

k

αk |φk⟩ , (9.6)

â ðåçóëüòàòi ÿêîãî ç iìîâiðíiñòþ |αn|2 íà âèõîäi îòðèìó¹òüñÿ îäíå
iç ÷èñåë k = n, à ñèñòåìà îïèíÿ¹òüñÿ â ñòàíi |φn⟩. Áiëüø òîãî, ïðè
çàäàíîìó ñòàíi

|ψ⟩ =
∑

k

αk |φk⟩ ⊗ |χk⟩ (9.7)

ç äâîêîìïîíåíòíîãî ïðîñòîðó ñòàíiâ HA ⊗HB (äå |φk⟩ � îðòîíîð-
ìîâàíi âåêòîðè, à |χk⟩ � âåêòîðè, íîðìîâàíi íà îäèíèöþ, àëå íå
îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíi), ïðîâåäåííÿ âèìiðþâàííÿ íà ñèñòåìi A â
áàçèñi Φ äàñòü â ðåçóëüòàòi îäíå ç ìîæëèâèõ k = n ç iìîâiðíiñòþ
|αn|2, à äâîêîìïîíåíòíà ñèñòåìà îïèíèòüñÿ â ñòàíi |φn⟩ ⊗ |χn⟩.

ßêùî áàçèñíi ñòàíè |φk⟩ ¹ âëàñíèìè ñòàíàìè äåÿêîãî åðìiòîâîãî îïå-
ðàòîðà Â ç âiäïîâiäíèìè âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ak, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ôiçè-
÷íié ñïîñòåðåæóâàíié âåëè÷èíi A

Â |φk⟩ = ak |φk⟩ , (9.8)
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òî ïðè âèìiðþâàííi âåëè÷èíè Â ó áàçèñi {|φk⟩} îòðèìà¹ìî îäíå ç ìîæëè-
âèõ âëàñíèõ çíà÷åíü an, à ñèñòåìà ïðè öüîìó ç iìîâiðíiñòþ |αn|2 îïèíè-
òüñÿ ó âiäïîâiäíîìó ñòàíi |φn⟩. Îïåðàòîð Â ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç
âëàñíi âåêòîðè |φk⟩ ó âèãëÿäi

Â =
∑

k

ak |φk⟩ ⟨φk| =
∑

k

akP̂k, (9.9)

ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ ñïåêòðàëüíèì ïðåäñòàâëåííÿì îïåðàòîðà Â.
Îïåðàòîð P̂n = |φn⟩ ⟨φn| ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïðîåêöiéíèé îïåðàòîð (ïðîå-

êòîð), ÿêèé ïðîåêòó¹ äîâiëüíèé ñòàí |ψ⟩ íà ñòàí |φn⟩: P̂n |φk⟩ = δnk |φk⟩,

P̂n |ψ⟩ = P̂n

∑

k

αk |φk⟩ =
∑

k

αkP̂n |φk⟩ =
∑

k

αkδnk |φk⟩ = αn |φn⟩ . (9.10)

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ïðîåêòîðà P̂n ó ñòàíi |ψ⟩
〈
ψ
∣∣∣ P̂n

∣∣∣ψ
〉
= |αn|2

ìà¹ ñåíñ iìîâiðíîñòi òîãî, ùî â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ ñòàíó |ψ⟩ â áàçèñi
{|φk⟩} ñèñòåìà îïèíèòüñÿ ó ñòàíi |φn⟩.

Îïåðàòîðîì ïðîåêòóâàííÿ íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâèé îïåðàòîð P̂ = P̂ †,
ùî ìà¹ âëàñòèâiñòü P̂ 2 = P̂ .

Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ, âèçíà÷åíèé â äåÿêîìó ïðîñòîði
êâàíòîâèõ ñòàíiâ, ìà¹ äâà âëàñíèõ çíà÷åííÿ: P1 = 1 òà P0 = 0.

Ïîâíèé ïðîñòið ñòàíiâ P ìîæíà óìîâíî ïîäiëèòè íà äâà ïiäïðîñòîðè:

� ïiäïðîñòið P1, íà ÿêèé ïðîåêòó¹ îïåðàòîð P̂ ; äîâiëüíèé ñòàí ç P1 ¹
âëàñíèì ñòàíîì îïåðàòîðà ïðîåêòóâàííÿ P̂ , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó
çíà÷åííþ P1 = 1.

� ïiäïðîñòið P0 = P − P1 � äîïîâíåííÿ ïiäïðîñòîðó P1 äî ïîâíî-
ãî ïðîñòîðó P ; äîâiëüíèé ñòàí ç ïiäïðîñòîðó P0 ¹ âëàñíèì ñòàíîì
ïðîåêòîðà P̂ , ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ P0 = 0.

Áóäü-ÿêèé ñòàí |ψ⟩ ç ïðîñòîðó P ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóïåð-
ïîçèöi¨

|ψ⟩ = α |ψ1⟩+ β |ψ0⟩ , (9.11)

äå |ψ1⟩ ∈ P1, à |ψ0⟩ ∈ P0.
Òîäi î÷åâèäíî, ùî

P̂1 |ψ⟩ = αP̂1 |ψ1⟩+ βP̂1 |ψ0⟩ = α |ψ1⟩
P̂0 |ψ⟩ = αP̂0 |ψ1⟩+ βP̂0 |ψ0⟩ = β |ψ0⟩ .

(9.12)
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Íàïðèêëàä, äëÿ ïðîåêòîðà P̂n = |φn⟩ ⟨φn|, íàâåäåíîãî âèùå, ïiäïðîñòî-
ðîì P1 ¹ îäèí âåêòîð ñòàíó |φn⟩, â òîé ÷àñ ÿê ïiäïðîñòið P0 âêëþ÷à¹
â ñåáå âñi âåêòîðè, ÿêi ïðè ðîçêëàäi çà áàçèñîì Φ = {|φk⟩} íå ìiñòÿòü
äîäàíêiâ ç áàçèñíèì âåêòîðîì |φn⟩.

Äâà ïðîåêòîðè íàçèâàþòüñÿ îðòîãîíàëüíèìè îäèí äî îäíîãî, ÿêùî
¨õíié äîáóòîê äîðiâíþ¹ íóëþ:

P̂nP̂k = δnkP̂n. (9.13)

Â ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííi ñóêóïíîñòi âçà¹ìîâèêëþ÷íèõ ðåçóëü-
òàòiâ âèìiðþâàííÿ âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ ïðîå-
êöiéíèõ îïåðàòîðiâ. Îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà ïðîåêòîðiâ íàçèâà¹òüñÿ ïîâ-
íîþ, ÿêùî âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

∑

k

P̂k = Î , (9.14)

äå Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð. Ðiâíîñòi (9.14) ìîæíà íàäàòè äåùî iíøå
òëóìà÷åííÿ, à ñàìå: ñóìà iìîâiðíîñòåé âñiõ ìîæëèâèõ íàñëiäêiâ ïðîöåñó
âèìiðþâàííÿ äîðiâíþ¹ îäèíèöi.

×èñëî ïðîåêòîðiâ â îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè ðîç-
ìiðíiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó, â ÿêîìó âèçíà÷åíi ïðîåêöiéíi îïåðàòî-
ðè.

Â ÿêîñòi ïðèêëàäiâ ïîâíî¨ ñèñòåìè âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ
ó ïðîñòîði îäíîêóáiòîâèõ ñòàíiâ ìîæíà íàâåñòè òàêi ïàðè îïåðàòîðiâ:

{
P̂0 = |0⟩ ⟨0|
P̂1 = |1⟩ ⟨1| ⇒ P̂0 + P̂1 = Î ,

{
P̂+ = |+⟩ ⟨+|
P̂− = |−⟩ ⟨−| ⇒ P̂+ + P̂− = Î ,

(9.15)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

|±⟩ = 1√
2
(|0⟩ ± |1⟩) (9.16)

� áàçèñíi âåêòîðè Àäàìàðà.
Î÷åâèäíî, ùî ïðîåêòîðè ç ïåðøî¨ ïàðè íå îðòîãîíàëüíi äî ïðîåêòîðiâ

ç äðóãî¨ ïàðè, îñêiëüêè ¨õíié äîáóòîê íå ðiâíèé íóëþ. Íàïðèêëàä:

P̂+P̂0 |0⟩ =
1

2
(|0⟩+ |1⟩) = 1√

2
|+⟩ ,

P̂0P̂+ |0⟩ = 1

2
|0⟩ .

(9.17)
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ßêùî ÷èñëî ïðîåêöiéíèõ îïåðàòîðiâ â îðòîãîíàëüíié ñèñòåìi äîðiâ-
íþ¹ ðîçìiðíîñòi ïðîñòîðó ñòàíiâ, ó ÿêîìó âîíè âèçíà÷åíi, òî âèìiðþâà-
ííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ òàêié ñèñòåìi ïðîåêòîðiâ, íàçèâà¹òüñÿ ïîâíèì (àáî
ìàêñèìàëüíèì) âèìiðþâàííÿì.

Ó ïîâíîìó âèìiðþâàííi êîæíèé ç îïåðàòîðiâ ïðîåêòó¹ íà îêðåìèé áà-
çèñíèé ñòàí: P̂k = |φk⟩ ⟨φk|. Îñêiëüêè â îäíîìó i òîìó æ ïðîñòîði ìîæíà
îáðàòè ñêiëüêè çàâãîäíî îðòîíîðìîâàíèõ áàçèñiâ, òî, î÷åâèäíî, â îäíîìó
ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði iñíó¹ íåñêií÷åííà ìíîæèíà ñèñòåì îðòîãîíàëü-
íèõ ïðîåêòîðiâ, i êîæíié ç òàêèõ ñèñòåì âiäïîâiäà¹ ñâî¹ ïðîåêòèâíå âè-
ìiðþâàííÿ, à êîæíîìó ïðîåêòîðó ñèñòåìè âiäïîâiäà¹ îäèí iç ìîæëèâèõ
ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ.

Ðiçíèöþ ìiæ ïîâíèì òà íåïîâíèì ïðîåêòèâíèì âèìiðþâàííÿì ðîç-
ãëÿíåìî íà ïðèêëàäi âèìiðþâàííÿ ó ïðîñòîði äâî÷àñòèíêîâèõ ñïiíîâèõ
ñòàíiâ. Â ÿêîñòi îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó â äàíîìó ïðîñòîði îáåðåìî òðè
òðèïëåòíèõ ñòàíè

|S = 1,M = 1⟩ ≡ |11⟩ =
∣∣∣∣
1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣
1

2

〉

2

|S = 1,M = 0⟩ ≡ |10⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉

2

+

∣∣∣∣−
1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣
1

2

〉

2

)

|S = 1,M = −1⟩ ≡ |1− 1⟩ =
∣∣∣∣−

1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉

2

(9.18)

òà îäèí ñèíãëåòíèé ñòàí

|S = 0,M = 0⟩ ≡ |00⟩ = 1√
2

(∣∣∣∣
1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣−

1

2

〉

2

−
∣∣∣∣−

1

2

〉

1

⊗
∣∣∣∣
1

2

〉

2

)
. (9.19)

Áóäü-ÿêèé âåêòîð ñòàíó â äâîêóáiòîâîìó ïðîñòîði ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi

|ψ⟩ = α11 |11⟩+ α10 |10⟩+ α1−1 |1− 1⟩+ α00 |00⟩ . (9.20)

Ïîâíîìó âèìiðþâàííþ äâîêóáiòîâèõ ñèñòåì ó áàçèñi (9.18), (9.19) âiäïî-
âiäà¹ îðòîãîíàëüíà ñèñòåìà ÷îòèðüîõ ïðîåêòîðiâ:





P̂11 = |11⟩ ⟨11|
P̂10 = |10⟩ ⟨10|
P̂1−1 = |1− 1⟩ ⟨1− 1|
P̂00 = |00⟩ ⟨00|

: P̂11 + P̂10 + P̂1−1 + P̂00 = Î . (9.21)

Ç ÿâíîãî âèãëÿäó (9.20) õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ |ψ⟩ òà ñèñòåìè ïðîåêòîðiâ
(9.21) âèïëèâà¹ ìîæëèâiñòü ÷îòèðüîõ àëüòåðíàòèâíèõ êiíöåâèõ ðåçóëüòà-
òiâ âèìiðþâàííÿ: ç iìîâiðíiñòþ wSM = |αSM |2 îòðèìà¹ìî çíà÷åííÿ ïàðè
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÷èñåë {SM} = {11; 10; 1− 1; 00}, i ïðè öüîìó êâàíòîâà ñèñòåìà ïåðåéäå
ó âiäïîâiäíèé ñòàí |SM⟩.

Äëÿ êîæíî¨ êîïi¨ ñòàíó (9.20) êîíêðåòíi çíà÷åííÿ ïàðè ÷èñåë {SM}
îòðèìóþòüñÿ â ðåàëüíîìó âèìiðþâàííi. Âîíè âêàçóþòü íà òå, ÿêèé ñàìå
ç àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàòiâ ðåàëiçóâàâñÿ äëÿ äàíî¨ êîïi¨.

Êîæíîìó ìîæëèâîìó ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ âiäïîâiäà¹ îäèí ïðîå-
êòîð:

P̂SM |ψ⟩ = αSM |SM⟩ . (9.22)

Â (9.22) êiíöåâèé ñòàí âèÿâëÿ¹òüñÿ íåíîðìîâàíèì. Òîìó íîðìîâàíèé ñòàí
ïðèéíÿòî çàïèñóâàòè ó âèãëÿäi

|SM⟩ = P̂SM |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂SM

∣∣∣ψ
〉 , (9.23)

îñêiëüêè 〈
ψ
∣∣∣ P̂SM

∣∣∣ψ
〉
= |αSM |2. (9.24)

Â ÿêîñòi ñèñòåìè ïðîåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäà¹ íåïîâíîìó ïðîåêòèâíî-
ìó âèìiðþâàííþ â òîìó æ ñàìîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, ðîçãëÿíåìî
ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ îïåðàòîðiâ ïðîåêòóâàííÿ P̂t i P̂s:

P̂t =
1

4

(
3Î + −̂→σ1 · −̂→σ2

)
, P̂s =

1

4

(
Î − −̂→σ1 · −̂→σ2

)
, (9.25)

äå P̂t òà P̂s � ïðîåêòîðè íà òðèïëåòíi òà ñèíãëåòíi ñòàíè âiäïîâiäíî (äèâ.

(2.17)), à −̂→σi , i = 1, 2 � îïåðàòîð Ïàóëi i-¨ ÷àñòèíêè.
Î÷åâèäíî, ùî äàíà ïàðà îïåðàòîðiâ óòâîðþ¹ ïîâíó ñèñòåìó (íå ñëiä

ïëóòàòè ïîâíó ñèñòåìó îïåðàòîðiâ ç ïîâíèì âèìiðþâàííÿì):

P̂t + P̂s = Î , P̂tP̂s = 0. (9.26)

Ðåçóëüòàò äi¨ îïåðàòîðiâ (9.25) íà ñòàí (9.20) ìà¹ âèãëÿä:

P̂t |ψ⟩ = α11 |11⟩+ α10 |10⟩+ α1−1 |1− 1⟩
P̂s |ψ⟩ = α00 |00⟩ .

(9.27)

Âèìiðþâàííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ïîâíié ñèñòåìi îïåðàòîðiâ
{
P̂t, P̂s

}
, ¹

íåïîâíèì, îñêiëüêè ÷èñëî ïðîåêòîðiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ ìåíøèì çà ðîçìið-
íiñòü äâî÷àñòèíêîâîãî ñïiíîâîãî ïðîñòîðó.
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9.1.2 Îïåðàöiÿ âèìiðþâàííÿ íàä áàãàòîêîìïîíåíòíè-
ìè êâàíòîâèìè ñèñòåìàìè

Ðîçãëÿíóòi âèùå ïðèêëàäè äåìîíñòðóþòü çìiñò ïîâíîãî i íåïîâíîãî âèìi-
ðþâàííÿ íàä äâîêîìïîíåíòíîþ êâàíòîâîþ ñèñòåìîþ. Îäíàê öi ïðèêëàäè
íå âè÷åðïóþòü óñiõ ìîæëèâèõ ñïîñîáiâ âèìiðþâàííÿ íàä äâî- òà áàãàòî-
êîìïîíåíòíèìè ñèñòåìàìè.

Çâåðíåìîñü äî äðóãî¨ ÷àñòèíè ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà ïðî âèìiðþâà-
ííÿ â áàçèñi Φ = {|φk⟩} íàä ñèñòåìàìè, õâèëüîâi ôóíêöi¨ ÿêèõ ïðåäñòàâ-
ëÿþòüñÿ ó âèãëÿäi (9.7)

|ψ⟩ =
∑

k

αk |φk⟩ ⊗ |χk⟩ .

Ïîíÿòòÿ �äâîêîìïîíåíòíèé ïðîñòið� áóäåìî ðîçóìiòè â óçàãàëüíåíî-
ìó ñåíñi. ßêùî êâàíòîâà ñèñòåìà ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ àáî áiëüøå êîìïî-
íåíò, òî çàâæäè òàêó ñèñòåìó ìîæíà óìîâíî ðîçäiëèòè íà äâi ïiäñèñòåìè,
i âèìiðþâàííÿ ïðîâîäèòè íàä îäíi¹þ ç íèõ çãiäíî ïîñòóëàòó ôîí Íåéìà-
íà.

Ìîæëèâi ñïîñîáè âèìiðþâàííÿ íàä áàãàòîêîìïîíåíòíèìè, çîêðåìà
íàä áàãàòîêóáiòîâèìè, ñèñòåìàìè ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó íà ïðèêëàäi òðè-
êóáiòîâèõ ñèñòåì. Ïîâíèé áàçèñ ó ïðîñòîði ñòàíiâ òðüîõ êóáiòiâ íàëi÷ó¹
âiñiì áàçèñíèõ ñòàíiâ. Çîêðåìà, îá÷èñëþâàëüíèé áàçèñ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ
íàñòóïíèìè ñòàíàìè:

|000⟩ |001⟩ |010⟩ |011⟩ |100⟩ |101⟩ |110⟩ |111⟩ . (9.28)

Â (9.28) îïóùåíî ïîçíà÷åííÿ íîìåðiâ êóáiòiâ, ùî íå ïîâèííî âèêëèêàòè
íåïîðîçóìiííÿ. Ââàæà¹òüñÿ, ùî íîìåðè êóáiòiâ çðîñòàþòü çëiâà íàïðàâî,
íàïðèêëàä,

|101⟩ ≡ |1⟩1 ⊗ |0⟩2 ⊗ |1⟩3 .
Áóäü-ÿêèé òðèêóáiòîâèé ñòàí ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ðîçêëàäó çà
áàçèñîì (9.28). Çðîçóìiëî, ùî äåÿêi ç êîåôiöi¹íòiâ ó òàêié ëiíiéíié êîì-
áiíàöi¨ ìîæóòü äîðiâíþâàòè íóëþ.

Ðîçãëÿíåìî ìîæëèâi ñïîñîáè âèìiðþâàííÿ íàä òðèêóáiòîâîþ êâàíòî-
âîþ ñèñòåìîþ, ñòàí ÿêî¨ ïðåäñòàâëåíèé, íàïðèêëàä, õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

|ψ⟩ = 1√
15

|000⟩ − 2√
15

|011⟩+
√

2

21
|101⟩ −

√
12

21
|110⟩ . (9.29)

Çà çàäàíèìè õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ òà áàçèñîì äëÿ êîæíîãî ñïîñîáó âè-
ìiðþâàííÿ ìè ìîæåìî âñòàíîâèòè:
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� âñi àëüòåðíàòèâíi ìîæëèâi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ;

� iìîâiðíîñòi ðåàëiçàöi¨ êîæíîãî ç ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ;

� ñòàí ñèñòåìè ïiñëÿ îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ äëÿ êîæíîãî îêðåìîãî
ìîæëèâîãî ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ.

Íàñàìïåðåä ñëiä ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóí-
êöi¨, ïðåäñòàâëåíî¨ ó âèãëÿäi (9.29):

∣∣∣∣
1√
15

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣−
2√
15

∣∣∣∣
2

+

∣∣∣∣∣

√
2

21

∣∣∣∣∣

2

+

∣∣∣∣∣−
√

12

21

∣∣∣∣∣

2

= 1.

Îòæå, â ñåíñi íîðìóâàííÿ � âñå ãàðàçä.
Ïðèñòóïèìî òåïåð äî ðiçíèõ ñïîñîáiâ âèìiðþâàííÿ.
Ñïîñiá 1. Âèìiðþâàííÿ ñòàíó ïåðøîãî êóáiòó â îá÷èñëþâàëüíîìó áà-

çèñi.
Íàä ñòàíîì (9.29) ñëiä ïðîâåñòè ïðîåêòèâíå âèìiðþâàííÿ ôîí Íå-

éìàíà ïåðøîãî êóáiòó â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi. Äëÿ öüîãî ïðåäñòàâè-
ìî òðèêóáiòîâó ñèñòåìó ó âèãëÿäi äâîõ ïiäñèñòåì. Ó ïåðøó ïiäñèñòåìó
âõîäèòü ëèøå ïåðøèé êóáiò; äðóãà ïiäñèñòåìà ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóêóïíiñòü
äðóãîãî òà òðåòüîãî êóáiòiâ. Òðèêóáiòîâèé ñòàí |ψ⟩ ïðåäñòàâèìî ó ôîðìi
(9.7), íàâåäåíié ó ïîñòóëàòi ôîí Íåéìàíà

|ψ⟩ = 1√
3
|0⟩ ⊗

(
1√
5
|00⟩ − 2√

5
|11⟩

)

+

√
2

3
|1⟩ ⊗

(
1√
7
|01⟩ −

√
6

7
|10⟩

)
,

(9.30)

äå â ÿêîñòi îðòîíîðìîâàíèõ ñòàíiâ |φk⟩ ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè âèñòóïàþòü
âåêòîðè |0⟩ òà |1⟩ ïåðøîãî êóáiòó, à â ÿêîñòi |χk⟩ � íîðìîâàíi ñòàíè
ñèñòåìè äðóãîãî òà òðåòüîãî êóáiòiâ.

Îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ íàä ïåðøèì êóáiòîì âiäïîâiäà¹ ïîâíà îðòîãî-
íàëüíà ñèñòåìà ïðîåêòîðiâ

P̂0 = |0⟩ ⟨0| P̂1 = |1⟩ ⟨1| . (9.31)

Êîæíîìó ç äâîõ ïðîåêòîðiâ (9.31) âiäïîâiäà¹ îäèí ç àëüòåðíàòèâíèõ ìî-
æëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ.

Òàê, ïðîåêòîðó P̂0 âiäïîâiäà¹ òàêèé ðåçóëüòàò:

1. Íà âèìiðþâàëüíîìó ïðèëàäi îòðèìà¹ìî êëàñè÷íå ÷èñëî �0�, ÿêå
âêàçó¹ íà òå, ùî ïåðøèé êóáiò çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi |0⟩.
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2. Ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ òðèêóáiòîâà ñèñòåìà îïèíèòüñÿ ó (íîðìîâàíî-
ìó) ñòàíi

|Ψ0⟩ =
P̂0 |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂0

∣∣∣ψ
〉 = |0⟩ ⊗

(
1√
5
|00⟩ − 2√

5
|11⟩

)

=
1√
5
|000⟩ − 2√

5
|011⟩ .

(9.32)

3. Iìîâiðíiñòü òàêîãî ðåçóëüòàòó, ÿê öå âèïëèâà¹ ç (9.30), äîðiâíþ¹

w0 =
〈
ψ
∣∣∣ P̂0

∣∣∣ψ
〉
=

∣∣∣∣
1√
3

∣∣∣∣
2

=
1

3
. (9.33)

Àíàëîãi÷íî, ïðîåêòîðó P̂1 âiäïîâiäà¹ òàêèé àëüòåðíàòèâíèé ðåçóëüòàò
âèìiðþâàííÿ:

1. Îòðèìó¹òüñÿ êëàñè÷íå ÷èñëî �1�, ÿêå âêàçó¹ íà òå, ùî ïåðøèé êóáiò
çíàõîäèòüñÿ â ñòàíi |1⟩.

2. Êiíöåâèé ñòàí òðèêóáiòîâî¨ ñèñòåìè ìà¹ âèãëÿä

|ψ1⟩ =
P̂1 |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂1

∣∣∣ψ
〉 = |1⟩ ⊗

(
1√
7
|01⟩ −

√
6

7
|10⟩

)

=
1√
7
|101⟩ −

√
6

7
|110⟩ .

(9.34)

3. Iìîâiðíiñòü òàêîãî ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ äîðiâíþ¹

w1 =
〈
ψ
∣∣∣ P̂1

∣∣∣ψ
〉
=

∣∣∣∣∣

√
2

3

∣∣∣∣∣

2

=
2

3
. (9.35)

ßê i ïîâèííî áóòè, ç (9.33) òà (9.35) ìà¹ìî w0 + w1 = 1.
Ñïîñiá 2. Âèìiðþâàííÿ ñòàíó ïåðøîãî êóáiòó â áàçèñi Àäàìàðà.

Âëàñíi âåêòîðè ìàòðèöi Ïàóëi σ̂x =

(
0 1
1 0

)
â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi

ìàþòü âèãëÿä:

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) . (9.36)



176Ðîçäië 9. ÎÏÅÐÀÖIß ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍßÓÊÂÀÍÒÎÂIÉÌÅÕÀÍIÖI

Òîäi, çâè÷àéíî, áàçèñíi ñòàíè |0⟩ òà |1⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÷åðåç îðòî-
íîðìîâàíi ñòàíè Àäàìàðà:

|0⟩ = 1√
2
(|+⟩+ |−⟩) |1⟩ = 1√

2
(|+⟩ − |−⟩) . (9.37)

Çàìiíþþ÷è òåïåð â (9.30) îá÷èñëþâàëüíèé áàçèñ ïåðøîãî êóáiòà íà
áàçèñ Àäàìàðà çà äîïîìîãîþ ñïiââiäíîøåíü (9.37), ïðåäñòàâèìî òðèêó-
áiòîâèé ñòàí |ψ⟩ ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâàííÿ ïîñòóëàòó ôîí
Íåéìàíà

|ψ⟩ = 1√
2
|+⟩ ⊗

(
1√
15

|00⟩+
√

2

21
|01⟩ − 2√

7
|10⟩ − 2√

15
|11⟩

)

+
1√
2
|−⟩ ⊗

(
1√
15

|00⟩ −
√

2

21
|01⟩+ 2√

7
|10⟩ − 2√

15
|11⟩

)
.

(9.38)

Îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ ñòàíó ïåðøîãî êóáiòó â áàçèñi Àäàìàðà âiäïî-
âiäà¹ òåïåð ïîâíà ñèñòåìà ïðîåêòîðiâ

P̂+ = |+⟩ ⟨+| P̂− = |−⟩ ⟨−| , (9.39)

ÿêèì âiäïîâiäàþòü òàêîæ äâà ìîæëèâèõ àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàòè.
Òàê, ïðîåêòîðó P̂+ âiäïîâiäà¹ âàðiàíò, â ÿêîìó íà ïðèëàäi îòðèìó-

¹ìî ñèìâîë �+� (àáî iíøèé çàïðîãðàìîâàíèé ñèìâîë), ÿêèé âêàçó¹ íà
òå, ùî ïåðøèé êóáiò â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ îïèíèâñÿ ó ñòàíi |+⟩, à
òðèêóáiòîâà êâàíòîâà ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó ñòàí

|ψ+⟩ =
P̂+ |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂+

∣∣∣ψ
〉

= |+⟩ ⊗
(

1√
15

|00⟩+
√

2

21
|01⟩ − 2√

7
|10⟩ − 2√

15
|11⟩

)

=
1√
30

|000⟩+ 1√
21

|001⟩ −
√

2

7
|010⟩ −

√
2

15
|011⟩

+
1√
30

|100⟩+ 1√
21

|101⟩ −
√

2

7
|110⟩ −

√
2

15
|111⟩ .

(9.40)

Iìîâiðíiñòü òàêîãî ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ ðiâíà

w+ =
〈
ψ
∣∣∣ P̂+

∣∣∣ψ
〉
=

∣∣∣∣
1√
2

∣∣∣∣
2

=
1

2
. (9.41)
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Ïðîåêòîðó P̂− âiäïîâiäà¹ ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ, â ÿêîìó îòðèìó¹-
òüñÿ ñèìâîë �−�, à òðèêóáiòîâà ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó ñòàí

|ψ−⟩ =
P̂− |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂−

∣∣∣ψ
〉

= |−⟩ ⊗
(

1√
15

|00⟩ −
√

2

21
|01⟩+ 2√

7
|10⟩ − 2√

15
|11⟩

)

=
1√
30

|000⟩ − 1√
21

|001⟩+
√

2

7
|010⟩ −

√
2

15
|011⟩

− 1√
30

|100⟩+ 1√
21

|101⟩ −
√

2

7
|110⟩+

√
2

15
|111⟩ .

(9.42)

Âiäïîâiäíî, iìîâiðíiñòü òàêîãî ðåçóëüòàòó ðiâíà

w− =
〈
ψ
∣∣∣ P̂−

∣∣∣ψ
〉
=

∣∣∣∣
1√
2

∣∣∣∣
2

=
1

2
. (9.43)

Î÷åâèäíî, ùî àíàëîãi÷íi îäíîêóáiòîâi âèìiðþâàííÿ ìîæíà ïðîâåñòè
ÿê âiäíîñíî äðóãîãî, òàê i âiäíîñíî òðåòüîãî êóáiòiâ.

Ñïîñiá 3. Âèìiðþâàííÿ ñòàíó ñèñòåìè äâîõ ïåðøèõ êóáiòiâ â îá÷è-
ñëþâàëüíîìó áàçèñi.

Äàíîìó ñïîñîáó âèìiðþâàííÿ âiäïîâiäà¹ ïîâíà ñèñòåìà ç ÷îòèðüîõ
îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ:

P̂00 = |00⟩ ⟨00| P̂01 = |01⟩ ⟨01|
P̂10 = |10⟩ ⟨10| P̂11 = |11⟩ ⟨11| ,

(9.44)

êîæíèé ç ÿêèõ ïðîåêòó¹ íà îêðåìèé áàçèñíèé ñòàí. Òîé ñàìèé ñòàí (9.29)
ïðåäñòàâèìî òåïåð ó âèãëÿäi

|ψ⟩ = 1√
15

|00⟩⊗|0⟩− 2√
15

|01⟩⊗|1⟩+
√

2

21
|10⟩⊗|1⟩−

√
12

21
|11⟩⊗|0⟩ . (9.45)

×îòèðè ìîæëèâi àëüòåðíàòèâíi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ ïðåäñòàâëå-
íî â Òàáëèöi 9.1
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Òàáë. 9.1: Ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü ïåðøèõ äâîõ êóáiòiâ ñòàíó |ψ⟩ â îá÷è-
ñëþâàëüíîìó áàçèñi

� Ïðîåêòîð Cèìâîë íà ïðèëàäi Iìîâiðíiñòü Êiíöåâèé ñòàí

1 P̂00 �00� 1
15

|000⟩
2 P̂01 �01� 4

15
|011⟩

3 P̂10 �10� 2
21

|101⟩
4 P̂11 �11� 12

21
|110⟩

Ñïîñiá 4. Äâîêóáiòîâå âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Áåëëà.
Ðîçãëÿíåìî âèìiðþâàííÿ ïåðøèõ äâîõ êóáiòiâ ó òðèêóáiòîâîìó ñòàíi

(9.45) â áàçèñi Áåëëà

∣∣Φ+
〉
=

1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

∣∣Φ−〉 = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩)

∣∣Ψ+
〉
=

1√
2
(|01⟩+ |10⟩)

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩) .

(9.46)

Î÷åâèäíî, ùî îá÷èñëþâàëüíèé äâîêóáiòîâèé áàçèñ ìîæíà çà äîïîìîãîþ
(9.46) âèðàçèòè ÷åðåç áàçèñ Áåëëà:

|00⟩ = 1√
2

(∣∣Φ+
〉
+
∣∣Φ−〉) |11⟩ = 1√

2

(∣∣Φ+
〉
−
∣∣Φ−〉)

|01⟩ = 1√
2

(∣∣Ψ+
〉
+
∣∣Ψ−〉) |10⟩ = 1√

2

(∣∣Ψ+
〉
−
∣∣Ψ−〉) .

(9.47)

Òîäi, âèêîðèñòîâóþ÷è (9.47), ñòàí (9.29) òîòîæíiìè ïåðåòâîðåííÿìè
ìîæíà ïðèâåñòè äî ôîðìè

|ψ⟩ =
(

1√
30

−
√

2

7

)
∣∣Φ+

〉
⊗ |0⟩+

(
1√
30

+

√
2

7

)
∣∣Φ−〉⊗ |0⟩

+

(
1√
21

−
√

2

15

)
∣∣Ψ+

〉
⊗ |1⟩ −

(
1√
21

+

√
2

15

)
∣∣Ψ−〉⊗ |1⟩ .

(9.48)

Îïåðàöi¨ ïîâíîãî âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Áåëëà âiäïîâiäà¹ îðòîãîíàëü-
íà ñèñòåìà ç ÷îòèðüîõ ïðîåêòîðiâ

P̂Φ+ =
∣∣Φ+

〉 〈
Φ+
∣∣ P̂Φ− =

∣∣Φ−〉 〈Φ−∣∣
P̂Ψ+ =

∣∣Ψ+
〉 〈

Ψ+
∣∣ P̂Ψ− =

∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣ .
(9.49)
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Àëüòåðíàòèâíi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ ïåðøèõ äâîõ êóáiòiâ ñòàíó
|ψ⟩ ó áàçèñi Áåëëà ïðåäñòàâëåíî â Òàáëèöi 9.2.

Òàáë. 9.2: Ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü ïåðøèõ äâîõ êóáiòiâ ñòàíó |ψ⟩ ó áàçèñi
Áåëëà

� Ïðîåêòîð Cèìâîë íà ïðèëàäi Iìîâiðíiñòü Êiíöåâèé ñòàí

1 P̂Φ+ �Φ+�
∣∣∣ 1√

30
−
√

2
7

∣∣∣
2

|Φ+⟩ ⊗ |0⟩

2 P̂Φ− �Φ−�
∣∣∣ 1√

30
+
√

2
7

∣∣∣
2

|Φ−⟩ ⊗ |0⟩

3 P̂Ψ+ �Ψ+�
∣∣∣ 1√

21
−
√

2
15

∣∣∣
2

|Ψ+⟩ ⊗ |1⟩

4 P̂Ψ− �Ψ−�
∣∣∣ 1√

21
+
√

2
15

∣∣∣
2

|Ψ−⟩ ⊗ |1⟩

Çâè÷àéíî, iìîâiðíîñòi âñiõ ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ, à òà-
êîæ âñi àëüòåðíàòèâíi êiíöåâi òðèêóáiòîâi ñòàíè ìîæíà îá÷èñëþâàòè, âè-
êîðèñòîâóþ÷è ëèøå îá÷èñëþâàëüíèé áàçèñ. Äëÿ öüîãî ñëiä âñi ïðîåêòîðè
ïðåäñòàâèòè â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi:

P̂Φ+ =
∣∣Φ+

〉 〈
Φ+
∣∣ = 1

2
(|00⟩ ⟨00|+ |00⟩ ⟨11|+ |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|)

P̂Φ− =
∣∣Φ−〉 〈Φ−∣∣ = 1

2
(|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|)

P̂Ψ+ =
∣∣Ψ+

〉 〈
Ψ+
∣∣ = 1

2
(|01⟩ ⟨01|+ |01⟩ ⟨10|+ |10⟩ ⟨01|+ |10⟩ ⟨10|)

P̂Ψ− =
∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣ = 1

2
(|01⟩ ⟨01| − |01⟩ ⟨10| − |10⟩ ⟨01|+ |10⟩ ⟨10|) .

(9.50)

Äàëi, âèêîðèñòîâóþ÷è õâèëüîâó ôóíêöiþ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi (9.29),
çíàõîäèìî àëüòåðíàòèâíi êiíöåâi ðåçóëüòàòè òà âiäïîâiäíi iìîâiðíîñòi çà
ôîðìóëàìè

∣∣Φ+
〉
⊗ |0⟩ = 1√

2
(|000⟩+ |110⟩) = P̂Φ+ |ψ⟩√〈

ψ
∣∣∣ P̂Φ+

∣∣∣ψ
〉 ⇒ w1 =

〈
ψ
∣∣∣ P̂Φ+

∣∣∣ψ
〉

∣∣Φ−〉⊗ |0⟩ = 1√
2
(|000⟩ − |110⟩) = P̂Φ− |ψ⟩√〈

ψ
∣∣∣ P̂Φ−

∣∣∣ψ
〉 ⇒ w2 =

〈
ψ
∣∣∣ P̂Φ−

∣∣∣ψ
〉

∣∣Ψ+
〉
⊗ |1⟩ = 1√

2
(|011⟩+ |101⟩) = P̂Ψ+ |ψ⟩√〈

ψ
∣∣∣ P̂Ψ+

∣∣∣ψ
〉 ⇒ w3 =

〈
ψ
∣∣∣ P̂Ψ+

∣∣∣ψ
〉



180Ðîçäië 9. ÎÏÅÐÀÖIß ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍßÓÊÂÀÍÒÎÂIÉÌÅÕÀÍIÖI

∣∣Ψ−〉⊗ |1⟩ = 1√
2
(|011⟩ − |101⟩) = P̂Ψ− |ψ⟩√〈

ψ
∣∣∣ P̂Ψ−

∣∣∣ψ
〉 ⇒ w4 =

〈
ψ
∣∣∣ P̂Ψ−

∣∣∣ψ
〉
.

9.1.3 Çàãàëüíà ñõåìà ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ äëÿ
n-êóáiòîâèõ ñèñòåì

Â n-êóáiòîâèõ ñèñòåìàõ ìîæíà çäiéñíþâàòè ïðîöåäóðó âèìiðþâàííÿ îäíî-
ãî (áóäü-ÿêîãî ç n êóáiòiâ), äâîõ (áóäü-ÿêî¨ ïàðè êóáiòiâ), ..., àáî îäíî÷à-
ñíî âñiõ n êóáiòiâ, ïðè÷îìó âèìiðþâàííÿ ìîæíà ïðîâîäèòè â äîâiëüíîìó
îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi. ßê i â ïðèêëàäàõ, íàâåäåíèõ âèùå, ïðîåêòèâíå
âèìiðþâàííÿ ìîæå áóòè ïîâíèì àáî íåïîâíèì.

Ïðèïóñòèìî, ùî n-êóáiòîâi âåêòîðè ñòàíiâ ïðåäñòàâëåíi â îá÷èñëþ-
âàëüíîìó áàçèñi. Áàçèñíi âåêòîðè n-êóáiòîâîãî ïðîñòîðó ïîçíà÷èìî ÷å-
ðåç

|−→z ⟩ = |z1z2 . . . zn⟩ , (9.51)

äå êîæíå ç zi (i = 1, n) ìîæå ïðèéìàòè çíà÷åííÿ �0� àáî �1�. Î÷åâèäíî,
ùî çàãàëüíå ÷èñëî òàêèõ áàçèñíèõ åëåìåíòiâ ó n-êóáiòîâîìó ïðîñòîði
äîðiâíþ¹ N = 2n.

Áóäü-ÿêèé íîðìîâàíèé íà îäèíèöþ n-êóáiòîâèé âåêòîð ñòàíó |ψ⟩ ìî-
æíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

|ψ⟩ =
∑
−→z

α−→z |−→z ⟩ =
∑

z1,z2,...,zn∈{0;1}

αz1z2...zn |z1z2 . . . zn⟩ ,
∑
−→z

|α−→z |2 = 1,
(9.52)

äå α−→z â çàãàëüíîìó âèïàäêó � êîìïëåêñíi ÷èñëà, ÷àñòèíà ç ÿêèõ ìîæå
äîðiâíþâàòè íóëþ.

Ïðèïóñòèìî, ùî â äåÿêié îá÷èñëþâàëüíié ïðîöåäóði íåîáõiäíî ïðîâå-
ñòè îïåðàöiþ âèìiðþâàííÿ íàä m < n êîíêðåòíèìè êóáiòàìè â îá÷èñëþ-
âàëüíîìó áàçèñi. Êîæíèé ç áàçèñíèõ ñòàíiâ |−→z ⟩ ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi
òåíçîðíîãî äîáóòêó äâîõ âåêòîðiâ

|−→z ⟩ = |−→x ⟩ ⊗ |−→y ⟩ , (9.53)

äå â |−→x ⟩ = |x1x2 . . . xm⟩ âõîäÿòü, íàïðèêëàä ó ïîðÿäêó çðîñòàííÿ íîìå-
ðiâ, òi êóáiòè, íàä ÿêèìè ïëàíó¹òüñÿ ïðîâåñòè âèìiðþâàííÿ, à â |−→y ⟩ =
|y1y2 . . . yn−m⟩ � ðåøòà êóáiòiâ. Çà òàêîãî ðîçáèòòÿ áàçèñíèõ ñòàíiâ |−→z ⟩,
÷èñëî ðiçíèõ âåêòîðiâ |−→x ⟩ áóäå Nx = 2m, à âåêòîðiâ |−→y ⟩ � Ny = 2n−m;
çàãàëüíå ÷èñëî ðiçíèõ äîáóòêiâ |−→x ⟩ ⊗ |−→y ⟩, ÿê i ïîâèííî áóòè, ñòàíîâèòü

N = NxNy = 2m2n−m = 2n. (9.54)



9.1. ÏÐÎÅÊÒÈÂÍI ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍß (PVM-ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍß) 181

Âåêòîð ñòàíó (9.52) ìîæíà ïðåäñòàâèòè òåïåð ó íàñòóïíîìó âèãëÿäi:

|ψ⟩ =
∑
−→x

∑
−→y

α−→x ,−→y |−→x ⟩ ⊗ |−→y ⟩ =
∑
−→x

|−→x ⟩ ⊗


∑

−→y

α−→x ,−→y |−→y ⟩


 . (9.55)

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

|χ′−→x ⟩ =
∑
−→y

α−→x ,−→y |−→y ⟩ . (9.56)

Îñêiëüêè
∑

−→z |α−→z |2 =
∑

−→x

(∑
−→y

∣∣α−→x ,−→y
∣∣2
)
= 1, òî â çàãàëüíîìó âèïàäêó

∑
−→y

∣∣α−→x ,−→y
∣∣2 ≡ β2−→x < 1. Îòæå, ñòàí (9.56) âèÿâëÿ¹òüñÿ íåíîðìîâàíèì.

Ââîäÿ÷è çàìiñòü |χ′ (−→x )⟩ íîðìîâàíèé íà îäèíèöþ âåêòîð

|χ−→x ⟩ =
1

β−→x

∑
−→y

α−→x ,−→y |−→y ⟩ , (9.57)

n-êóáiòîâèé ñòàí (9.52) ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi, çðó÷íîìó äëÿ çàñòîñóâà-
ííÿ ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà ïðî âèìiðþâàííÿ:

|ψ⟩ =
∑
−→x

β−→x |−→x ⟩ ⊗ |χ−→x ⟩ . (9.58)

Îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi íàä îáðàíèìè m êó-
áiòàìè âiäïîâiäà¹ ïîâíà ñèñòåìà 2m ïðîåêòîðiâ

{
P̂−→x = |−→x ⟩ ⟨−→x |

}
,

∑
−→x

P̂−→x = Î . (9.59)

Êîæíîìó çíà÷åííþ −→x âiäïîâiäà¹ îäèí iç ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþ-
âàííÿ, iìîâiðíiñòü ðåàëiçàöi¨ ÿêîãî ðiâíà

w−→x = |β−→x |2 ,
∑
−→x

w−→x =
∑
−→x

|β−→x |2 = 1. (9.60)

Êiíöåâèé íîðìîâàíèé ñòàí ñèñòåìè n êóáiòiâ äëÿ êîæíîãî ðåçóëüòàòó −→x
îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ ìà¹ âèãëÿä

|ψ−→x ⟩ = |−→x ⟩ ⊗ |χ−→x ⟩ . (9.61)

Íàãàäà¹ìî, ùî ïðè ïîâíîìó ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííi m êóáiòiâ ìàêñè-
ìàëüíà êiëüêiñòü ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ äîðiâíþ¹ Nx = 2m.
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Êîæíèé ç ìîæëèâèõ êiíöåâèõ n-êóáiòîâèõ íîðìîâàíèõ ñòàíiâ ìîæíà
âèçíà÷èòè çà ôîðìóëîþ

|ψ−→x ⟩ =
P̂−→x |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂−→x

∣∣∣ψ
〉 , (9.62)

à iìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ òàêîãî ñòàíó â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ ðiâíà

w−→x =
〈
ψ
∣∣∣ P̂−→x

∣∣∣ψ
〉
. (9.63)

Çíàõîäæåííÿ çíà÷åíü (9.62) òà (9.63) äëÿ ñèñòåìè ç áàãàòüìà êóáiòàìè
¹ ãðîìiçäêîþ ðóòèííîþ ïðîöåäóðîþ. Îäíàê, ìîæíà ñòâîðèòè ïðîãðàìó,
óíiâåðñàëüíó ùîäî âèáîðó ÷èñåë n òà m, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ ìîæíà îòðè-
ìóâàòè ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ áåçïîñåðåäíüî çà äîïîìîãîþ çâè÷àéíîãî
êîìï'þòåðà.

ßêùî â n-êóáiòîâîìó ñòàíi ïîòðiáíî ïðîâåñòè âèìiðþâàííÿ m êóái-
òiâ íå â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi, à â äåÿêîìó iíøîìó îðòîíîðìîâàíîìó
áàçèñi

|−→v ⟩ = |v1v2 . . . vm⟩ , (9.64)

òî ñëiä ïîïåðåäíüî ïåðåéòè âiä áàçèñó |−→x ⟩ äî áàçèñó |v⟩, n-êóáiòîâó õâè-
ëüîâó ôóíêöiþ ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

|ψ⟩ =
∑
−→v

β−→v |−→v ⟩ ⊗ |χ−→v ⟩ , (9.65)

i äàëè äiÿòè çà âèùåíàâåäåíèì àëãîðèòìîì.

9.1.4 Îïåðàöi¨ ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ íàä çìiøà-
íèìè ñòàíàìè

Ðîçãëÿíóòi âèùå îïåðàöi¨ ñòîñóþòüñÿ âèìiðþâàíü, ùî ïðîâîäÿòüñÿ íàä
÷èñòèìè êâàíòîâèìè ñòàíàìè. Íàãàäà¹ìî, ùî êâàíòîâi ñòàíè íàçèâà-
þòüñÿ ÷èñòèìè, ÿêùî ¨õ ìîæíà îïèñàòè ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði çà
äîïîìîãîþ âåêòîðiâ ñòàíó (àáî, ùî òå æ ñàìå, çà äîïîìîãîþ õâèëüî-
âèõ ôóíêöié). Çìiøàíi ñòàíè âèçíà÷àþòüñÿ ñóêóïíiñòþ âåêòîðiâ ñòàíiâ
|ψ1⟩ , |ψ2⟩ , . . . , |ψn⟩, ÿêi âõîäÿòü ó ñóìiø, ðàçîì ç âiäïîâiäíèìè âàãîâè-
ìè êîåôiöi¹íòàìè q1, q2, . . . , qn. Îñêiëüêè êîåôiöi¹íòè qi, i = 1, n, ìàþòü
ñåíñ iìîâiðíîñòåé çíàõîäæåííÿ ñèñòåìè ó êîæíîìó çi ñòàíiâ |ψi⟩, òî âîíè
çàäîâîëüíÿþòü ñïiââiäíîøåííÿ

0 ≤ qi ≤ 1, i = 1, n,
n∑

i=1

qi = 1. (9.66)
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Íà âiäìiíó âiä ñóïåðïîçèöiéíîãî ñòàíó

|ψ⟩ =
n∑

i=1

αi |ψi⟩ , qi = |αi|2 ,

ó çìiøàíîìó ñòàíi âiäñóòíi ôàçîâi ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îêðåìèìè ñòàíàìè
|ψi⟩.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â ó çìiøàíîìó ñòàíi îá÷èñëþ¹òüñÿ çà
ôîðìóëîþ

〈
Â
〉
=

n∑

i=1

qi

〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉
. (9.67)

Ôîðìóëà (9.67) ìiñòèòü â ñîái 2 ñïîñîáè óñåðåäíåííÿ:

� êâàíòîâå óñåðåäíåííÿ ó êîæíîìó ÷èñòîìó ñòàíi
〈
Â
〉
i
=
〈
ψi

∣∣∣ Â
∣∣∣ψi

〉

� êëàñè÷íå óñåðåäíåííÿ çãiäíî ïðàâèë êëàñè÷íî¨ ñòàòèñòèêè〈
Â
〉
=
∑n

i=1 qi

〈
Â
〉
i
.

Çà çàäàíîþ ñóêóïíiñòþ âåêòîðiâ ñòàíiâ òà âiäïîâiäíèõ âàãîâèõ êîåôi-
öi¹íòiâ çìiøàíèé ñòàí ìîæíà îïèñàòè îïåðàòîðîì ãóñòèíè

ρ̂ =
n∑

i=1

qi |ψi⟩ ⟨ψi| , (9.68)

äå |ψi⟩ ⟨ψi| = P̂i � îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ íà ñòàí |ψi⟩.
Äëÿ êîæíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó |µk⟩ ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòî-

ði, â ÿêîìó âèçíà÷åíi ñòàíè |ψi⟩, ìîæíà ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè ç
åëåìåíòàìè

ρkk′ = ⟨µk | ρ̂ |µ′
k⟩ . (9.69)

Ïðåäñòàâëåííÿ çìiøàíîãî ñòàíó ìàòðèöåþ ãóñòèíè ¹ íàéáiëüø åêîíîì-
íîþ òà îïòèìàëüíîþ ôîðìîþ îïèñó çìiøàíîãî ñòàíó, îñêiëüêè â íié ìi-
ñòÿòüñÿ ëèøå ïàðàìåòðè, ÿêi õàðàêòåðèçóþòü ñàìå ñòàí êâàíòîâî¨ ñèñòå-
ìè.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â ó çìiøàíîìó ñòàíi, ùî îïèñó¹òüñÿ îïå-
ðàòîðîì (ìàòðèöåþ) ãóñòèíè ρ̂, âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

〈
Â
〉
= Tr ρ̂Â. (9.70)

Çâè÷àéíî, óñåðåäíåííÿ îïåðàòîðà Â çà ôîðìóëàìè (9.67) òà (9.70) äà¹
îäíàêîâi ðåçóëüòàòè.
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Ëîãi÷íî ââàæàòè, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îäèíè÷íîãî îïåðàòîðà i â çìi-
øàíîìó ñòàíi ïîâèííî äîðiâíþâàòè îäèíèöi. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî îïå-
ðàòîð ãóñòèíè ìà¹ áóòè íîðìîâàíèì íàñòóïíèì ÷èíîì:

Tr ρ̂ = Tr ρ̂Î = 1. (9.71)

Çìiñòó òà âëàñòèâîñòÿì îïåðàòîðà ãóñòèíè â äàíîìó ïîñiáíèêó ïðè-
ñâÿ÷åíî îêðåìèé ðîçäië. Òóò ìè âèêîðèñòà¹ìî öå ïîíÿòòÿ âèêëþ÷íî äëÿ
îïèñó îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ íàä çìiøàíèìè ñòàíàìè.

Çàçíà÷èìî, ùî ÷èñòi ñòàíè ìîæíà îïèñóâàòè ÿê çà äîïîìîãîþ âåêòî-
ðiâ ñòàíó, òàê i âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàòîðè (ìàòðèöi) ãóñòèíè. Äiéñíî,
÷èñòi ñòàíè ìîæíà ââàæàòè ÷àñòêîâèì âèïàäêîì çìiøàíèõ ñòàíiâ, êîëè
âñi êîåôiöi¹íòè qi ó ôîðìóëi (9.68), çà âèíÿòêîì îäíîãî (ÿêèé äîðiâíþ¹
îäèíèöi), äîðiâíþþòü íóëþ. Çâiäñè âèñíîâîê: ÿêùî ìà¹ìî äåÿêå ñïiââiä-
íîøåííÿ äëÿ ÷èñòîãî ñòàíó ÷åðåç âåêòîð ñòàíó, äîñòàòíüî ïåðåïèñàòè
éîãî ÷åðåç îïåðàòîð ãóñòèíè; îòðèìàíèé âèðàç ìîæíà ââàæàòè éîãî óçà-
ãàëüíåííÿì i íà âèïàäîê çìiøàíèõ ñòàíiâ.

Òàê, ÷èñòîìó ñòàíó |ψ⟩ âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð ãóñòèíè ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|. Ðå-
çóëüòàò äi¨ äåÿêîãî îïåðàòîðà Â íà ñòàí |ψ⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè àáî ÿê
|ψ′⟩ = Â |ψ⟩, àáî ÷åðåç îïåðàòîð ãóñòèíè

ρ̂′ = |ψ′⟩ ⟨ψ′| = Â |ψ⟩ ⟨ψ| Â† = Âρ̂Â†. (9.72)

Îòæå, ïåðåòâîðåííÿ çìiøàíèõ ñòàíiâ ïiä äi¹þ îïåðàòîðà Â âèçíà÷à¹òüñÿ
ôîðìóëîþ

ρ̂′ = Âρ̂Â†. (9.73)

Íåõàé äåÿêîìó îðòîãîíàëüíîìó ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííþ âiäïîâiä-

à¹ ñèñòåìà ïðîåêòîðiâ
{
P̂i

}
, i = 1, n. ßêùî íà âõiä ñõåìè âèìiðþâàííÿ

ïîäà¹òüñÿ ÷èñòèé ñòàí |ψ⟩, òî, ÿê ìè âæå çíà¹ìî, iìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ
k-ãî ðåçóëüòàòó íà âèõîäi ðiâíà wk =

〈
ψ
∣∣∣ P̂k

∣∣∣ψ
〉
, à ñòàí ñèñòåìè ïiñëÿ

âèìiðþâàííÿ âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

|φk⟩ =
P̂k |ψ⟩√〈
ψ
∣∣∣ P̂k

∣∣∣ψ
〉 .

Îòæå, ÿêùî íà âõiä âèìiðþâàëüíî¨ ñèñòåìè ïîäà¹òüñÿ çìiøàíèé ñòàí,
ùî îïèñó¹òüñÿ îïåðàòîðîì ãóñòèíè ρ̂, òî iìîâiðíiñòü òîãî, ùî íà âèõîäi
îòðèìà¹ìî k-èé ðåçóëüòàò, äîðiâíþ¹

wk = Tr P̂kρ̂, (9.74)



9.1. ÏÐÎÅÊÒÈÂÍI ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍß (PVM-ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍß) 185

à êiíöåâèé íîðìîâàíèé ñòàí ñèñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ çà ôîðìóëîþ

ρ̂k =
P̂kρ̂P̂k

Tr P̂kρ̂
. (9.75)

Ðîçãëÿíåìî äåêiëüêà ïðèêëàäiâ îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ íàä çìiøàíèìè
êâàíòîâèìè ñòàíàìè.

Ïðèêëàä 1.
Êóáiò ïðèãîòîâàíèé ÿê ñóìiø äâîõ ÷èñòèõ âåêòîðiâ ç âiäïîâiäíèìè âàãî-
âèìè êîåôiöi¹íòàìè q1, q2:

|ψ1⟩ = |0⟩ , q1 =
1

3
,

|ψ2⟩ =
1√
2
(|0⟩+ |1⟩) , q2 =

2

3
.

(9.76)

Çàâäàííÿ: çíàéòè ìîæëèâi àëüòåðíàòèâíi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ äëÿ
äàíîãî çìiøàíîãî ñòàíó â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi òà ðîçðàõóâàòè iìî-
âiðíiñòü ðåàëiçàöi¨ êîæíîãî ðåçóëüòàòó.

Îïåðàòîð ãóñòèíè äëÿ äàíîãî ñòàíó (9.76) ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ = q1 |ψ1⟩ ⟨ψ1|+ q2 |ψ2⟩ ⟨ψ2|

=
1

3
|0⟩ ⟨0|+ 2

3
· 1
2
(|0⟩+ |1⟩) (⟨0|+ ⟨1|)

=
2

3
|0⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1|+ 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|1⟩ ⟨1| .

(9.77)

Ïåðåâiðÿ¹ìî íîðìóâàííÿ îïåðàòîðà ρ̂:

Tr ρ̂ = ⟨0 | ρ̂ | 0⟩+ ⟨1 | ρ̂ | 1⟩ = 2

3
+

1

3
= 1. (9.78)

Âèìiðþâàííþ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ç äâîõ
îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ

P̂0 = |0⟩ ⟨0| P̂1 = |1⟩ ⟨1| . (9.79)

Î÷åâèäíî, ùî ñóêóïíiñòü äàíèõ äâîõ îïåðàòîðiâ óòâîðþ¹ ïîâíó ñè-
ñòåìó:

P̂0 + P̂1 = |0⟩ ⟨0|+ |1⟩ ⟨1| = Î . (9.80)

Êîæíîìó ç äâîõ ïðîåêòîðiâ âiäïîâiäà¹ îäèí ìîæëèâèé ðåçóëüòàò âè-
ìiðþâàííÿ:
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� ïðîåêòîðó P̂0 ç iìîâiðíiñòþ w0 = Tr P̂0ρ̂ âiäïîâiäà¹ êiíöåâèé ñòàí

ρ̂0 =
P̂0ρ̂P̂0

Tr P̂0ρ̂

� ïðîåêòîðó P̂1 ç iìîâiðíiñòþ w1 = Tr P̂1ρ̂ âiäïîâiäà¹

ρ̂1 =
P̂1ρ̂P̂1

Tr P̂1ρ̂
.

Âèêîíó¹ìî îá÷èñëåííÿ:

w0 = Tr P̂0ρ̂

= Tr

[
|0⟩ ⟨0|

(
2

3
|0⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1|+ 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|1⟩ ⟨1|

)]

= Tr

(
2

3
|0⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1|

)
=

2

3

P̂0ρ̂P̂0 =

(
2

3
|0⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1|

)
|0⟩ ⟨0| = 2

3
|0⟩ ⟨0|

ρ̂0 =
P̂0ρ̂P̂0

Tr P̂0ρ̂
=

2
3
|0⟩ ⟨0|

2
3

= |0⟩ ⟨0|

w1 = Tr P̂1ρ̂

= Tr

[
|1⟩ ⟨1|

(
2

3
|0⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1|+ 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|1⟩ ⟨1|

)]

= Tr

(
1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|1⟩ ⟨1|

)
=

1

3

P̂1ρ̂P̂1 =

(
1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|1⟩ ⟨1|

)
|1⟩ ⟨1| = 1

3
|1⟩ ⟨1|

ρ̂1 =
P̂1ρ̂P̂1

Tr P̂1ρ̂
=

1
3
|1⟩ ⟨1|

1
3

= |1⟩ ⟨1| .

Îòæå, â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ ç iìîâiðíiñòþ w0 = 2
3
êâàíòîâà ñè-

ñòåìà ïåðåéäå â ñòàí ρ̂0 = |0⟩ ⟨0|, òà ç iìîâiðíiñòþ w1 = 1
3
� ó ñòàí

ρ̂1 = |1⟩ ⟨1|.
Ïðèêëàä 2.

Äâîêóáiòîâà ñóìiø óòâîðþ¹òüñÿ ç äâîõ ñòàíiâ Áåëëà ç âàãîâèìè êîåôiöi-
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¹íòàìè q1, q2 âiäïîâiäíî:

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩) , q1 =

1

4
∣∣Φ+

〉
=

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) , q2 =

3

4
.

(9.81)

Çàâäàííÿ: çíàéòè àëüòåðíàòèâíi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ â îá÷èñëþâàëü-
íîìó áàçèñi ïåðøîãî êóáiòà òà âiäïîâiäíi iìîâiðíîñòi ðåàëiçàöi¨ êîæíîãî
ç ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ.

Îïåðàòîð ãóñòèíè äëÿ äàíîãî äâîêóáiòîâîãî ñòàíó ïiñëÿ ïðîñòèõ òî-
òîæíiõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà ïðèâåñòè äî íàñòóïíîãî âèãëÿäó:

ρ̂ = q1
∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣+ q2

∣∣Φ+
〉 〈

Φ+
∣∣

= |0⟩ ⟨0| ⊗
(
1

8
|1⟩ ⟨1|+ 3

8
|0⟩ ⟨0|

)
+ |0⟩ ⟨1| ⊗

(
3

8
|0⟩ ⟨1| − 1

8
|1⟩ ⟨0|

)

+ |1⟩ ⟨0| ⊗
(
3

8
|1⟩ ⟨0| − 1

8
|0⟩ ⟨1|

)
+ |1⟩ ⟨1| ⊗

(
3

8
|1⟩ ⟨1|+ 1

8
|0⟩ ⟨0|

)
,

äå âèðàçè ïîçà äóæêàìè âiäíîñÿòüñÿ äî ïåðøîãî êóáiòó, à â äóæêàõ �
äî äðóãîãî êóáiòó.

ßê i â ïîïåðåäíüîìó ïðèêëàäi, âèìiðþâàííþ âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà äâîõ
îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ (9.79), ùî âèçíà÷åíi ó ïðîñòîði ñòàíiâ ïåðøîãî
êóáiòó:

P̂0|1 = P̂0 ⊗ Î = |0⟩ ⟨0| ⊗ Î P̂1|1 = P̂1 ⊗ Î = |1⟩ ⟨1| ⊗ Î , (9.82)

äå P̂i|j � îïåðàòîð ïðîåêòóâàííÿ P̂i, ùî äi¹ íà j-é êóáiò.
Ïðèìiòêà: îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó ïðîñòið ñòàíiâ äâîêóáiòîâèé,

òî îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ äëÿ ïåðøîãî êóáiòó âèçíà÷àþòüñÿ ÿê òåíçîð-
íèé äîáóòîê âiäïîâiäíîãî ïðîåêòîðà íà îäèíè÷íèé îïåðàòîð Î; îñòàííié
îçíà÷à¹, ùî ïðè âèìiðþâàííi íàä ïåðøèì êóáiòîì æîäíi îïåðàöi¨ íàä
äðóãèì êóáiòîì íå âèêîíóþòüñÿ.

Ïðîâîäèìî ðîçðàõóíêè:

w0 = Tr P̂0|1ρ̂ = Tr

(
1

8
|01⟩ ⟨01|+ 3

8
|00⟩ ⟨00|

+
3

8
|00⟩ ⟨11| − 1

8
|01⟩ ⟨10|

)

=
〈
00
∣∣∣ P̂0|1ρ̂

∣∣∣ 00
〉
+
〈
01
∣∣∣ P̂0|1ρ̂

∣∣∣ 01
〉
+
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+
〈
10
∣∣∣ P̂0|1ρ̂

∣∣∣ 10
〉
+
〈
11
∣∣∣ P̂0|1ρ̂

∣∣∣ 11
〉

=
3

8
+

1

8
+ 0 + 0 =

1

2

P̂0|1ρ̂P̂0|1 =

(
1

8
|01⟩ ⟨01|+ 3

8
|00⟩ ⟨00|

+
3

8
|00⟩ ⟨11| − 1

8
|01⟩ ⟨10|

)
|0⟩ ⟨0| ⊗ Î

=
3

8
|00⟩ ⟨00|+ 1

8
|01⟩ ⟨01|

ρ̂0|1 =
P̂0|1ρ̂P̂0|1

Tr P̂0|1ρ̂
=

3

4
|00⟩ ⟨00|+ 1

4
|01⟩ ⟨01|

w1 = Tr P̂1|1ρ̂ = Tr

(
3

8
|11⟩ ⟨00| − 1

8
|10⟩ ⟨01|

+
3

8
|11⟩ ⟨11|+ 1

8
|10⟩ ⟨10|

)

=
3

8
+

1

8
=

1

2

P̂1|1ρ̂P̂1|1 =

(
3

8
|11⟩ ⟨00| − 1

8
|10⟩ ⟨01|

+
3

8
|11⟩ ⟨11|+ 1

8
|10⟩ ⟨10|

)
|1⟩ ⟨1| ⊗ Î

=
1

8
|10⟩ ⟨10|+ 3

8
|11⟩ ⟨11|

ρ̂1|1 =
P̂1|1ρ̂P̂1|1

Tr P̂1|1ρ̂
=

1

4
|10⟩ ⟨10|+ 3

4
|11⟩ ⟨11| .

Îòæå, â ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ ìîæëèâi äâi àëüòåðíàòèâè:

� ç iìîâiðíiñòþ w0 =
1
2
äâîêóáiòîâà ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó ñòàí ρ̂0|1 =

3
4
|00⟩ ⟨00| + 1

4
|01⟩ ⟨01|, ÿêèé ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìiø ÷èñòèõ ñòàíiâ |00⟩

òà |01⟩ ç âiäïîâiäíèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè q1 = 3
4
òà q2 = 1

4

� ç iìîâiðíiñòþ w1 =
1
2
äâîêóáiòîâà ñèñòåìà ïåðåõîäèòü ó ñòàí ρ̂1|1 =

1
4
|10⟩ ⟨10| + 3

4
|11⟩ ⟨11|, ÿêèé ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìiø ÷èñòèõ ñòàíiâ |10⟩

òà |11⟩ ç âiäïîâiäíèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè q1 = 1
4
òà q2 = 3

4
.
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Çàóâàæèìî, ùî çìiøàíi ñòàíè ìîæíà óòâîðþâàòè íå ëèøå ç êîìái-
íàöié ÷èñòèõ ñòàíiâ, àëå òàêîæ i ç iíøèõ çìiøàíèõ ñòàíiâ. ßêùî ìà¹ìî
äåêiëüêà çìiøàíèõ ñòàíiâ ρ̂i, i = 1, n, âèçíà÷åíèõ â îäíîìó é òîìó æ ñà-
ìîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði, òî ç íèõ ìîæíà óòâîðèòè íîâèé çìiøàíèé
ñòàí

ρ̂ =
n∑

i=1

riρ̂i, (9.83)

äå ri � âàãîâi êîåôiöi¹íòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâàì

ri ≥ 0, i = 1, n,
n∑

i=1

ri = 1. (9.84)

9.2 POVM-âèìiðþâàííÿ

Ïðîåêòèâíi âèìiðþâàííÿ íå âè÷åðïóþòü âñi ìîæëèâi ñïîñîáè âèìiðþâà-
ííÿ êâàíòîâèõ ñèñòåì. Iñíó¹ áiëüø çàãàëüíèé (ïîðiâíÿíî ç ïðîåêòèâíè-
ìè) êëàñ âèìiðþâàíü, ÿêèé ìà¹ íàçâó Positive Operator-Valued Measure,
òà ïîçíà÷à¹òüñÿ çàãàëüíîâæèâàíîþ àáðåâiàòóðîþ POVM. (Óêðà¨íñüêîþ
ìîâîþ òàêèé ñïîñiá âèìiðþâàííÿ ìîæíà áóëî á íàçâàòè �Ïîçèòèâíi îïå-
ðàòîðíîçíà÷íi ìiðè� � ÏÎÇÌ. Îäíàê íàäàëi ìè áóäåìî êîðèñòóâàòèñÿ
âæå óñòàëåíèì ìiæíàðîäíèì ïîçíà÷åííÿì POVM). Ïðîåêòèâíå âèìiðþ-
âàííÿ ìîæíà ââàæàòè ÷àñòèííèì âèïàäêîì POVM.

ßê i â ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííi, ñóêóïíîñòi âñiõ ìîæëèâèõ ðåçóëü-

òàòiâ âèìiðþâàííÿ ó POVM âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà äåÿêèõ îïåðàòîðiâ
{
Êm

}
,

ùî ìàþòü íàçâó åëåìåíòè POVM. Êîæíîìó ìîæëèâîìó êiíöåâîìó ðå-
çóëüòàòó âèìiðþâàííÿ âiäïîâiäà¹ îêðåìèé åëåìåíò Êm. Îïåðàòîðè Êm

çàäîâîëüíÿþòü íàñòóïíèì âëàñòèâîñòÿì:

1. âñi åëåìåíòè Êm ¹ äîäàòíî âèçíà÷åíèìè îïåðàòîðàìè ó ãiëüáåðòî-
âîìó ïðîñòîði H ïåâíî¨ ðîçìiðíîñòi

2. åëåìåíòè Êm çàäîâîëüíÿþòü óìîâó

n∑

m=1

Êm = Î , (9.85)

äå n � çàãàëüíå ÷èñëî åëåìåíòiâ äëÿ äàíîãî ïîâíîãî POVM-âè-
ìiðþâàííÿ
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3. iìîâiðíiñòü wm äëÿ m-ãî ðåçóëüòàòó POVM-âèìiðþâàííÿ íàä êâàí-
òîâîþ ñèñòåìîþ, ñòàí ÿêî¨ âèçíà÷à¹òüñÿ âåêòîðîì |ψ⟩ àáî ìàòðèöåþ
ãóñòèíè ρ̂, âèçíà÷à¹òüñÿ ôîðìóëàìè

wm =
〈
ψ
∣∣∣ Êm

∣∣∣ψ
〉

wm = Tr ρ̂Êm.
(9.86)

Ñëiä çàçíà÷èòè, ùî åëåìåíòè Êm (íà âiäìiíó âiä âèìîãè ïðîåêòèâíèõ
âèìiðþâàíü) íå îáîâ'ÿçêîâî îðòîãîíàëüíi îäèí äî îäíîãî òà, ÿê íàñëi-
äîê, ÷èñëî åëåìåíòiâ ìîæå áóòè áiëüøèì çà ðîçìiðíiñòü ãiëüáåðòîâîãî
ïðîñòîðó H, â ÿêîìó âîíè âèçíà÷åíi. Íàãàäà¹ìî, ùî äëÿ ïðîåêòèâíîãî
âèìiðþâàííÿ ÷èñëî îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ íiêîëè íå ïåðåâèùó¹ ðîç-
ìiðíiñòü ïðîñòîðó.

Ðiâíiñòü (9.85) âiäïîâiäà¹ î÷åâèäíîìó ôàêòó, ùî ñóìà iìîâiðíîñòåé
âñiõ ìîæëèâèõ àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ ïîâèííà äîðiâ-
íþâàòè îäèíèöi. ßê âiäîìî, âñi âëàñíi çíà÷åííÿ äîäàòíî âèçíà÷åíèõ îïå-
ðàòîðiâ íåâiä'¹ìíi. Áóäü-ÿêèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð, à îòæå é
åëåìåíò Êm, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi

Êm = M̂ †
mM̂m. (9.87)

Ó âèïàäêó POVM îïåðàòîðè M̂m ìàþòü íàçâó îïåðàòîðè âèìiðþâàííÿ
(îòæå, Êm � åëåìåíòè POVM, M̂m � îïåðàòîðè âèìiðþâàííÿ POVM).
Îïåðàòîðè M̂m íå îáîâ'ÿçêîâî ¹ åðìiòîâèìè.

Â ïðîåêòèâíèõ âèìiðþâàííÿõ â ÿêîñòi îïåðàòîðiâ âèìiðþâàííÿ M̂m

âèñòóïàþòü ïðîåêòîðè P̂m, ÿêi ¹ åðìiòîâèìè (P̂ †
m = P̂m) òà çàäîâîëüíÿþòü

óìîâi P̂ 2
m = P̂m. Òîäi

Êm = P̂ †
mP̂m = P̂mP̂m = P̂ 2

m = P̂m, (9.88)

òîáòî åëåìåíòè Êm ñïiâïàäàþòü ç ïðîåêòîðàìè P̂m, i, îòæå, çíà÷åííÿ
iìîâiðíîñòåé îêðåìèõ àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ

wm =
〈
ψ
∣∣∣ Êm

∣∣∣ψ
〉
=
〈
ψ
∣∣∣ P̂m

∣∣∣ψ
〉

wm = Tr ρ̂Êm = Tr ρ̂P̂m

(9.89)

ñïiâïàäàþòü ç îïèñàíèìè â ðîçäiëi ïðî ïðîåêòèâíi âèìiðþâàííÿ (PVM).

Ñëiä çàóâàæèòè, ùî ñèñòåìà åëåìåíòiâ
{
Êm

}
íå çàâæäè âiäïîâiäà¹

ïðîåêòèâíîìó âèìiðþâàííþ.
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POVM äîçâîëÿ¹ îïèñàòè áiëüø çàãàëüíèé êëàñ âèìiðþâàíü, â òîìó
÷èñëi òàêi, ÿêi íåìîæëèâî ïðîâåñòè â ðåàëüíîìó åêñïåðèìåíòi. Ó PVM-
âèìiðþâàííÿõ íàä ñòàíîì |ψ⟩ =∑m αm |φm⟩ ââàæà¹òüñÿ, ùî â ðåçóëüòàòi
îòðèìó¹òüñÿ êëàñè÷íà iíôîðìàöiÿ (íàïðèêëàä, ÷èñëî �m�), ÿêà âêàçó¹ íà
òå, ÿêèé ñàìå àëüòåðíàòèâíèé êiíöåâèé ðåçóëüòàò ìè îòðèìàëè, à êâàí-
òîâà ñèñòåìà ïðè öüîìó êîëàïñó¹ â ñòàí |φm⟩; íàä îòðèìàíèì ñòàíîì
ìîæíà ïðîâîäèòè ïîäàëüøi îïåðàöi¨. ßêùî æ íàä äàíèì ñòàíîì |φm⟩ ïî-
âòîðèòè òi æ ñàìi âèìiðþâàííÿ, òî êîæíîãî ðàçó áóäåìî îòðèìóâàòè òå
æ ñàìå ÷èñëî �m� i òîé ñàìèé ñòàí |φm⟩. Àëå â äåÿêèõ ðåàëüíèõ âèìiðþ-
âàííÿõ êâàíòîâà ñèñòåìà ïîâíiñòþ çíèùó¹òüñÿ. Íàïðèêëàä, â îïåðàöiÿõ
íàä ôîòîíàìè ñàìi ÷àñòèíêè ìîæóòü ïîãëèíàòèñÿ äåòåêòîðîì i, îòæå,
æîäíèõ ïîäàëüøèõ äié íàä êâàíòîâîþ ñèñòåìîþ ïðîâåñòè íåìîæëèâî.

Ó POVM, ÿê ïðàâèëî, íå öiêàâëÿòüñÿ êiíöåâèì ñòàíîì êâàíòîâî¨ ñè-
ñòåìè; iíòåðåñ ïîëÿãà¹ ëèøå ó çíàõîäæåííi ðîçïîäiëó iìîâiðíîñòåé âñiõ
ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ. Ó ïðèêëàäi ç ôîòîíàìè çàäà÷à ìî-
æå ñòàâèòèñÿ, ïðèìiðîì, ïðî ðîçïîäië iìîâiðíîñòåé ñòàíó ïîëÿðèçàöi¨.

Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä, â ÿêîìó ÷iòêî âèÿâëÿ¹òüñÿ ðiçíèöÿ ìiæ ïðîå-
êòèâíèì i POVM-âèìiðþâàííÿì. Öåé ïðèêëàä iíîäi íàçèâàþòü çàäà÷åþ
ðîçïiçíàâàííÿ êâàíòîâèõ ñòàíiâ.

Óÿâèìî ñîái, ùî Àëiñà íàäñèëà¹ Áîáó ïî êâàíòîâîìó êàíàëó ðàç çà
ðàçîì ïî îäíîìó êóáiòó, êîæíèé ç ÿêèõ çíàõîäèòüñÿ â îäíîìó ç äâîõ,
|φ1⟩ àáî |φ2⟩, ìîæëèâèõ ñòàíiâ. Ìîæíà ââàæàòè, ùî ñåðåäí¹ ÷èñëî êîïié
êóáiòiâ ó äâîõ ñòàíàõ îäíàêîâå. Êîæíîãî ðàçó Àëiñà îáèðà¹ |φ1⟩ àáî |φ2⟩
âèïàäêîâèì ÷èíîì. Áîáó âiäîìî, ùî êîæíèé êóáiò çíàõîäèòüñÿ â îäíîìó
ç äâîõ íàçâàíèõ ñòàíiâ. Çàäà÷à Áîáà ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá ïîáóäóâàòè
ñõåìó âèìiðþâàííÿ, ÿêà á ðîçïiçíàâàëà ñòàí êîæíî¨ êîïi¨ êóáiòà, ÿêó âií
îòðèìó¹ âiä Àëiñè.

ßêùî ñòàíè |φ1⟩ òà |φ2⟩ îðòîãîíàëüíi (⟨φ1 |φ2⟩ = 0), òî æîäíèõ ïðî-
áëåì äëÿ ¨õ ðîçïiçíàâàííÿ íåìà¹. Íàïðèêëàä, ÿêùî |φ1⟩ = |+⟩ = 1√

2
(|0⟩+ |1⟩),

|φ2⟩ = |−⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩), òî Áîá ìîæå ïðîâåñòè ïðîåêòèâíå âèìiðþâà-

ííÿ, ùî âiäïîâiäà¹ ñèñòåìi îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ

{
P̂+, P̂−

}
, P̂+ = |+⟩ ⟨+| , P̂− = |−⟩ ⟨−| ,

òàê ùî P̂+P̂− = 0, P̂+ + P̂− = Î. Â ðåçóëüòàòi òàêîãî âèìiðþâàííÿ Áîá
îòðèìà¹ êëàñè÷íó iíôîðìàöiþ, íàïðèêëàä, ó âèãëÿäi ñèìâîëiâ �+� àáî
�−�, ÿêi îäíîçíà÷íî âêàçóþòü íà ñòàí êóáiòà. Äî ðå÷i, çãiäíî òåîði¨ ïðî-
åêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ, â äàíîìó âèïàäêó ñòàí êóáiòà â ðåçóëüòàòi îïå-
ðàöi¨ âèìiðþâàííÿ íå çìiíþ¹òüñÿ, i Áîá ìîæå âèêîíóâàòè ïîäàëüøi äi¨ ç
íèì çà âëàñíèì ðîçñóäîì.
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Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî ñòàíè |φ1⟩ i |φ2⟩ íå îðòîãîíàëüíi (⟨φ1 |φ2⟩ ≠ 0).
Âiäîìî, ùî â òàêîìó âèïàäêó íå iñíó¹ àëãîðèòìó âèìiðþâàííÿ, ÿêèé
äîçâîëÿ¹ äîñòîâiðíî ðîçïiçíàòè ñòàí êîæíîãî îòðèìàíîãî Áîáîì êóái-
òà. (Äî ðå÷i, ñàìå íà öié íåìîæëèâîñòi ðîçïiçíàâàííÿ áàçóþòüñÿ äåÿêi
êâàíòîâi ïðîòîêîëè ñòâîðåííÿ òà ðîçïîäiëó êðèïòîãðàôi÷íèõ êëþ÷iâ.)
Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iìîâiðíiñòü âiðíîãî ðîçïiçíàâàííÿ ñòàíiâ íå ïåðåâèùó¹
çíà÷åííÿ

w =
1

2

(
1 +

√
1− δ2

)
, (9.90)

äå δ = |⟨φ1 |φ2⟩|. Ç (9.90) âèïëèâà¹, ùî ó âèïàäêó, êîëè |φ1⟩ òà |φ2⟩ îðòî-
ãîíàëüíi (δ = 0), òî w = 1 � òîáòî îòðèìó¹ìî âæå âiäîìèé íàì ðåçóëüòàò.
ßêùî δ = 1, òî w = 1

2
. Çðîçóìiëî, ùî â äàíîìó âèïàäêó ðîçðiçíèòè ñòàíè

àáñîëþòíî íåìîæëèâî, i éìîâiðíiñòü w = 1
2
äîñÿãà¹òüñÿ, ÿêùî íàâìàííÿ

íàçèâàòè ñòàí àáî |φ1⟩, àáî |φ2⟩. Çàóâàæèìî òàêîæ, ùî çíà÷åííÿ iìîâið-
íîñòi (9.90) äîñÿãà¹òüñÿ äëÿ îïòèìàëüíî¨ ñõåìè âèìiðþâàíü.

Çàäà÷ó ðîçïiçíàâàííÿ ñòàíiâ ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ïî-ðiçíîìó. Â îäíî-
ìó ñïîñîái ìîæíà âèìàãàòè ðîçïiçíàâàííÿ ñòàíó êîæíîãî íàäiñëàíîãî
Àëiñîþ êóáiòà ç ïåâíîþ iìîâiðíiñòþ w. Àëå çàâäàííÿ ìîæíà ïîñòàâèòè
iíàêøå: ÷è íå ìîæíà õî÷à á äëÿ ÷àñòèíè âñüîãî àíñàìáëþ êóáiòiâ ðîç-
ïiçíàòè ñòàí îäíîçíà÷íî?

Ðîçãëÿíåìî ðîçâ'ÿçàííÿ òàêîãî çàâäàííÿ i çà äîïîìîãîþ ïðîåêòèâíî-
ãî âèìiðþâàííÿ, i çà äîïîìîãîþ POVM.

Â ÿêîñòi íåîðòîãîíàëüíèõ ñòàíiâ äëÿ ðîçïiçíàâàííÿ îáåðåìî

|φ1⟩ = |0⟩

|φ2⟩ = |−⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩) . (9.91)

Äëÿ ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ ìîæíà îáðàòè ïîâíó ñèñòåìó îðòîãî-
íàëüíèõ ïðîåêòîðiâ
{
P̂0, P̂1

}
, P̂0 = |0⟩ ⟨0| , P̂1 = |1⟩ ⟨1| , P̂0P̂1 = 0, P̂0 + P̂1 = Î . (9.92)

Òîäi:

� ÿêùî â ðåçóëüòàòi ïðîöåäóðè âèìiðþâàííÿ íàä ÷åðãîâèì êóáiòîì
ìè îòðèìà¹ìî êëàñè÷íèé ñèìâîë �1�, òî ìîæíà ç iìîâiðíiñòþ w = 1
ñòâåðäæóâàòè, ùî äàíèé êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |φ2⟩, îñêiëüêè â
ðåçóëüòàòi âèìiðþâàííÿ íàä ñòàíîì |φ1⟩ íiêîëè íå ìîæíà îòðèìàòè
çíà÷åííÿ �1�

� ÿêùî ðåçóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ ¹ ñèìâîë �0�, òî íå ìîæëèâî âïåâ-
íåíî ñòâåðäæóâàòè ïðî ñòàí êóáiòà, îñêiëüêè îáèäâà ñòàíè ïiä ÷àñ
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âèìiðþâàííÿ ìîæóòü äàòè çíà÷åííÿ �0�; ñòàí êóáiòà ìîæíà âñòàíî-
âèòè ç ïåâíîþ iìîâiðíiñòþ, àëå ïðè òàêîìó ïiäõîäi ìè áóäåìî ÷àñ
âiä ÷àñó ïîìèëÿòèñÿ.

Îòæå, çà òàêîãî ñïîñîáó âèìiðþâàííÿ ìè íiêîëè íå çìîæåìî äîñòîâiðíî
ðîçïiçíàòè ñòàí |φ1⟩ = |0⟩.

Â ÿêîñòi îðòîãîíàëüíî¨ ïàðè ïðîåêòîðiâ ìîæíà òàêîæ îáðàòè P̂+ =
|+⟩ ⟨+| , P̂− = |−⟩ ⟨−|. Òîäi ïiä ÷àñ îòðèìàííÿ ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ
êëàñè÷íîãî ñèìâîëó �+� ìîæíà ç iìîâiðíiñòþ w = 1 ñòâåðäæóâàòè, ùî
êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |φ1⟩ = |0⟩; ÿêùî æ áóäå îòðèìàíî ñèìâîë �−�
� òî ïðî ñòàí êóáiòó íå ìîæíà áóäå ñòâåðäæóâàòè íi÷îãî ïåâíîãî.

Ïiäñóìîâóþ÷è, ìîæíà ñêàçàòè, ùî ïiä ÷àñ ïðîåêòèâíîãî âèìiðþâàííÿ
â äàíîìó ïðèêëàäi ìîæíà äîñòîâiðíî ðîçïiçíàòè ëèøå îäèí iç äâîõ ñòàíiâ
äëÿ ÷àñòèíè âñüîãî àíñàìáëþ êóáiòiâ.

Ðîçãëÿíåìî òåïåð çàäà÷ó ðîçïiçíàâàííÿ òèõ ñàìèõ ñòàíiâ |φ1⟩ = |0⟩,
|φ2⟩ = |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) çà äîïîìîãîþ POVM-âèìiðþâàííÿ.

Â ÿêîñòi åëåìåíòiâ POVM-âèìiðþâàííÿ îáåðåìî 3 äîäàòíî âèçíà÷å-
íèõ îïåðàòîðè

Ê1 =

√
2

1 +
√
2
|1⟩ ⟨1|

Ê2 =

√
2

1 +
√
2
|+⟩ ⟨+| =

√
2

1 +
√
2

(|0⟩+ |1⟩) (⟨0|+ ⟨1|)
2

Ê3 = Î − Ê1 − Ê2.

(9.93)

Âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ
{
Êm

}
:

Ê1 : λ1 = 0, λ2 =

√
2

1 +
√
2

Ê2 : λ1 = 0, λ2 =

√
2

1 +
√
2

Ê3 : λ1 = 0, λ2 =
2

1 +
√
2
.

(9.94)

Îòæå, âñi òðè îïåðàòîðè Êm � äîäàòíî âèçíà÷åíi. Î÷åâèäíèì ¹ òàêîæ
i òå, ùî ñóêóïíiñòü öèõ îïåðàòîðiâ çàäîâîëüíÿ¹ ðiâíiñòü (9.85) äëÿ åëå-
ìåíòiâ POVM:

Ê1 + Ê2 + Ê3 = Î .

Çãiäíî òåîði¨ POVM, êîæíîìó åëåìåíòó Êm âiäïîâiäà¹ îäèí ç ìîæëè-
âèõ àëüòåðíàòèâíèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ. Ïðè êîæíîìó âèìiðþâàí-
íi îòðèìó¹òüñÿ îäèí iç òðüîõ ñèãíàëiâ (íàïðèêëàä, êëàñè÷íi ÷èñëà �1�,
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�2� àáî �3�), ÿêi ñâiä÷àòü ïðî òå, ùî â äàíîìó êîíêðåòíîìó âèìiðþâàííi
ðåàëiçóâàâñÿ âiäïîâiäíî åëåìåíò Ê1 àáî Ê2 àáî Ê3. Îäíîçíà÷íî ïåðåäáà-
÷èòè çàçäàëåãiäü, ÿêèé ñàìå ñèãíàë iç òðüîõ ìîæëèâèõ ìè îòðèìà¹ìî ïiä
÷àñ âèìiðþâàííÿ îêðåìî¨ êîïi¨ êóáiòà, àáñîëþòíî íåìîæëèâî. Ç âèäó åëå-
ìåíòiâ Êm ìîæíà ëèøå ðîçðàõóâàòè iìîâiðíîñòi ïîÿâè êîæíîãî ñèãíàëó
çà ôîðìóëîþ (9.86). Çîêðåìà, ÿêùî êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |φ1⟩ = |0⟩,
òî ñèãíàëè �1�, �2� òà �3� îòðèìà¹ìî ç iìîâiðíîñòÿìè

w1
1 =

〈
φ1

∣∣∣ Ê1

∣∣∣φ1

〉
= 0

w1
2 =

〈
φ1

∣∣∣ Ê2

∣∣∣φ1

〉
=

1√
2
(
1 +

√
2
)

w1
3 =

〈
φ1

∣∣∣ Ê3

∣∣∣φ1

〉
=

1√
2
.

(9.95)

ßêùî æ êóáiò çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |φ2⟩ = 1√
2
(|0⟩ − |1⟩), òî ç iìîâiðíî-

ñòÿìè
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∣∣∣ Ê1
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∣∣∣φ2
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〈
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∣∣∣ Ê3
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〉
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2

(9.96)

îòðèìà¹ìî ñèãíàëè �1�, �2� òà �3� âiäïîâiäíî.
Òåïåð ðîçãëÿíåìî POVM-âèìiðþâàííÿ äëÿ ðîçïiçíàâàííÿ ñòàíiâ êó-

áiòiâ.
ßêùî ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ îòðèìó¹òüñÿ ñèãíàë �1�, òî öå îäíîçíà÷íî

ñâiä÷èòü, ùî îòðèìàíèé âiä Àëiñè êóáiò çíàõîäèâñÿ äî âèìiðþâàííÿ ó
ñòàíi |φ2⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩), îñêiëüêè ñòàí |φ1⟩ = |0⟩ íiêîëè íå ïîðîäæó¹

ñèãíàë �1� (w1
1 = 0). Ñèãíàë �2� ñâiä÷èòü ïðî òå, ùî êóáiò ïåðåáóâà¹ ó

ñòàíi |φ1⟩ = |0⟩, îñêiëüêè |φ2⟩ íiêîëè íå äà¹ �2�. ßêùî æ îòðèìàíî ñèãíàë
�3�, òî íåìà¹ æîäíèõ ïiäñòàâ äëÿ âèçíà÷åííÿ ñòàíó êóáiòà, îñêiëüêè �3�
îäíàêîâî ÷àñòî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íåçàëåæíî âiä òîãî, çíàõîäèòüñÿ êóáiò ó ñòàíi
|φ1⟩ àáî æ ó ñòàíi |φ2⟩.

Îòæå, îñòàòî÷íi âèñíîâêè ç åêñïåðèìåíòó POVM äëÿ ðîçãëÿíóòîãî
âèïàäêó:

� ñèãíàë �1� ⇒ ñòàí êóáiòà |φ2⟩

� ñèãíàë �2� ⇒ ñòàí êóáiòà |φ1⟩



9.3. ÏÐÀÊÒÈ×ÍÀ ÐÅÀËIÇÀÖIß ÂÈÌIÐÞÂÀÍÍßÓ ÇÀÄÀÍÎÌÓÎÐÒÎÍÎÐÌÎÂÀÍÎÌÓÁÀÇÈÑI195

� ñèãíàë �3� ⇒ íå ìîæíà íi÷îãî ñêàçàòè ïðî ñòàí êóáiòà.

Çàóâàæèìî, ùî ç òàêèìè âiäïîâiäÿìè ìè æîäíîãî ðàçó íå ðîáèìî
ïîìèëîê.

Ðîçãëÿíóòèé ïðèêëàä äà¹ çàãàëüíå óÿâëåííÿ ïðî POVM-âèìiðþâàííÿ.
Çâè÷àéíî, çàäà÷ó ðîçïiçíàâàííÿ ñòàíiâ ìîæíà óçàãàëüíèòè íà âèïàäîê
òðüîõ, ÷îòèðüîõ i áiëüøîãî ÷èñëà íåîðòîãîíàëüíèõ ñòàíiâ êóáiòiâ àáî
êâàíòîâèõ ñèñòåì ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði áiëüøî¨ ðîçìiðíîñòi. Ïîøóê
îïòèìàëüíèõ àëãîðèòìiâ POVM-âèìiðþâàííÿ äëÿ ñêëàäíèõ ñèñòåì áåç-
óìîâíî ìiñòèòü ó ñîái òâîð÷èé åëåìåíò.

9.3 Ïðàêòè÷íà ðåàëiçàöiÿ âèìiðþâàííÿ ó çà-

äàíîìó îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi

Ðiçíîìàíiòíi àëãîðèòìè êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ìîæóòü âêëþ÷àòè â ñåáå
îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ íà áàãàòîêóáiòîâèõ ðåãiñòðàõ âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî
îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó.

Íà ïðàêòèöi ñòâîðåííÿ äåòåêòîðiâ, ÿêi áåçïîñåðåäíüî á ðå¹ñòðóâàëè
ïîäi¨, ïîâ'ÿçàíi ç âèìiðþâàííÿì ó òîìó ÷è iíøîìó áàçèñi, ¹ ïðîáëåìàòè-
÷íîþ çàäà÷åþ.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, îäíàê:

ÿêùî iñíó¹ ïðèñòðié äëÿ âèìiðþâàííÿ ñòàíiâ îêðåìèõ êóáiòiâ â
îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi, òî çà äîïîìîãîþ êâàíòîâèõ ñõåì ìîæíà
ðåàëiçóâàòè âèìiðþâàííÿ ôîí Íåéìàíà íà áàãàòîêóáiòîâié ñèñòå-
ìi âiäíîñíî áóäü-ÿêîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó.

Òîáòî, âèìiðþâàííÿ áàãàòîêóáiòîâî¨ ñèñòåìè âiäíîñíî äîâiëüíîãî, íà-
ïåðåä âèçíà÷åíîãî áàçèñó, ìîæíà çâåñòè äî îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ ñòàíiâ
îêðåìèõ êóáiòiâ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi.

Îòæå, íåõàé çà ïðîòîêîëîì êâàíòîâèõ îá÷èñëåíü ïîòðiáíî ïðîâåñòè
âèìiðþâàííÿ äåÿêîãî ñòàíó |ψ⟩ ç áàãàòîêóáiòîâîãî ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòî-
ðó H âiäíîñíî ôiêñîâàíîãî ïîâíîãî îðòîíîðìîâàíîãî áàçèñó {|φm⟩}, äå
iíäåêñ m ¹ iíäèêàòîðîì áàçèñíèõ âåêòîðiâ. Ç óìîâè ïîâíîòè áàçèñó âè-
ïëèâà¹, ùî ñòàí |ψ⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨:

|ψ⟩ =
∑

m

αm |φm⟩ (9.97)

Çãiäíî ïîñòóëàòó ôîí Íåéìàíà, âèìiðþâàííÿ ñòàíó |ψ⟩ ó áàçèñi {|φm⟩}
ç iìîâiðíiñòþ wm = |αm|2 âèäà¹ íà âèõîäi îäíå ç ìîæëèâèõ çíà÷åíü ÷èñëà
m, à êâàíòîâà ñèñòåìà îïèíÿ¹òüñÿ â áàçèñíîìó ñòàíi |φm⟩.
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Ðîçãëÿíåìî êâàíòîâó ñõåìó, çîáðàæåíó íà Ðèñ. 9.1, íà âèõîäi ÿêî¨
îòðèìó¹òüñÿ òàêèé ñàìèé ðåçóëüòàò.

|ψ〉

|0〉

|0〉

|0〉

|0〉

Û Û−1
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Ðèñ. 9.1: Ñõåìà âèìiðþâàííÿ ñòàíó ðåãiñòðó

Íà äàíié ñõåìi çîáðàæåíî ðåãiñòð, ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç 2n êóáiòiâ. Ç íèõ
n êóáiòiâ ¹ ãîëîâíèìè i n � ñëóæáîâèìè (äîïîìiæíèìè). Â ñèñòåìó n
ãîëîâíèõ êóáiòiâ çàâàíòàæó¹òüñÿ ñòàí |ψ⟩, à â ñëóæáîâi � ñòàí |00 . . . 0⟩.
Îòæå, íà âõîäi ðåãiñòðó ìà¹ìî:

|ψ0⟩ =
∑

m

αm |φm⟩ ⊗ |00 . . . 0⟩ . (9.98)

Ïiä iíäåêñîì m ñëiä ðîçóìiòè íîìåð áàçèñíîãî ñòàíó, ïðåäñòàâëåíîãî ó
äâiéêîâîìó êîäi.

Äàëi, óíiòàðíèé îïåðàòîð Û ïåðåòâîðþ¹ áàçèñíi ñòàíè |φm⟩ ó âiäïî-
âiäíi ñòàíè îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó

Û : |φm⟩ → |m⟩ . (9.99)

Â ðåçóëüòàòi 2n-êóáiòîâèé ñòàí íàáóâà¹ âèãëÿäó

|ψ1⟩ =
∑

m

αm |m⟩ ⊗ |00 . . . 0⟩ . (9.100)
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Íà íàñòóïíîìó åòàïi çà äîïîìîãîþ îïåðàòîðiâ ĈNOT âiäáóâà¹òüñÿ
êîïiþâàííÿ îäíîêóáiòîâèõ ñòàíiâ ãîëîâíîãî ðåãiñòðó ó âiäïîâiäíi êóáiòè
ñëóæáîâîãî ðåãiñòðó. Â ðåçóëüòàòi îòðèìó¹ìî:

|ψ2⟩ = ĈNOT n,2nĈNOT n−1,2n−1 . . . ĈNOT 2,n+2ĈNOT 1,n+1 |ψ1⟩
=
∑

m

αm |m⟩ ⊗ |m⟩ . (9.101)

Çàóâàæåííÿ. Îïåðàöiÿ êîïiþâàííÿ, çàñòîñîâàíà ïðè ïåðåõîäi âiä |ψ1⟩
äî |ψ2⟩, íå ñóïåðå÷èòü òåîðåìi no-cloning, îñêiëüêè â äàíîìó âèïàäêó
âèêîíó¹òüñÿ îïåðàöiÿ êîïiþâàííÿ êîíêðåòíèõ ñòàíiâ îá÷èñëþâàëüíîãî
áàçèñó, â òîé ÷àñ ÿê ïðèíöèï çàáîðîíè êëîíóâàííÿ ñòîñó¹òüñÿ íåìîæëè-
âîñòi êîïiþâàííÿ áóäü-ÿêî¨ ñóïåðïîçèöi¨ çà äîïîìîãîþ îäíîãî ïðèñòðîþ.

Çà äîïîìîãîþ íàñòóïíî¨ îïåðàöi¨, Û−1, â ãîëîâíié ÷àñòèíi ðåãiñòðó âiä-
áóâà¹òüñÿ ïåðåòâîðåííÿ áàçèñíèõ âåêòîðiâ |m⟩ îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó
â ñòàíè |φm⟩ çàäàíîãî áàçèñó. Â ðåçóëüòàòi 2n-êóáiòîâà ñèñòåìà íàáóâà¹
âèãëÿäó

|ψ3⟩ = Û−1 |ψ2⟩ =
∑

m

αm |φm⟩ ⊗ |m⟩ (9.102)

ßêùî â óíiòàðíié îïåðàöi¨ Û ñèñòåìà ïðîõîäèòü ÷åðåç ðÿä åëåìåíòiâ,
òî â îïåðàöi¨ Û−1 âîíà ïðîõîäèòü ïîñëiäîâíî ÷åðåç âiäïîâiäíi îáåðíåíi
âåíòèëi, àëå ðîçòàøîâàíi ó çâîðîòíüîìó ïîðÿäêó.

Îñòàííÿ îïåðàöiÿ, çîáðàæåíà íà ñõåìi Ðèñ. 9.1, ÿâëÿ¹ ñîáîþ âèìiðþ-
âàííÿ ñòàíó êîæíîãî ç êóáiòiâ äîïîìiæíîãî ðåãiñòðó â îá÷èñëþâàëüíîìó
áàçèñi. Â ðåçóëüòàòi ç iìîâiðíiñòþ wm = |αm|2 ïîâíèé ðåãiñòð îïèíèòüñÿ
ó ñòàíi

|ψout⟩ = |φm⟩ ⊗ |m⟩ (9.103)

ç ïåâíèì çíà÷åííÿì ÷èñëà m. Äàíèé ðåçóëüòàò öiëêîì ñïiâïàäà¹ ç òåî-
ðåòè÷íèì ðåçóëüòàòîì îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ ôîí Íåéìàíà, ïðîâåäåíîãî
íàä ñòàíîì |ψ⟩ â áàçèñi {|φm⟩}.

Íàâåäåìî äâà ïðèêëàäè ðîçãëÿíóòîãî òèïó âèìiðþâàííÿ.

9.3.1 Âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Áåëëà

Çàâäàííÿ: ïîáóäóâàòè êâàíòîâó ñõåìó, ÿêà çàáåçïå÷ó¹ âèìiðþâàííÿ ôîí
Íåéìàíà áóäü-ÿêîãî äâîêóáiòîâîãî ñòàíó â áàçèñi Áåëëà.

Äëÿ çðó÷íîñòi ïîÿñíåíü ââåäåìî íîâi ïîçíà÷åííÿ ÷îòèðüîõ ñòàíiâ Áåë-
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ëà:

∣∣Φ+
〉
≡ |β00⟩ =

1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

∣∣Ψ+
〉
≡ |β01⟩ =

1√
2
(|01⟩+ |10⟩)

∣∣Φ−〉 ≡ |β10⟩ =
1√
2
(|00⟩ − |11⟩)

∣∣Ψ−〉 ≡ |β11⟩ =
1√
2
(|01⟩ − |10⟩) .

(9.104)

Ðîçãëÿíåìî ïðîñòó êâàíòîâó ñõåìó, äèâ. Ðèñ. 9.2, â ÿêié çàäiÿíî âñüîãî
äâà åëåìåíòè: îïåðàòîð ĈNOT 12 òà îïåðàòîð Àäàìàðà Ĥ, ÿêèé äi¹ íà
ïåðøèé êóáiò.

1

2 ⊕

Ĥ
|βij〉 |ij〉

Ðèñ. 9.2: Ñõåìà ïåðåõîäó âiä áàçèñó Áåëëà äî îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó

Ïðîñòà ïåðåâiðêà ïîêàçó¹: ÿêùî íà âõiä ñõåìè ïîäàòè áàçèñíèé âåêòîð
Áåëëà, òî íà âèõîäi îòðèìà¹ìî âiäïîâiäíèé âåêòîð ñòàíó îá÷èñëþâàëü-
íîãî áàçèñó çà ïðàâèëîì

|β00⟩ → |00⟩
|β01⟩ → |01⟩
|β10⟩ → |10⟩
|β11⟩ → |11⟩ ,

(9.105)

òîáòî |βij⟩ → |ij⟩, äå i, j = 0, 1.
Ðîçãëÿíåìî òåïåð êâàíòîâó ñõåìó, äèâ. Ðèñ. 9.3, ç ÷îòèðìà êóáiòàìè,

äâà ç ÿêèõ (�1� òà �2�) áóäåìî ââàæàòè ãîëîâíèìè, à äâà iíøèõ (�3� òà
�4�) � äîïîìiæíèìè.

Äâîêóáiòîâèé ñòàí |ψ⟩, ÿêèé ïiäëÿãà¹ âèìiðþâàííþ â áàçèñi Áåëëà,
ïðåäñòàâèìî ó âèãëÿäi ñóïåðïîçèöi¨

|ψ⟩ =
1∑

i,j=0

αij |βij⟩ . (9.106)
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|ψ〉

|0〉

|0〉

1

2

3

4

Ĥ Ĥ

⊕ ⊕

⊕

⊕
|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 |ψout〉

Ðèñ. 9.3: Ñõåìà âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Áåëëà

Âåêòîð (9.106) çàâàíòàæèìî â ñèñòåìó äâîõ ãîëîâíèõ êóáiòiâ, à ïàðó
ñëóæáîâèõ êóáiòiâ ïðèâåäåìî â ñòàí |00⟩. Òîäi, â ïðîöåñi âèêîíàííÿ ñõåìè
çëiâà íàïðàâî (ùî âiäïîâiäà¹ ïåðåòâîðåííþ ñèñòåìè ç ÷àñîì), ïîñëiäîâíî
âiäáóâàòèìåòüñÿ ïåðåòâîðåííÿ ÷îòèðèêóáiòîâîãî ðåãiñòðó:

|ψ0⟩ → |ψ1⟩ → |ψ2⟩ → |ψ3⟩ → |ψout⟩ , (9.107)

äå (íîìåðè êóáiòiâ ñëiä ðàõóâàòè çëiâà íàïðàâî: 1, 2, 3, 4)

|ψ0⟩ = |ψ⟩ ⊗ |00⟩
|ψ1⟩ =

∑

ij

αij |ij⟩ ⊗ |00⟩

|ψ2⟩ =
∑

ij

αij |ij⟩ ⊗ |ij⟩ .
(9.108)

Ïiñëÿ îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi òðåòüîãî òà ÷å-
òâåðòîãî êóáiòiâ îòðèìó¹ìî êëàñè÷íèé ñèãíàë ó âèãëÿäi ÷èñëà ó äâiéêî-
âîìó êîäi {ij}, ÿêå ìà¹ îäíå ç ÷îòèðüîõ çíà÷åíü {00, 01, 10, 11}, à ÷îòè-
ðèêóáiòîâèé ðåãiñòð ïåðåõîäèòü ó ñòàí ç äåÿêèì ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì
(îäèí ç ÷îòèðüîõ âàðiàíòiâ) {ij}

|ψ3⟩ = |ij⟩ ⊗ |ij⟩ (9.109)

ç iìîâiðíiñòþ ïåðåõîäó, ðiâíîþ wij = |αij|2.
Íàðåøòi, ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ îñòàííüî¨ äiëÿíêè ñõåìè, îòðèìà¹ìî îñòà-

òî÷íèé ñòàí ñèñòåìè
|ψout⟩ = |βij⟩ ⊗ |ij⟩ . (9.110)

Îòðèìàíèé ðåçóëüòàò äëÿ ïåðøî¨ ïàðè êóáiòiâ ïîâíiñòþ âiäïîâiäà¹
òåîðåòè÷íîìó ðåçóëüòàòó âèìiðþâàííÿ ôîí Íåéìàíà â áàçèñi Áåëëà.
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9.3.2 Âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Àäàìàðà

Ñõåìà íà Ðèñ. 9.4 âiäîáðàæà¹ ïðîòîêîë îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ òðèêóái-
òîâèõ ñòàíiâ ó áàçèñi Àäàìàðà. Ðåãiñòð êâàíòîâî¨ ñõåìè íàëi÷ó¹ øiñòü
êóáiòiâ, òðè ç ÿêèõ (�1�, �2�, �3�) ¹ ãîëîâíèìè, à ðåøòà (�4�, �5�, �6�) �
äîïîìiæíèìè.

|ψ〉

|0〉

|0〉

|0〉

1

2

3

4

5

6

Ĥ

Ĥ

Ĥ

Ĥ

Ĥ

Ĥ

⊕

⊕

⊕
|ψ0〉 |ψ1〉 |ψ2〉 |ψ3〉 |ψout〉

Ðèñ. 9.4: Ñõåìà âèìiðþâàííÿ â áàçèñi Àäàìàðà

Ñèìâîë íà Ðèñ. 9.4 ïîçíà÷à¹ âèìiðþâàííÿ êóáiòà â îá÷èñëþâàëü-
íîìó áàçèñi.

Äëÿ êîæíîãî êóáiòà áàçèñ Àäàìàðà (5.15) íàëi÷ó¹ äâà âåêòîðè:

|+⟩ = 1√
2
(|0⟩+ |1⟩) |−⟩ = 1√

2
(|0⟩ − |1⟩) . (9.111)

Íà âõiä ãîëîâíèõ êóáiòiâ ïîäà¹òüñÿ òðèêóáiòîâèé ñòàí

|ψ⟩ = 1√
6
|000⟩+ 1√

3
|011⟩ − 1√

3
|100⟩ − 1√

6
|111⟩ . (9.112)

Äîïîìiæíi êóáiòè iíiöiàëiçóþòüñÿ ó ñòàíi |0⟩.
×èòà÷åâi ïðîïîíó¹òüñÿ ñàìîñòiéíî:

1. Çíàéòè øåñòèêóáiòîâi ñòàíè ðåãiñòðó íà ïî÷àòêó îïåðàöi¨ òà ïiñëÿ
ïðîõîäæåííÿ êîæíîãî åòàïó ñõåìè (|ψ0⟩, |ψ1⟩, |ψ2⟩, |ψ3⟩, |ψout⟩).

2. Ïåðåëi÷èòè âñi ìîæëèâi êiíöåâi ñòàíè, à òàêîæ iìîâiðíîñòi ¨õ ïîÿâè
äëÿ òðèêóáiòîâî¨ ñèñòåìè.
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9.4 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðîáî-

òè

1. Äîâåñòè, ùî ïîâíîòà PVM-âèìiðþâàííÿ íàä n-êóáiòîâèì ðåãiñòðîì
¹ iíâàðiàíòíîþ âiäíîñíî óíiòàðíèõ ïåðåòâîðåíü.

2. ×è óòâîðþþòü îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ íà äâîêóáiòîâi ñòàíè |0+⟩,
|0−⟩, |1+⟩, |1−⟩ ïîâíó PVM-ñèñòåìó? Îá ðóíòóéòå âiäïîâiäü.

3. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîðè ïðîåêòóâàííÿ íà áàçèñíi ñòàíè Áåëëà óòâî-
ðþþòü ïîâíó ñèñòåìó âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèõ ïðîåêòîðiâ äëÿ äâî-
êóáiòîâîãî ðåãiñòðó.

4. Äëÿ 4-êóáiòîâîãî êâàíòîâîãî ñòàíó

|ψ⟩ = 1√
6
|0000⟩ − 1√

6
|0011⟩+ 1

2
√
3
|0101⟩ − 1

2
√
3
|0110⟩

− 1

2
√
3
|1001⟩+ 1

2
√
3
|1010⟩ − 1√

6
|1100⟩+ 1√

6
|1111⟩

(9.113)

çíàéòè ìîæëèâi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ ñòàíó ïåðøî¨ ïàðè êóáiòiâ:

� â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi

� ó áàçèñi Áåëëà

� ó áàçèñi Àäàìàðà {|++⟩ , |+−⟩ , |−+⟩ , |−−⟩}
� ó ñèñòåìi ïðîåêòîðiâ (9.25) íà òðèïëåòíèé i ñèíãëåòíèé ñòàíè
(íåïîâíå âèìiðþâàííÿ).

5. Çàäàíî äâà 4-êóáiòîâèõ ñòàíè

|ψ1⟩ = α |0000⟩+ β |1111⟩ , ⟨ψ1 |ψ1⟩ = 1,

|ψ2⟩ = α |0001⟩+ β |0010⟩+ γ |0100⟩+ δ |1000⟩ , ⟨ψ2 |ψ2⟩ = 1.

Íàä ïåðøèì êóáiòîì ó êîæíîìó ç äâîõ ñòàíiâ âèêîíó¹òüñÿ îïåðà-
öiÿ âèìiðþâàííÿ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi. ×è ¹ ñåðåä ìîæëèâèõ
ñòàíiâ ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ çàïëóòàíi ñòàíè? ßêùî ¹, òî çàïèøiòü ¨õ
ó íîðìîâàíîìó âèãëÿäi.

6. Äëÿ íàñòóïíèõ ñòàíiâ ðîçãëÿíóòè âñi àëüòåðíàòèâíi ðåçóëüòàòè âè-
ìiðþâàííÿ ó âèçíà÷åíîìó áàçèñi òà çíàéòè âiäïîâiäíi iìîâiðíîñòi
ðåàëiçàöi¨ êîæíîãî ðåçóëüòàòó:

(à) ñòàí (9.76), âèìiðþâàííÿ ó áàçèñi Àäàìàðà
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(á) ñòàí (9.81), âèìiðþâàííÿ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi äâîõ êóái-
òiâ

(â) ñòàí (9.81), âèìiðþâàííÿ ïåðøîãî êóáiòó â áàçèñi Àäàìàðà

(ã) ñòàí (9.81), âèìiðþâàííÿ ñèñòåìè äâîõ êóáiòiâ ó áàçèñi Àäàìà-
ðà.

Ó êîæíîìó âèïàäêó íàâåñòè ñèñòåìó ïðîåêòîðiâ, ùî âiäïîâiäà¹ êî-
æíîìó ç âèìiðþâàíü, òà ç'ÿñóâàòè:

� ÷è ¹ âiäïîâiäíà ñèñòåìà ïðîåêòîðiâ ïîâíîþ

� ÷è ¹ âiäïîâiäíå âèìiðþâàííÿ ïîâíèì.

7. ßêi ðåçóëüòàòè îòðèìóþòüñÿ, ÿêùî äëÿ ñòàíó (9.81) ïðîâåñòè âèìi-
ðþâàííÿ ó áàçèñi Áåëëà?

8. ßêà ÷àñòêà âiä çàãàëüíîãî ÷èñëà êóáiòiâ áóäå ðîçïiçíàíà äëÿ ñòàíiâ
(9.91) çà äîïîìîãîþ POVM-âèìiðþâàííÿ? ßê çìiíèòüñÿ öÿ ÷àñòêà,
ÿêùî ñåðåäí¹ ÷èñëî îáîõ ñòàíiâ ó ñóìiøi íå áóäå îäíàêîâèì?

9. ßêà ÷àñòêà ñòàíiâ (9.91) áóäå ðîçïiçíàíà çà äîïîìîãîþ ïðîåêöiéíîãî
âèìiðþâàííÿ?

10. Îá÷èñëiòü ñàìîñòiéíî çíà÷åííÿ iìîâiðíîñòåé wj
i , i = 1, 3, j = 1, 2,

íàâåäåíèõ ó (9.95), (9.96).
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Êâàíòîâi íåëîêàëüíi ïðîòîêîëè

10.1 Îïåðàöi¨ êëàñó LOCC

Ùå ó 80-õ òà 90-õ ðîêàõ ìèíóëîãî ñòîëiòòÿ áóëî çàçíà÷åíî, ùî ñåðåä óñiõ
ìîæëèâèõ ñèìóëÿöié íàä êâàíòîâèìè ñèñòåìàìè äîöiëüíî âiäîêðåìèòè
êëàñ îïåðàöié íàä çàïëóòàíèìè êîìïîçèòíèìè êâàíòîâèìè ñèñòåìàìè,
ÿêèé çãîäîì îòðèìàâ ñòiéêó àáðåâiàòóðó LOCC (Local Operations and
Classical Communication). Iäåþ, ùî ëåæèòü â îñíîâi LOCC, iíêîëè ôîð-
ìóëþþòü ÿê �Ïàðàäèãìà âiääàëåíèõ ëàáîðàòîðié�.

Ñóòü LOCC ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó.
Óÿâèìî êâàíòîâó ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç çàïëóòàíèõ ìiæ ñîáîþ

ïiäñèñòåì, ðîçíåñåíèõ ó ïðîñòîði íà äåÿêi (íåìà¹ çíà÷åííÿ, ÿêi ñàìå) âiä-
ñòàíi. Ìîæíà ââàæàòè, ùî êîæíà ïiäñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ â îêðåìié ëà-
áîðàòîði¨. Ââàæà¹ìî äàëi, ùî åêñïåðèìåíòàòîðè êîæíî¨ ëàáîðàòîði¨ ìî-
æóòü âèêîíóâàòè íàä �ñâî¹þ� ïiäñèñòåìîþ áóäü-ÿêi ìàíiïóëÿöi¨, çîêðåìà
óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ òà îïåðàöi¨ âèìiðþâàííÿ, àëå âîíè íå ìàþòü çà-
ñîáiâ áåçïîñåðåäíüîãî âïëèâó íà ñòàíè ïiäñèñòåì â iíøèõ ëàáîðàòîðiÿõ.
Ìàíiïóëÿöi¨ òàêîãî êëàñó ìàþòü íàçâó �ëîêàëüíi îïåðàöi¨ �.

Çà ïðàâèëàìè LOCC, äîñëiäíèêè ç ðiçíèõ ëàáîðàòîðié ìîæóòü ñïië-
êóâàòèñÿ ìiæ ñîáîþ êëàñè÷íèìè çàñîáàìè çâ'ÿçêó (òåëåôîí, iíòåðíåò,
ëèñòóâàííÿ òîùî). Òàêèé ñïîñiá ñïiëêóâàííÿ îòðèìàâ íàçâó �êëàñè÷íà
êîìóíiêàöiÿ�. Îòæå, áóäü-ÿêà çàãàëüíà ìàíiïóëÿöiÿ íàä îá'¹äíàíîþ ñè-
ñòåìîþ â êëàñi LOCC ñêëàäà¹òüñÿ ç äåÿêîãî íàáîðó ïîêðîêîâèõ ëîêàëü-
íèõ îïåðàöié i îáìiíó iíôîðìàöi¹þ ìiæ óñiìà ó÷àñíèêàìè ïðîöåñó çà
äîïîìîãîþ êëàñè÷íèõ çàñîáiâ çâ'ÿçêó.

Äëÿ êîæíî¨ êîíêðåòíî¨ çàäà÷i ç ïåðåòâîðåííÿ êâàíòîâîãî ñòàíó îá'¹ä-
íàíî¨ ñèñòåìè ïîïåðåäíüî ñêëàäà¹òüñÿ �ïðîòîêîë�, â ÿêîìó ïðîïèñàíî ïî-
ñëiäîâíiñòü òà ñóòü îïåðàöié, ùî âèêîíóþòüñÿ êîæíèì ç ó÷àñíèêiâ ïðîöå-

203
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ñó. Îñêiëüêè â ëîêàëüíi îïåðàöi¨ ìîæå âõîäèòè âèìiðþâàííÿ, ðåçóëüòàò
ÿêîãî íåîäíîçíà÷íèé òà âèïàäêîâèé, òî �òðà¹êòîðiÿ� âèêîíàííÿ ïðîòî-
êîëó ìà¹ ðîçãàëóæåííÿ. Ïiñëÿ ïðîâåäåííÿ ÷åðãîâî¨ îïåðàöi¨ ëîêàëüíî-
ãî âèìiðþâàííÿ iíôîðìàöiÿ ïðî ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ ïåðåäà¹òüñÿ ó
âñi �ëîêàëüíi� ëàáîðàòîði¨, ÿêi âèçíà÷åíi ïðîòîêîëîì. Íàñòóïíi êðîêè
â áàãàòüîõ ëàáîðàòîðiÿõ ìîæóòü çàëåæàòè âiä ðåçóëüòàòiâ îïåðàöi¨ âè-
ìiðþâàííÿ, ïðîâåäåíî¨ â îêðåìié ëàáîðàòîði¨. Êîæíå ÷åðãîâå ëîêàëüíå
âèìiðþâàííÿ ïðèâîäèòü, çãiäíî ïðîòîêîëó, äî ïîäàëüøîãî ðîçãàëóæåííÿ
òðà¹êòîði¨. Íàïåðåä íåìîæëèâî ïåðåäáà÷èòè, ÿêèìè ãiëêàìè òðà¹êòîði¨
ïiäå ïðîöåñ.

Ïàðàäèãìà LOCC ìà¹ âåëèêå çíà÷åííÿ â êëàñèôiêàöi¨ çàïëóòàíèõ ñòà-
íiâ ñêëàäíèõ êâàíòîâèõ ñèñòåì.

Îñîáëèâî ñëiä âiäçíà÷èòè íåîáõiäíiñòü çàïëóòàíîñòi ìiæ ïiäñèñòåìà-
ìè äëÿ ðåàëiçàöi¨ çàäà÷ ó êëàñi LOCC. ×àñòèíêè àáî ðiçíi ïiäñèñòåìè íå-
ìîæëèâî çàïëóòàòè ëèøå ëîêàëüíèìè îïåðàöiÿìè. Íåñåïàðàáåëüíèé ñòàí
iç äâîõ àáî áiëüøå ïiäñèñòåì ìîæíà ñòâîðèòè øëÿõîì ¨õ îá'¹äíàííÿ (ëî-
êàëiçàöi¨ ó ïðîñòîði) i çàñòîñóâàííÿì âiäïîâiäíîãî çàïëóòóþ÷îãî îïåðà-
òîðà (íàïðèêëàä, CNOT ). Îïåðàöi¨ òàêîãî òèïó âèõîäÿòü çà ìåæi LOCC.

Êâàíòîâà òåëåïîðòàöiÿ êóáiòà ¹ ïðîñòîþ iëþñòðàöi¹þ çàäà÷i, ùî ðåà-
ëiçó¹òüñÿ îïåðàöiÿìè êëàñó LOCC. Íåîáõiäíèì iíñòðóìåíòîì çàäà÷i òå-
ëåïîðòàöi¨ ¹ íàÿâíiñòü çàïëóòàíî¨ ïàðè êóáiòiâ, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ, íàïðè-
êëàä, â îäíîìó çi ñòàíiâ áàçèñó Áåëëà (2.19).

10.2 Êâàíòîâà òåëåïîðòàöiÿ

Çàçâè÷àé ïðîòîêîë òåëåïîðòàöi¨ (íåÿâíî) óÿâëÿþòü íàñòóïíèì ÷èíîì:

1. Ç÷èòó¹òüñÿ âñÿ iíôîðìàöiÿ IS ïðî ñèñòåìó S, ÿêó íåîáõiäíî òåëå-
ïîðòóâàòè. Ñàìà ñèñòåìà ó òî÷öi âiäïðàâêè ìîæå ïðè öüîìó áóòè
çíèùåíà (õî÷à öå é íå îáîâ'ÿçêîâî).

2. IS ïåðåäà¹òüñÿ ó òî÷êó-àäðåñàò, êóäè íåîáõiäíî òåëåïîðòóâàòè S.

3. Ó òî÷öi-àäðåñàòi íà îñíîâi îòðèìàíî¨ iíôîðìàöi¨ IS ïîâíiñòþ âiä-
òâîðþ¹òüñÿ òåëåïîðòîâàíà ñèñòåìà S.

Îñêiëüêè ïiñëÿ âèêîíàííÿ ïóíêòó 1. Ïðîòîêîëó âñÿ iíôîðìàöiÿ ïðî
ñèñòåìó âiäîìà, òî, ñêîïiþâàâøè IS, ìîæíà ñòâîðèòè ñêiëüêè çàâãîäíî
êîïié ñèñòåìè S. Ñàìå òîìó çíèùåííÿ S ïiä ÷àñ ç÷èòóâàííÿ IS íå ¹
îáîâ'ÿçêîâèì: ñèñòåìó ìîæëèâî âiäòâîðèòè ó ò.÷. é ó òî÷öi âiäïðàâêè.

Íà ïåðøèé ïîãëÿä, òåëåïîðòàöiÿ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi íå ìîæëèâà:
íà ìiêðîñêîïi÷íîìó ðiâíi ñèñòåìà S ñêëàäà¹òüñÿ ç íàáîðó åëåìåíòàðíèõ
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÷àñòèíîê, êâàíòîâèé ñòàí ÿêèõ íàïåðåä íå âiäîìèé. Ç÷èòóâàííÿ iíôîð-
ìàöi¨ IS îçíà÷à¹, ùî ìè ïîâèííi ÿêèìîñü ÷èíîì âèìiðÿòè àáî ñêîïiþâàòè
iíôîðìàöiþ ïðî ñòàí óñiõ öèõ ÷àñòèíîê.

Áåçïîñåðåäí¹ êâàíòîâå âèìiðþâàííÿ ñòàíó âñiõ ÷àñòèíîê âíàñëiäîê
êîëàïñó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ çíèùó¹ ¨õíié ñòàí.

Ñèòóàöiþ ìîæíà áóëî á âèðiøèòè, çðîáèâøè äîñòàòíüî áàãàòî êîïié
ñòàíiâ óñiõ ñêëàäîâèõ ñèñòåìè S, àëå öå çàáîðîíåíî no-cloning òåîðåìîþ.

Òàêèì ÷èíîì, ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ìè íå ìîæåìî àíi ç÷èòàòè IS
øëÿõîì ïðÿìîãî âèìiðþâàííÿ íàä S âíàñëiäîê ðåäóêöi¨, àíi ñêîïiþâàòè
S âíàñëiäîê äi¨ no-cloning òåîðåìè, òîáòî âèêîíàòè ïóíêò 1. Ïðîòîêîëó
òåëåïîðòàöi¨.

Ðàçîì ç òèì, êâàíòîâà ìåõàíiêà äîçâîëÿ¹ ðåàëiçóâàòè ïðîòîêîë òåëå-
ïîðòàöi¨ çà óìîâè, ÿêùî âiäìîâèòèñÿ âiä ïóíêòó 1. Ïðîòîêîëó, à ñàìå �
âiä ç÷èòóâàííÿ iíôîðìàöi¨ IS ïðî ñèñòåìó S. Ïðè öüîìó, îñêiëüêè ìè íå
ìàòèìåìî IS, òî ìè íå çìîæåìî ñòâîðèòè ñêiëüêè çàâãîäíî êîïié S.

Â ïîäàëüøîìó ââàæà¹ìî, ùî ¹ äâà àäðåñàòè, Àëiñà òà Áîá. Ñèñòåìà S
êîäó¹òüñÿ äîâiëüíèì (â çàãàëüíîìó âèïàäêó íåâiäîìèì) îäíîêóáiòîâèì
ñòàíîì

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ , (10.1)

ÿêèé íåîáõiäíî òåëåïîðòóâàòè ç òî÷êè âiäïðàâêè (âiä Àëiñè) â òî÷êó-
àäðåñàò (äî Áîáà). Öå ìîæå áóòè, ïðèìiðîì, ÷àñòèíêà (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÿê
÷àñòèíêà-1) çi ñïiíîì s = 1

2
, äå |0⟩ êîäó¹ ïðîåêöiþ ñïiíó sz = 1

2
, à |1⟩ �

ïðîåêöiþ ñïiíó sz = −1
2
íà âiñü êâàíòóâàííÿ z.

10.2.1 Îäíîáiòîâèé ïðîòîêîë

Íåõàé ó ðîçïîðÿäæåííi Àëiñè ¹ íåâiäîìèé ñòàí |ψ⟩, ÿêèé ó âèçíà÷åíîìó
áàçèñi ìà¹ âèãëÿä (10.1), òà äîäàòêîâèé êóáiò ó ñòàíi |0⟩.

Êâàíòîâà ñõåìà ïðîòîêîëó çîáðàæåíà íà Ðèñ. 10.1. Òóò i äàëi, ïîäâiéíi
ëiíi¨ ïîçíà÷àþòü çâè÷àéíi êëàñè÷íi êàíàëè iíôîðìàöi¨.

|ψ⟩

|0⟩ |ψ⟩

Ĥ

⊕ Ẑ

|ψ0⟩ |ψ1⟩ |ψ2⟩ |ψ3⟩

Ðèñ. 10.1: Ñõåìà êâàíòîâî¨ îäíîáiòîâî¨ òåëåïîðòàöi¨
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Ðîçãëÿíåìî êîæíèé åòàï âèêîíàííÿ ñõåìè áiëüø äåòàëüíî. Ïî÷àòêî-
âèé ñòàí äâîêóáiòîâîãî ðåãiñòðó

|ψ0⟩ = |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = α |00⟩+ β |10⟩ . (10.2)

Âèêîíóþ÷è ëîãi÷íó îïåðàöiþ ĈNOT 12, Àëiñà ïåðåâîäèòü ðåãiñòð ó íîâèé
(çàïëóòàíèé) ñòàí |ψ1⟩

|ψ1⟩ = ĈNOT 12 |ψ⟩ ⊗ |0⟩ = α |00⟩+ β |11⟩ , (10.3)

ïiñëÿ ÷îãî íàäñèëà¹ äðóãèé êóáiò äàíî¨ ïàðè Áîáó, à ïåðøèé çàëèøà¹ ó
ñåáå.

Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî ïiñëÿ âèêîíàííÿ äâîêóáiòîâîãî âåíòèëþ ñòàí êî-
æíîãî êóáiòó âæå íå ìîæå áóòè ïðåäñòàâëåíèé ó âèãëÿäi ÷èñòîãî ñòàíó.
Òàê, ïðèâåäåíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïåðøîãî êóáiòó ìàòèìå âèãëÿä

ρ̂1 = Tr2 |ψ1⟩ ⟨ψ1| = |α|2 |0⟩ ⟨0|+ |β|2 |1⟩ ⟨1| . (10.4)

Îòæå, ïî÷àòêîâèé ÷èñòèé ñòàí ïåðøîãî êóáiòó ïåðåõîäèòü ó ñóìiø. Òå æ
ñàìå ñòîñó¹òüñÿ i äðóãîãî êóáiòó. Éîãî ìàòðèöÿ ãóñòèíè ìà¹ àíàëîãi÷íèé
âèãëÿä

ρ̂2 = Tr1 |ψ1⟩ ⟨ψ1| = |α|2 |0⟩ ⟨0|+ |β|2 |1⟩ ⟨1| (10.5)

i, âiäïîâiäíî, òàêîæ íå ìiñòèòü ó ñîái âñþ iíôîðìàöiþ ïðî ñòàí |ψ⟩ (10.1)
� çîêðåìà, ïðî ôàçîâi ñïiââiäíîøåííÿ.

Òàêà äèíàìiêà ñâiä÷èòü ïðî ïîÿâó êâàíòîâèõ êîðåëÿöié ìiæ êîìïî-
íåíòàìè ðåãiñòðó. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ âñi¹¨ ñèñòåìè âæå íå ìîæå áóòè
ïðåäñòàâëåíà ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó ñòàíiâ ïiäñèñòåì; iíôîðìàöiÿ
ïðî àìïëiòóäè α òà β ñòà¹ íåëîêàëüíîþ. Öå îçíà÷à¹, ùî òâåðäæåííÿ ïðî
òå, ùî âiäïîâiäíà iíôîðìàöiÿ ëîêàëiçîâàíà íà îäíîìó ç êóáiòiâ ðåãiñòðó,
ÿê öå áóëî äî çàñòîñóâàííÿ ĈNOT 12, âòðà÷à¹ ñåíñ.

Íàäiñëàâøè äðóãèé êóáiò Áîáó, Àëiñà çàñòîñîâó¹ äî ñâîãî êóáiòó îïå-
ðàòîð Àäàìàðà. Öå ïðèâîäèòü äî íàñòóïíîãî ïåðåòâîðåííÿ âñüîãî ðåãi-
ñòðó:

|ψ2⟩ = Ĥ ⊗ Î (α |00⟩+ β |11⟩)
= α |+0⟩+ β |−1⟩

=
α√
2
|00⟩+ α√

2
|10⟩+ β√

2
|01⟩ − β√

2
|11⟩

=
1√
2
|0⟩ ⊗ (α |0⟩+ β |1⟩) + 1√

2
|1⟩ ⊗ (α |0⟩ − β |1⟩)

=
1√
2

(
|0⟩ ⊗ Î + |1⟩ ⊗ Ẑ

)
|ψ⟩ .

(10.6)
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Ïiñëÿ öüîãî Àëiñà âèìiðþ¹ ïåðøèé êóáiò â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi.
Ç iìîâiðíiñòþ w1 = 1

2
âîíà îòðèìà¹ âåêòîð |0⟩, i ç iìîâiðíiñòþ w2 = 1

2
�

|1⟩.
Äðóãèé êóáiò, ÿêèé çíàõîäèòüñÿ ó Áîáà, ïðè öüîìó êîëàïñó¹ àáî ó

ñòàí |ψ⟩, àáî ó Ẑ |ψ⟩ âiäïîâiäíî. Éîãî ìàòðèöÿ ãóñòèíè ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ =
1

2
|ψ⟩ ⟨ψ|+ 1

2
Ẑ |ψ⟩ ⟨ψ| Ẑ (10.7)

i â çàãàëüíîìó âèïàäêó îïèñó¹ çìiøàíèé ñòàí:

Tr ρ̂2 =
1 + δ2

2
< Tr ρ̂ = 1 ∀ αβ ̸= 0, (10.8)

äå

δ =
〈
ψ
∣∣∣ Ẑ
∣∣∣ψ
〉
= |α|2 − |β|2 . (10.9)

Òàêèì ÷èíîì, â çàãàëüíîìó âèïàäêó Áîá çàìiñòü ÷èñòîãî ñòàíó (10.1)
îòðèìó¹ ñóìiø � òîáòî íå ìîæå âiäòâîðèòè ïî÷àòêîâó õâèëüîâó ôóíêöiþ
|ψ⟩. Ó öüîìó ìîæíà òàêîæ ïåðåêîíàòèñÿ çà äîïîìîãîþ (9.90): ñòàíè |ψ⟩
òà Ẑ |ψ⟩ ìîæíà ðîçðiçíèòè ç iìîâiðíiñòþ

w =
1

2

(
1 +

√
2 |αβ|

)
>

1

2
∀ αβ ̸= 0, (10.10)

i ÿêùî w ̸= 1, òî ðîçðiçíèòè ñòàíè ïîâíiñòþ íåìîæëèâî.
Ùîá îäíîçíà÷íî âiäíîâèòè ïî÷àòêîâó õâèëüîâó ôóíêöiþ |ψ⟩, Áîáó

íåîáõiäíà äîäàòêîâà iíôîðìàöiÿ � à ñàìå, çíàííÿ ïðî ðåçóëüòàòè âèìiðþ-
âàííÿ Àëiñè. Öå äîçâîëèòü éîìó, çàñòîñóâàâøè íàëåæíèé âiäíîâëþþ÷èé
îïåðàòîð Û †

i , âiäòâîðèòè |ψ⟩. Âiäïîâiäíi ñòàíè êîæíîãî ç êóáiòiâ ðåãiñòðó,
à òàêîæ âèêîíóâàíi ïåðåòâîðåííÿ, ïðåäñòàâëåíî ó Òàáë. 10.1.

Òàáë. 10.1: Ðåçóëüòàòè ïiñëÿ âèìiðþâàííÿ Àëiñè òà âèêîíóâàíi îïåðàöi¨

wi

Ðåçóëüòàò
âèìiðþ-
âàííÿ
Àëiñè

Ñòàí êóáiòà
Áîáà Ûi |ψ⟩ äî
âiäíîâëåííÿ

Ñèìâîë i,
ùî ïåðåäà-
¹òüñÿ Áîáó
êëàñè÷íèì
êàíàëîì

Û †
i

Còàí êóáiòà
Áîáà ïiñëÿ
òåëåïîðòàöi¨

1
2

|0⟩ α |0⟩+ β |1⟩ �0� Î α |0⟩+ β |1⟩

1
2

|1⟩ α |0⟩ − β |1⟩ �1� Ẑ α |0⟩+ β |1⟩
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Ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ Àëiñà îòðèìó¹ ëèøå äâà âçà¹ìîâèêëþ÷íi ðåçóëü-
òàòè. Îñêiëüêè äëÿ íàäñèëàííÿ ïîâiäîìëåííÿ Áîáó ¨é äîñòàòíüî òiëüêè
îäíîãî êëàñè÷íîãî áiòó iíôîðìàöi¨, òî äàíèé ïðîòîêîë íàçèâàþòü îäíî-
áiòîâîþ òåëåïîðòàöi¹þ.

Êîìåíòàð. Â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂ (10.7) ñïiâ-
ïàäà¹ ç ρ̂2, äèâ. (10.5) � à, îòæå, îïèñó¹ òîé ñàìèé ñòàí êóáiòó. Öå ¹ íà-
ñëiäêîì òîãî, ùî ïðèâåäåíèé îïåðàòîð ãóñòèíè ïiäñèñòåìè íå çàëåæèòü
âiä ëîêàëüíèõ îïåðàöié (ó òîìó ÷èñëi âèìiðþâàíü), ÿêi âèêîíóþòüñÿ íàä
iíøèìè êîìïîíåíòàìè ñèñòåìè.

Ðîçãëÿíóòà êâàíòîâà ñõåìà âèìàãà¹ çäiéñíåííÿ îïåðàöié ïîçà ìåæà-
ìè êëàñó LOCC. Ïiñëÿ âèêîíàííÿ äâîêóáiòîâîãî âåíòèëþ ĈNOT 12 Àëiñà
íàäñèëà¹ îäèí ç êóáiòiâ Áîáó. Öå îáóìîâëåíî òèì, ùî êëàñè÷íi áiòè ¹
äèñêðåòíèìè çìiííèìè, i òîìó âîíè íå ñïðîìîæíi êîäóâàòè âñþ iíôîð-
ìàöiþ ïðî êóáiò (àìïëiòóäè êîìïîíåíòiâ áàçèñó ïðîáiãàþòü êîíòèíóóì
ìîæëèâèõ çíà÷åíü). Öå îçíà÷à¹, ùî âîíè íå ìîæóòü áóòè âèêîðèñòàíi
äëÿ ïåðåäà÷i êóáiòó.

Îòæå, âèêîíàííÿ îäíîáiòîâî¨ êâàíòîâî¨ òåëåïîðòàöi¨ ïîòðåáó¹ âèêîðè-
ñòàííÿ êâàíòîâîãî êàíàëó çâ'ÿçêó äëÿ ïåðåäà÷i êóáiòó, à òîìó âèõîäèòü
çà ìåæi êëàñó LOCC.

10.2.2 Äâîáiòîâèé ïðîòîêîë

Ñêîðèñòà¹ìîñÿ îäíèì çi ñòàíiâ ç äâîêóáiòîâîãî áàçèñó ñòàíiâ Áåëëà

∣∣Φ+
〉
=

1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

∣∣Φ−〉 = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩)

∣∣Ψ+
〉
=

1√
2
(|01⟩+ |10⟩)

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩) .

(10.11)

Âiä áàçèñó Áåëëà (10.11) çà äîïîìîãîþ ïðîñòèõ ïåðåòâîðåíü ìîæíà ïå-
ðåéòè äî ñòàíäàðòíîãî îá÷èñëþâàëüíîãî áàçèñó:

|00⟩ = 1√
2

(∣∣Φ+
〉
+
∣∣Φ−〉) |11⟩ = 1√

2

(∣∣Φ+
〉
−
∣∣Φ−〉)

|01⟩ = 1√
2

(∣∣Ψ+
〉
+
∣∣Ψ−〉) |10⟩ = 1√

2

(∣∣Ψ+
〉
−
∣∣Ψ−〉) .

(10.12)

Íåõàé ó íàñ ¹ äæåðåëî îäíîãî çi ñòàíiâ Áåëëà (ñêàæiìî, |Φ+⟩). Îäíà
ç äâîõ ÷àñòèíîê (ïîçíà÷èìî ¨¨ ÿê ÷àñòèíêà-2), ùî óòâîðþþòü ñòàí |Φ+⟩,
íàäñèëà¹òüñÿ äî Àëiñè, à iíøà (÷àñòèíêà-3) � äî Áîáà, äèâ. Ðèñ. 10.2.

Ðîçãëÿíåìî ïîâíèé òðè÷àñòèíêîâèé ñòàí |Σ⟩ ÿê êîìáiíàöiþ ñòàíiâ |ψ⟩
òà |Φ+⟩:

|Σ⟩ = |ψ⟩ ⊗
∣∣Φ+

〉
, (10.13)
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|Φ+⟩

Àëiñà

|ψ⟩
Áîá

Ðèñ. 10.2: Êâàíòîâà äâîáiòîâà òåëåïîðòàöiÿ

äå ÷àñòèíêà-1 òà ÷àñòèíêà-2 çíàõîäÿòüñÿ â Àëiñè, à ÷àñòèíêà-3 � ó Áîáà.
Òîáòî, ïåðøà ÷àñòèíêà êîäó¹ íåâiäîìèé ñòàí |ψ⟩, à äðóãà i òðåòÿ � ñòàí
Áåëëà |Φ+⟩.

Ñêîðèñòàâøèñü (10.1) òà (10.11), ðîçïèøåìî (10.13) ÿê

|Σ⟩ = (α |0⟩+ β |1⟩)⊗ 1√
2
(|00⟩+ |11⟩)

=
α√
2
|000⟩+ α√

2
|011⟩+ β√

2
|100⟩+ β√

2
|111⟩ .

(10.14)

Ñêîðèñòàâøèñü (10.12), ïåðåïèøåìî êîìïîíåíòè ñòàíó ïåðøî¨ òà äðóãî¨
÷àñòèíîê, ÿêi çíàõîäÿòüñÿ â òî÷öi A òà çàêîäîâàíi â ñòàíäàðòíîìó îá÷è-
ñëþâàëüíîìó áàçèñi, ÷åðåç áàçèñ Áåëëà:

|Σ⟩ = α√
2
|00⟩ ⊗ |0⟩+ α√

2
|01⟩ ⊗ |1⟩+ β√

2
|10⟩ ⊗ |0⟩+ β√

2
|11⟩ ⊗ |1⟩

=
α

2

(∣∣Φ+
〉
+
∣∣Φ−〉)⊗ |0⟩+ α

2

(∣∣Ψ+
〉
+
∣∣Ψ−〉)⊗ |1⟩

+
β

2

(∣∣Ψ+
〉
−
∣∣Ψ−〉)⊗ |0⟩+ β

2

(∣∣Φ+
〉
−
∣∣Φ−〉)⊗ |1⟩

=
1

2

∣∣Φ+
〉
⊗ (α |0⟩+ β |1⟩)

+
1

2

∣∣Φ−〉⊗ (α |0⟩ − β |1⟩)

+
1

2

∣∣Ψ+
〉
⊗ (α |1⟩+ β |0⟩)

+
1

2

∣∣Ψ−〉⊗ (α |1⟩ − β |0⟩)

=
1

2

(∣∣Φ+
〉
⊗ Î +

∣∣Φ−〉⊗ Ẑ +
∣∣Ψ+

〉
⊗ X̂ +

∣∣Ψ−〉⊗ X̂Ẑ
)
|ψ⟩ .

(10.15)
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Òàêèì ÷èíîì, ñòàí |Σ⟩ ìîæíà ïðåäñòàâèòè ïî-ðiçíîìó:

� àáî ÿê (10.14), äå ÷àñòèíêà-1 çíàõîäèòüñÿ ó ñòàíi |ψ⟩, à ÷àñòèíêà-2
òà -3 � ó ñòàíi |Φ+⟩

� àáî ÿê (10.15) � òîáòî ó âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ òåíçîðíèõ äîáó-
òêiâ ñòàíiâ ç áàçèñó Áåëëà, óòâîðåíèõ ÷àñòèíêàìè-1 òà -2, i ïåâíîãî
ñòàíó ÷àñòèíêè-3. Ñòàí îñòàííüî¨ ïðè öüîìó ¹ ðåçóëüòàòîì äi¨ îïå-
ðàòîðiâ Ïàóëi íà ñòàí |ψ⟩.

Çàóâàæèìî, ùî ïðè ïåðåòâîðåííÿõ ñòàíó (10.15) íå âèêîíóâàëèñÿ æî-
äíi ôiçè÷íi îïåðàöi¨ íàä ñòàíîì |Σ⟩ àáî æ éîãî êîìïîíåíòàìè. Âñå, ùî
áóëî çðîáëåíî � öå ïåðåïèñàíî |Σ⟩ â iíøîìó áàçèñi.

Îòæå, ÿê áà÷èìî, ïîíÿòòÿ ëîêàëiçàöi¨ iíôîðìàöi¨ (â äàíîìó âèïàäêó
ïðåäñòàâëåíî¨ âåêòîðîì |ψ⟩) ó êîíêðåòíié ÷àñòèíi ðåãiñòðó êóáiòiâ ìîæå
áóòè äîñèòü óìîâíèì òà çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó.

Òàêà îñîáëèâiñòü êâàíòîâî¨ iíôîðìàöi¨ ¹ íàñëiäêîì ò.çâ. êâàíòîâî¨
íåëîêàëüíîñòi. Âîíà æ, ó ñâîþ ÷åðãó, ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî, ÿê âiäîìî ç
òåîði¨ ëiíiéíî¨ àëãåáðè, âëàñòèâîñòi åëåìåíòà ëiíiéíîãî ïðîñòîðó (âåêòî-
ðà) íå çàëåæàòü âiä âèáîðó ïðåäñòàâëåííÿ äëÿ éîãî îïèñó; ¹äèíà âèìîãà,
ÿêà ïðè öüîìó íàêëàäà¹òüñÿ � öå óìîâà ïîâíîòè äàíîãî ïðåäñòàâëåííÿ.
Îñêiëüêè æ ïðîñòið Ãiëüáåðòà H ¹ ëiíiéíèì ïðîñòîðîì, òî iíôîðìàöiÿ,
çàêîäîâàíà ïåâíèì âåêòîðîì ñòàíó ç H, òàêîæ íå çàëåæèòü âiä áàçèñó.

Ç (10.15) áà÷èìî, ùî ÿêùî Àëiñà ïðîâåäå âèìiðþâàííÿ íàä ÷àñòèí-
êîþ-1 (ÿêà ïåðåáóâà¹ â ñòàíi |ψ⟩) òà ÷àñòèíêîþ-2 ó áàçèñi Áåëëà (10.11),
òî âîíà ç iìîâiðíiñòþ wi =

1
4
, i = 0, 3 îòðèìà¹ îäèí iç áàçèñíèõ ñòàíiâ,

à ÷àñòèíêà-3 ïåðåéäå â ñòàí Ûi |ψ⟩, äå Ûi � îäíîçíà÷íî âèçíà÷åíèé óíi-
òàðíèé îïåðàòîð, i = 0, 3. �äèíà ïðîáëåìà � äiçíàòèñÿ Áîáó, ÿêèì ç
îïåðàòîðiâ Û †

i ñëiä ïîäiÿòè íà ÷àñòèíêó-3, ùîá âiäíîâèòè ñòàí |ψ⟩.
Àëiñà ìîæå öå çðîáèòè, ïåðåäàâøè êëàñè÷íèì êàíàëîì (íàïðèêëàä,

çà äîïîìîãîþ ðàäiîñèãíàëó) Áîáó iíôîðìàöiþ ïðî ðåçóëüòàò ñâîãî âèìi-
ðþâàííÿ. Íà îñíîâi îòðèìàíî¨ iíôîðìàöi¨ Áîá çàñòîñîâó¹ äî ñâîãî êóái-
òó âiäïîâiäíèé îïåðàòîð Û †

i òà âiäíîâëþ¹ ñòàí |ψ⟩. Ïðè öüîìó, îñêiëüêè
Àëiñà ìîæå îòðèìàòè 4 âçà¹ìîâèêëþ÷íi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàííÿ, òî äëÿ
íàäñèëàííÿ ïîâiäîìëåííÿ ¨é íåîáõiäíî 2 êëàñè÷íèõ áiòè, äèâ. Òàáë. 10.2.

Çàçíà÷èìî, ùî Àëiñà íå âèìiðþ¹ áåçïîñåðåäíüî ñàì ñòàí |ψ⟩ äëÿ âñòà-
íîâëåííÿ çíà÷åíü àìïëiòóä α i β. Iíøèìè ñëîâàìè, ïiä ÷àñ òåëåïîðòàöi¨
âîíà æîäíèì ÷èíîì íå ç÷èòó¹ IS � òîáòî íå âèêîíó¹ ïóíêò 1. êëàñè÷íîãî
Ïðîòîêîëó.

Çàãàëüíó ñõåìó äâîáiòîâîãî ïðîòîêîëó òåëåïîðòàöi¨ ïðåäñòàâëåíî íà
Ðèñ. 10.3.
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Òàáë. 10.2: Äâîáiòîâà òåëåïîðòàöiÿ

wi

Ðåçóëüòàò
âèìiðþ-
âàííÿ
Àëiñè

Ñòàí êóáiòà
Áîáà Ûi |ψ⟩ äî
âiäíîâëåííÿ

Ñèìâîë i,
ùî ïåðåäà-
¹òüñÿ Áîáó
êëàñè÷íèì
êàíàëîì

Û †
i

Còàí êóáiòà
Áîáà ïiñëÿ
òåëåïîðòàöi¨

1
4

|Φ+⟩ α |0⟩+ β |1⟩ �0� Î α |0⟩+ β |1⟩

1
4

|Φ−⟩ α |0⟩ − β |1⟩ �1� Ẑ α |0⟩+ β |1⟩

1
4

|Ψ+⟩ α |1⟩+ β |0⟩ �2� X̂ α |0⟩+ β |1⟩

1
4

|Ψ−⟩ α |1⟩ − β |0⟩ �3� ẐX̂ α |0⟩+ β |1⟩

Â äàíié ñõåìi âèêîðèñòàíî íàñòóïíi ïîçíà÷åííÿ:

|ψ0⟩ = |ψ⟩ ⊗ |00⟩
|ψ1⟩ = |ψ⟩ ⊗

∣∣Φ+
〉

|ψ2⟩ =
1

2

(
|00⟩ ⊗ Î + |01⟩ ⊗ X̂ + |10⟩ ⊗ Ẑ + |11⟩ ⊗ X̂Ẑ

)
|ψ⟩

(10.16)

|ψ⟩

|0⟩

|0⟩ |ψ⟩

Ĥ

Ĥ

⊕

⊕

ẐX̂

|ψ0⟩ |ψ1⟩ |ψ2⟩

Ðèñ. 10.3: Ñõåìà êâàíòîâî¨ äâîáiòîâî¨ òåëåïîðòàöi¨

Ìîæëèâiñòü ïåðåîçíà÷èòè áàçèñ, äèâ. (10.15), íå îçíà÷à¹, ùî Áîáó
âiäîìèé ñòàí |ψ⟩ äî îòðèìàííÿ iíôîðìàöi¨ âiä Àëiñè. Âií ç îäíàêîâîþ
iìîâiðíiñòþ, ðiâíîþ wi =

1
4
, îòðèìà¹ ÿê ñàì ñòàí |ψ⟩, òàê i ðåçóëüòàò äi¨

íà |ψ⟩ îïåðàòîðiâ Ïàóëi. Êîæíà iìîâiðíiñòü wi âiäïîâiäà¹ ñâî¨é òðà¹êòîði¨
ç îïåðàöié LOCC. Ùîá âiäòâîðèòè |ψ⟩, Áîáó íåîáõiäíî äiçíàòèñÿ, ÿêèì
ñàìå óíiòàðíèì îïåðàòîðîì Û †

i ñëiä ïîäiÿòè íà éîãî êóáiò, ÿêèé ïåðåáóâà¹
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ó ñòàíi Ûi |ψ⟩. Iíôîðìàöiÿ ïðî ïîòðiáíèé âiäíîâëþþ÷èé óíiòàðíèé îïå-
ðàòîð (êîíêðåòíå çíà÷åííÿ iíäåêñó i) ¹ êëàñè÷íîþ � i, îòæå, ìîæå áóòè
íàäiñëàíà çâè÷àéíèì êëàñè÷íèì êàíàëîì.

Ïî÷àòêîâèé ñòàí |Φ+⟩ ¹ ðåñóðñîì, ÿêèé ãîòó¹òüñÿ çàçäàëåãiäü. Ó÷à-
ñíèêè íå ñòâîðþþòü êâàíòîâèé êàíàë i íå îáìiíþþòüñÿ êóáiòàìè ïiä ÷àñ
òåëåïîðòàöi¨; âîíè ëèøå âèêîðèñòîâóþòü êâàíòîâi êîðåëÿöi¨ ñòàíó Áåëëà.

Îáèäâà ó÷àñíèêè äâîáiòîâî¨ êâàíòîâî¨ òåëåïîðòàöi¨ êîðèñòóþòüñÿ âè-
êëþ÷íî îïåðàöiÿìè ç êëàñó LOCC. Çîêðåìà, Àëiñà âèêîíó¹ âèìiðþâà-
ííÿ â áàçèñi Áåëëà íàä ñâî¨ìè êóáiòàìè (ïîçíà÷åíèìè ÿê ÷àñòèíêà-1 òà
÷àñòèíêà-2) òà êîðèñòó¹òüñÿ êëàñè÷íèì êàíàëîì çâ'ÿçêó äëÿ ïåðåäà÷i ðå-
çóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ Áîáó. Âií íà îñíîâi îòðèìàíî¨ âiä íå¨ iíôîðìàöi¨
òàêîæ âèêîíó¹ ëèøå ëîêàëüíi óíiòàðíi ïåðåòâîðåííÿ, ÿêi íàëåæàòü äî
êëàñó LOCC.

Ðîçãëÿíóòèé ïðîòîêîë, íà âiäìiíó âiä îäíîáiòîâîãî, íå ïîòðåáó¹ îáìi-
íó êâàíòîâèìè ñòàíàìè ìiæ àäðåñàòàìè. Äâîáiòîâà êâàíòîâà òåëåïîðòà-
öiÿ, ÿêó ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîñòî êâàíòîâîþ òåëåïîðòàöi¹þ, íå âèìàãà¹
âiä Àëiñè òà Áîáà âèõîäó çà ìåæi îïåðàöié êëàñó LOCC.

10.2.3 Âèñíîâêè

Â ðåçóëüòàòi êâàíòîâî¨ òåëåïîðòàöi¨ ïåðåäà¹òüñÿ íå ôiçè÷íèé êóáiò, à
ñòàí êóáiòà. Îäèí i òîé ñàìèé ñòàí |ψ⟩ = α |0⟩ + β |1⟩ â Àëiñè òà Áîáà
ìîæå áóòè ðåàëiçîâàíèé íà ðiçíèõ ôiçè÷íèõ íîñiÿõ. Â íàâåäåíîìó ïðî-
òîêîëi âçàãàëi íå çãàäó¹òüñÿ ïðèðîäà öèõ íîñi¨â. Â çàãàëüíîìó âèïàäêó
îäèí i òîé ñàìèé ñòàí ìîæíà ïåðåäàòè íà êóáiòè äîâiëüíî¨ ïðèðîäè (çà-
êîäîâàíi ó ðiçíèõ ôiçè÷íèõ ñòóïåíÿõ âiëüíîñòi).

Òåëåïîðòóâàòè ìîæíà ÿê ÷èñòi, òàê i çìiøàíi ñòàíè êóáiòà.
Ïiñëÿ çàâåðøåííÿ òåëåïîðòàöi¨ êóáiò ó ñòàíi |ψ⟩ = α |0⟩+β |1⟩ çàëèøà-

¹òüñÿ â îäíîìó åêçåìïëÿði: Áîá îòðèìàâ öåé ñòàí, Àëiñà éîãî âòðàòèëà.
Öåé ôàêò çíàõîäèòüñÿ ó ïîâíié âiäïîâiäíîñòi ç òåîðåìîþ no-cloning.

Òåëåïîðòàöiÿ � öå ñóòî êâàíòîâå ÿâèùå, ÿêîìó íå iñíó¹ àíàëîãó â
êëàñè÷íié ôiçèöi, ùî ïîâ'ÿçàíî ç êâàíòîâîþ íåëîêàëüíiñòþ òà ëiíiéíiñòþ
ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà.

Êâàíòîâà òåëåïîðòàöiÿ, çà óìîâè íàÿâíîñòi çàçäàëåãiäü ïðèãîòîâàíî-
ãî çàïëóòàíîãî ñòàíó, ïîòðåáó¹ ëèøå îïåðàöié êëàñó LOCC.

Êâàíòîâó òåëåïîðòàöiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåðåäà÷ó iíôîðìàöi¨
êâàíòîâèì êàíàëîì çâ'ÿçêó â ñåíñi âèêîðèñòàííÿ êâàíòîâî¨ çàïëóòàíîñòi
� íàïðèêëàä, ñòàíó Áåëëà. Ïðè öüîìó êëàñè÷íà iíôîðìàöiÿ, ÿêà ïåðåäà¹-
òüñÿ âiäïðàâíèêîì, âèñòóïà¹ â ÿêîñòi êëþ÷à äîñòóïó, áåç ÿêî¨ íåìîæëèâî
â ïðèíöèïi ðîçøèôðóâàòè òà âiäíîâèòè òåëåïîðòîâàíèé ñòàí.
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Äëÿ âèêîíàííÿ òåëåïîðòàöi¨ íåîáõiäíî âèêîðèñòàííÿ êâàíòîâî¨ íåëî-
êàëüíîñòi (çàïëóòàíèõ ñòàíiâ), ùî íå ñóïåðå÷èòü òåîði¨ âiäíîñíîñòi.

Êâàíòîâó òåëåïîðòàöiþ âïåðøå áóëî ðåàëiçîâàíî ó 1997 ð. â Iíñáðóöi
çà äîïîìîãîþ ôîòîíiâ.

Íà ñüîãîäíiøíié äåíü öÿ äîñèòü ïîïóëÿðíà ïðîöåäóðà ¹ ñòàíäàðòíîþ.
Òåëåïîðòàöiÿ ÷àñòî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ íå ëèøå äëÿ ïåðåäà÷i iíôîðìàöi¨
(êâàíòîâîãî ñòàíó) ìiæ àäðåñàòàìè, à é äëÿ ðåàëiçàöi¨ áàãàòîêóáiòîâèõ
ëîãi÷íèõ îïåðàöié âñåðåäèíi ñàìîãî êâàíòîâîãî êîìï'þòåðà. Îñòàíí¹ îñî-
áëèâî àêòóàëüíå ó âèïàäêó, ÿêùî áåçïîñåðåäí¹ âèêîíàííÿ áàãàòîêóáiòî-
âèõ âåíòèëiâ íà êâàíòîâîìó ðåãiñòði óñêëàäíåíå îñîáëèâîñòÿìè ôiçè÷íî¨
ðåàëiçàöi¨ êóáiòiâ � çîêðåìà, äëÿ áàãàòîêóáiòîâèõ îïåðàöié íàä ôîòîíà-
ìè.

10.3 Íàäùiëüíå êîäóâàííÿ

ßê âiäîìî, äîâiëüíèé ÷èñòèé ñòàí îêðåìîãî êóáiòó

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ ,

âíàñëiäîê ïðèíöèïó ñóïåðïîçèöi¨, âèçíà÷à¹òüñÿ äâîìà äiéñíèìè ïàðàìå-
òðàìè � çîêðåìà, ìîäóëåì àìïëiòóäè òà âiäíîñíîþ ôàçîþ. �äèíà óìîâà,
ÿêà ïðè öüîìó íàêëàäà¹òüñÿ � öå óìîâà íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

⟨ψ |ψ⟩ = 1 ⇔ |α|2 + |β|2 = 1. (10.17)

Äàíi ïàðàìåòðè ìîæóòü ïðîáiãàòè íåïåðåðâíèé ðÿä çíà÷åíü. Çîêðåìà,
¨õ ìîæíà òàêîæ ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïîëÿðíîãî θ é àçèìóòàëüíîãî φ
êóòiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü íàïðÿìîê âåêòîðà ïîëÿðèçàöi¨. Ó âèïàäêó ÷àñòè-
íîê çi ñïiíîì s = 1

2
öi êóòè âèçíà÷àþòü îði¹íòàöiþ îñi êâàíòóâàííÿ, äèâ.

(3.20).
Îòæå, |ψ⟩ ìîæíà óÿâèòè ó âèãëÿäi äîâiëüíî¨ òî÷êè íà ïîâåðõíi ñôåðè

îäèíè÷íîãî ðàäióñó, âiäîìî¨ ÿê ñôåðà Áëîõà, äèâ. Ðèñ. 10.4. Ïðè öüîìó
ïðîòèëåæíi òî÷êè ñôåðè ïðåäñòàâëÿòèìóòü äâà âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíi
ñòàíè, ÿêi ìîæíà îáðàòè â ÿêîñòi ïîâíîãî áàçèñó ó äâîâèìiðíîìó ïðîñòîði
Ãiëüáåðòà äàíîãî êóáiòó.

Êëàñè÷íèé áiò, íà âiäìiíó âiä ñâîãî êâàíòîâîãî àíàëîãó, ìîæå ïðèéìà-
òè ëèøå îäíå ç äâîõ âçà¹ìîâèêëþ÷íèõ çíà÷åíü, ÿêi óòâîðþþòü äèñêðåòíó
ìíîæèíó ìîæëèâèõ ñòàíiâ i ïîçíà÷àþòüñÿ ÿê �0� òà �1�.

Iíòåðâàë ìîæëèâèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðiâ, ÿêi âèçíà÷àþòü ñòàí |ψ⟩, ¹
íåïåðåðâíèì. Ôàêòè÷íî öå îçíà÷à¹, ùî äîâiëüíèé êóáiò ìiñòèòü ó ñîái
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x

y

|1⟩

|0⟩
z

|ψ⟩

áiò êóáiò

0

1

Ðèñ. 10.4: Ìíîæèíà ñòàíiâ áiòó òà êóáiòó

íåñêií÷åííó êiëüêiñòü iíôîðìàöi¨ â òîìó æ ñàìîìó ñåíñi, â ÿêîìó ìi-
ðà íåïåðåðâíî¨ (íåçëi÷åííî¨) ìíîæèíè ¹ ïîòóæíiøîþ çà ìiðó äèñêðåòíî¨
(çëi÷åííî¨).

Äàíèé âèñíîâîê, îäíàê, íå äîçâîëÿ¹ ç÷èòàòè âñþ öþ iíôîðìàöiþ ç
êóáiòà. Áóäü-ÿêà ñïðîáà çäiéñíèòè öå âèìàãà¹ ïðîâåäåííÿ âèìiðþâàííÿ,
â ðåçóëüòàòi ÿêîãî õâèëüîâà ôóíêöiÿ êîëàïñó¹ â îäèí ç ìîæëèâèõ ñòàíiâ.
Â ÿêîñòi òàêèõ ñòàíiâ ìîæíà îáðàòè äîâiëüíèé ïîâíèé áàçèñ

{∣∣±1
2
,−→n
〉}

ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà, ÿêèé ¹ äâîâèìiðíèì. Ðåçóëüòàòîì êîæíîãî âèìiðþ-
âàííÿ áóäóòü ëèøå äèñêðåòíi çíà÷åííÿ, ÿêi ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi
ïåâíîãî ñòàíó êëàñè÷íîãî áiòó.

Îòæå, ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ ç îäíîãî êóáiòó ìîæíà îòðèìàòè íå áiëüøå
íiæ îäèí áiò êëàñè÷íî¨ iíôîðìàöi¨.

Òèì íå ìåíø, iñíó¹ êâàíòîâèé ïðîòîêîë, ÿêèé äîçâîëÿ¹ ïåðåäàâàòè
çíà÷íî áiëüøèé îá'¹ì iíôîðìàöi¨ ïîðiâíÿíî ç äîâiëüíèì êëàñè÷íèì. Öåé
ïðîòîêîë íàçèâà¹òüñÿ íàäùiëüíèì êîäóâàííÿì (superdense coding) òà çà
äîïîìîãîþ îäíîãî êóáiòó ïåðåäà¹ äâà áiòè êëàñè÷íî¨ iíôîðìàöi¨. Éîãî
ñõåìà ïðèâåäåíà íà Ðèñ. 10.5.

Íåõàé ¹ ïîâiäîìëåííÿ (ñèìâîë), ÿêå ìîæå ïðèéìàòè îäíå ç ÷îòèðüîõ
ìîæëèâèõ çíà÷åíü: �00�, �01�, �10� òà �11�. Àëiñà õî÷å íàäiñëàòè äàíå ïî-
âiäîìëåííÿ Áîáó, ùî âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ äâîáiòîâîãî ðåãiñòðó (b1b2),
äå b1, b2 = 0, 1.
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b1

b2

b1

b2

|0⟩

|0⟩

Ĥ Ĥ

⊕ ⊕

⊕ Ẑ

|ψ1⟩ |ψ2⟩ |ψ3⟩

Ðèñ. 10.5: Ñõåìà íàäùiëüíîãî êîäóâàííÿ

Àëiñà òà Áîá ìàþòü ó ñâî¹ìó ðîçïîðÿäæåííi äâîêóáiòîâèé ðåãiñòð,
ÿêèé ïåðåáóâà¹, íàïðèêëàä, ó ñòàíi Áåëëà |ψ1⟩ ≡ |Φ+⟩. Â ÿêîñòi ïî÷à-
òêîâîãî ñòàíó ìîæíà îáðàòè äîâiëüíèé ñòàí áàçèñó Áåëëà; öå ïðèçâåäå
ëèøå äî íåîáõiäíîñòi ïåðåêîäóâàííÿ ïîâiäîìëåííÿ ó çíà÷åííÿ äâîáiòî-
âîãî ðåãiñòðó. Ñòàí |ψ1⟩ ãîòó¹òüñÿ çàçäàëåãiäü (÷àñòèíà ñõåìè äî |ψ1⟩ íà
Ðèñ. 10.5), ïðè÷îìó ïåðøèé êóáiò ïàðè çíàõîäèòüñÿ â Àëiñè, à äðóãèé �
ó Áîáà.

Äàëi, Àëiñà ïîñëiäîâíî âèêîíó¹ íàä ñâî¨ì êóáiòîì íàñòóïíó ïîñëiäîâ-
íiñòü îïåðàöié êëàñó LOCC:

1. ßêùî äðóãèé áiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi b2 = 0, òî Àëiñà ïåðåõîäèòü äî
ïóíêòó 3.

2. ßêùî äðóãèé áiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi b2 = 1, òî äî êóáiòà çàñòîñîâó¹-
òüñÿ âåíòèëü X̂.

3. ßêùî ïåðøèé áiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi b1 = 0, òî Àëiñà íàäñèëà¹ ñâié
êóáiò Áîáó.

4. ßêùî ïåðøèé áiò ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi b1 = 1, òî Àëiñà çàñòîñîâó¹ äî
ñâîãî êóáiòà âåíòèëü Ẑ òà íàäñèëà¹ ñâié êóáiò Áîáó.

Â ðåçóëüòàòi âèêîíàííÿ äàíî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ïî÷àòêîâèé ñòàí êâàí-
òîâîãî ðåãiñòðó |ψ1⟩ ïåðåõîäèòü ó ñòàí |ψ2⟩, ÿêèé ¹, â çàëåæíîñòi âiä
çíà÷åííÿ áiòîâîãî ðåãiñòðó (b1b2), îäíèì çi ñòàíiâ Áåëëà:

(b1b2) = (00) :
∣∣Φ+

〉
→
∣∣Φ+

〉

(b1b2) = (01) :
∣∣Φ+

〉
→
∣∣Ψ+

〉

(b1b2) = (10) :
∣∣Φ+

〉
→
∣∣Φ−〉

(b1b2) = (11) :
∣∣Φ+

〉
→
∣∣Ψ−〉 .

(10.18)
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Ìàþ÷è ó ñâî¹ìó ðîçïîðÿäæåííi îáèäâà êóáiòè ñòàíó |ψ2⟩, Áîá ìîæå âè-
ìiðÿòè ¨õ ó áàçèñi Áåëëà, äèâ. Ïiäðîçäië 9.3.1 � ùî âiäïîâiäà¹ ÷àñòèíi
ñõåìè ïiñëÿ |ψ2⟩ íà Ðèñ. 10.5. Îòðèìàíi Áîáîì ïiä ÷àñ âèìiðþâàííÿ ñòà-
íè ïåðøîãî òà äðóãîãî êóáiòiâ ñïiâïàäàòèìóòü çi çíà÷åííÿìè êëàñè÷íèõ
áiòiâ b1 òà b2 âiäïîâiäíî.

Âñi ìîæëèâi ñòàíè êëàñè÷íîãî òà êâàíòîâîãî ðåãiñòðiâ íàäùiëüíîãî
êîäóâàííÿ íàâåäåíî ó Òàáë. 10.3.

Òàáë. 10.3: Íàäùiëüíå êîäóâàííÿ

|ψ1⟩
Êëàñè÷íå ïîâi-
äîìëåííÿ (b1b2),
ÿêå íàäñèëà¹òüñÿ
Àëiñîþ

|ψ2⟩
Còàí äâîêóáiòîâî-
ãî ðåãiñòðó Áîáà
|ψ3⟩

Âiäòâîðåíå Áîáîì
êëàñè÷íå ïîâiäîì-
ëåííÿ

|Φ+⟩ (00) |Φ+⟩ |00⟩ �00�

|Φ+⟩ (01) |Ψ+⟩ |01⟩ �01�

|Φ+⟩ (10) |Φ−⟩ |10⟩ �10�

|Φ+⟩ (11) |Ψ−⟩ |11⟩ �11�

ßê âiäîìî, ìàòðèöi Ïàóëi òà îäèíè÷íèé îïåðàòîð Î óòâîðþþòü ïîâíèé
áàçèñ ó 4-âèìiðíîìó ïðîñòîði ìàòðèöü äâîâèìiðíîãî ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà.
Öå äîçâîëÿ¹ Àëiñi, âèêîíóþ÷è îïåðàöi¨ êëàñó LOCC íàä ñâî¹þ ÷àñòèíîþ
ñòàíó Áåëëà, ïåðåâåñòè öåé ñòàí ó äîâiëüíèé íàïåðåä âèçíà÷åíèé iíøèé
ñòàí Áåëëà. Ñòàíè Áåëëà óòâîðþþòü ïîâíèé îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ ó
ïðîñòîði Ãiëüáåðòà äâîõ êóáiòiâ. Òîìó, ïåðåäàâøè ñâié (îäèí) êóáiò Áî-
áó, Àëiñà òàêèì ÷èíîì ìîæå íàäiñëàòè ïîâiäîìëåííÿ, ÿêå ñêëàäà¹òüñÿ ç
äâîõ êëàñè÷íèõ áiòiâ � íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî âèìiðþâàííÿ îäíîãî êóáiòà
äîçâîëÿ¹ îòðèìàòè íå áiëüøå íiæ îäèí áiò iíôîðìàöi¨.

10.4 Ïåðåêèäàííÿ çàïëóòàíîñòi (Entanglement

swapping)

ßê ïðàâèëî, êâàíòîâà çàïëóòàíiñòü óòâîðþ¹òüñÿ øëÿõîì áåçïîñåðåäíüî¨
âçà¹ìîäi¨ äâîõ àáî áiëüøå ÷èñëà ÷àñòèíîê (êâàíòîâèõ ñèñòåì), ðîçòàøî-
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âàíèõ áëèçüêî îäíà âiä îäíî¨. Óòâîðåíà çàïëóòàíiñòü çáåðiãà¹òüñÿ i ïiñëÿ
òîãî, ÿê ÷àñòèíêè ðîçõîäÿòüñÿ íà âåëèêó âiäñòàíü, íà ÿêié âîíè âæå íå
âçà¹ìîäiþòü.

Çàïëóòàíiñòü ìiæ ÷àñòèíêàìè ìîæå ç'ÿâëÿòèñÿ òàêîæ, ÿêùî âîíè
íàðîäæóþòüñÿ ñïiëüíî â îäíîìó ôiçè÷íîìó ïðîöåñi. Íàïðèêëàä, ó äî-
ñëiäi Àñïåêòà (Aspect) ç åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ïåðåâiðêè íåðiâíîñòåé Áåë-
ëà, ç îäíîãî óëüòðàôiîëåòîâîãî ôîòîíà â ðåçóëüòàòi ÿâèùà ïàðàìåòðè-
÷íî¨ âíèç-êîíâåðñi¨ â íåëiíiéíîìó êðèñòàëi âèíèêà¹ ïàðà ÷åðâîíèõ ôîòî-
íiâ, ïîëÿðèçàöiéíi ñòàíè ÿêèõ âèÿâëÿþòüñÿ çàïëóòàíèìè. Çàïëóòàíiñòü
ìîæå óòâîðèòèñÿ òàêîæ ïiä ÷àñ íàðîäæåííÿ àáî àíiãiëÿöi¨ åëåêòðîí-
ïîçèòðîííî¨ ïàðè òîùî.

Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî iñíó¹ ùå îäèí, äîñèòü äèâíèé, ñïîñiá, ÿêèé äîçâîëÿ¹
çàïëóòàòè ñòàíè äâîõ ÷àñòèíîê, ùî íiêîëè íå âçà¹ìîäiÿëè ìiæ ñîáîþ
òà âçàãàëi íå ìàëè ñïiëüíîãî ìèíóëîãî. Ñàìå öå ÿâèùå óòâîðåííÿ çà-
ïëóòàíîñòi îòðèìàëî íàçâó entanglement swapping (ES), ùî â ïåðåêëàäi
íà óêðà¨íñüêó ìîæå çâó÷àòè ÿê �ïåðåêèäàííÿ çàïëóòàíîñòi� àáî �îáìií
çàïëóòàíîñòÿìè�. Âiäïîâiäíèé ïðîòîêîë ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê òåëå-
ïîðòàöiþ êâàíòîâî¨ çàïëóòàíîñòi.

10.4.1 Ïåðåêèäàííÿ çàïëóòàíîñòi çà óìîâè âiäñóòíî-
ñòi øóìiâ ó ïî÷àòêîâî ñòâîðåíèõ ñòàíàõ ïàð
êóáiòiâ

Ïðèïóñòèìî, ùî äâà äæåðåëà íåçàëåæíî, àëå ñèíõðîííî, óòâîðþþòü ïî
îäíié ïàði êóáiòiâ â îäíîìó iç çàïëóòàíèõ ñòàíiâ Áåëëà (2.19):

∣∣Ψ−〉 = 1√
2
(|01⟩ − |10⟩)

∣∣Ψ+
〉
=

1√
2
(|01⟩+ |10⟩)

∣∣Φ−〉 = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩)

∣∣Φ+
〉
=

1√
2
(|00⟩+ |11⟩) .

Ââàæà¹ìî, ùî îáèäâà äæåðåëà óòâîðþþòü îäíàêîâi, íàïðèêëàä |Ψ−⟩,
ñòàíè. Äâîì êóáiòàì ïåðøî¨ òàêî¨ ïàðè ïðèñâîþ¹ìî íîìåðè �1� òà �2�, à
äâîì iíøèì (ç äðóãî¨ ïàðè) � âiäïîâiäíî �3� òà �4�.

Ïðè íåçàëåæíîìó óòâîðåííi äâîõ òàêèõ çàïëóòàíèõ ïàð, âåêòîð ñòàíó
ñèñòåìè ÷îòèðüîõ êóáiòiâ ïðåäñòàâë¹òüñÿ ó âèãëÿäi òåíçîðíîãî äîáóòêó
âåêòîðiâ îêðåìèõ ïàð êóáiòiâ

|Ψ1234⟩ =
∣∣Ψ−

12

〉
⊗
∣∣Ψ−

34

〉
. (10.19)
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Øëÿõîì ïåðåãðóïóâàííÿ äîäàíêiâ ïðàâó ÷àñòèíó âèðàçó (10.19) ìîæíà
ïðåäñòàâèòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

|Ψ1234⟩ =
1

2

( ∣∣Ψ+
14

〉
⊗
∣∣Ψ+

23

〉
−
∣∣Ψ−

14

〉
⊗
∣∣Ψ−

23

〉

−
∣∣Φ+

14

〉
⊗
∣∣Φ+

23

〉
+
∣∣Φ−

14

〉
⊗
∣∣Φ−

23

〉)
.

(10.20)

Ùîá ïåðåêîíàòèñÿ â òîòîæíîñòi ïðàâèõ ÷àñòèí (10.19) i (10.20), äîñòà-
òíüî ïåðåïèñàòè ¨õ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi.

Äàëi, íàä ïàðîþ êóáiòiâ �2� i �3� âèêîíó¹òüñÿ ïðîåêòèâíå âèìiðþâàííÿ
â áàçèñi Áåëëà, äèâ. Ðèñ. 10.6.

|Ψ−〉 |Ψ−〉

1 2 3 4

Âèìiðþâàííÿ â

áàçèñi Áåëëà

Ðèñ. 10.6: Ïåðåêèäàííÿ çàïëóòàíîñòi

Ïîâíîìó âèìiðþâàííþ âiäïîâiäà¹ ñèñòåìà ç ÷îòèðüîõ ïðîåêòîðiâ (îïå-
ðàòîðiâ ïðîåêòóâàííÿ)

P̂ 23
Ψ− =

∣∣Ψ−
23

〉 〈
Ψ−

23

∣∣ P̂ 23
Ψ+ =

∣∣Ψ+
23

〉 〈
Ψ+

23

∣∣
P̂ 23
Φ− =

∣∣Φ−
23

〉 〈
Φ−

23

∣∣ P̂ 23
Φ+ =

∣∣Φ+
23

〉 〈
Φ+

23

∣∣ ,
(10.21)

ÿêi ¹ âçà¹ìíî îðòîãîíàëüíèìè òà óòâîðþþòü ïîâíó ñèñòåìó â ïðîñòîði
ñòàíiâ ñèñòåìè âiäïîâiäíèõ êóáiòiâ:

P̂Φ+ + P̂Φ− + P̂Ψ+ + P̂Ψ− = Î

P̂Ψ−P̂Ψ+ = P̂Ψ−P̂Φ± = P̂Ψ+P̂Φ± = P̂Φ−P̂Φ+ = 0.
(10.22)

Êîæíîìó ç ïðîåêòîðiâ (10.21) âiäïîâiäà¹ îäèí ç ÷îòèðüîõ ìîæëèâèõ
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ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ

|χ1⟩ =
∣∣Ψ+

14

〉
⊗
∣∣Ψ+

23

〉
=

P̂ 23
Ψ+ |Ψ1234⟩√〈

Ψ1234

∣∣∣ P̂ 23
Ψ+

∣∣∣Ψ1234

〉

|χ2⟩ =
∣∣Ψ−

14

〉
⊗
∣∣Ψ−

23

〉
=

P̂ 23
Ψ− |Ψ1234⟩√〈

Ψ1234

∣∣∣ P̂ 23
Ψ−

∣∣∣Ψ1234

〉

|χ3⟩ =
∣∣Φ+

14

〉
⊗
∣∣Φ+

23

〉
=

P̂ 23
Φ+ |Ψ1234⟩√〈

Ψ1234

∣∣∣ P̂ 23
Φ+

∣∣∣Ψ1234

〉

|χ4⟩ =
∣∣Φ−

14

〉
⊗
∣∣Φ−

23

〉
=

P̂ 23
Φ− |Ψ1234⟩√〈

Ψ1234

∣∣∣ P̂ 23
Φ−

∣∣∣Ψ1234

〉 .

(10.23)

Çâiäñè âèäíî, ùî ïàðà êóáiòiâ �1� òà �4�, îòðèìàíi íåçàëåæíî ç ðiçíèõ
äæåðåë, âèÿâëÿþòüñÿ çàïëóòàíèìè â îäíîìó çi ñòàíiâ Áåëëà. Íàïåðåä ïå-
ðåäáà÷èòè, ÿêèé ñàìå ç ÷îòèðüîõ ñòàíiâ ðåàëiçó¹òüñÿ â îêðåìîìó àêòi âè-
ìiðþâàííÿ, àáñîëþòíî íåìîæëèâî. Iìîâiðíiñòü îòðèìàííÿ êîæíîãî êîí-
êðåòíîãî êiíöåâîãî ñòàíó ðiâíà w = 1

4
, òîáòî ïðè áàãàòîêðàòíîìó ïîâòî-

ðåííi ñòâîðåííÿ äâîõ ïàð êóáiòiâ ç íàñòóïíîþ ïðîöåäóðîþ âèìiðþâàí-
íÿ, êîæíèé ç êiíöåâèõ ðåçóëüòàòiâ áóäå ç'ÿâëÿòèñÿ â ñåðåäíüîìó ç îäíà-
êîâîþ ÷àñòîòîþ. Åêñïåðèìåíòàëüíî ñèñòåìó äåòåêòóâàííÿ ìîæíà íàëà-
øòóâàòè òàêèì ÷èíîì, ùî âîíà áóäå ðå¹ñòðóâàòè ïîäiþ ëèøå òîäi, êîëè
ç'ÿâëÿ¹òüñÿ îäèí êîíêðåòíèé êiíöåâèé ðåçóëüòàò. Îòæå, â ñåðåäíüîìó
ó òðüîõ âèïàäêàõ iç ÷îòèðüîõ òàêèé ðå¹ñòðóþ÷èé ïðèñòðié íå ñïðàöüî-
âóâàòèìå. Îäíàê, â ïðèíöèïi, iñíó¹ ìîæëèâiñòü, âðåøòi-ðåøò, çàâæäè
îòðèìóâàòè îäèí i òîé ñàìèé ñòàí ïàðè.

ßê âæå áóëî ïîêàçàíî âèùå, êîæíèé ñòàí Áåëëà ìîæíà ïåðåòâîðèòè
ó áóäü-ÿêèé iíøèé ñòàí Áåëëà, âèêîðèñòîâóþ÷è ëèøå ëîêàëüíi îïåðà-
öi¨. Ïîâíó ïðîöåäóðó òàêîãî ïåðåòâîðåííÿ ìîæíà ðåàëiçóâàòè â ìåæàõ
êëàñó LOCC. Òàê, ïiñëÿ ðå¹ñòðàöi¨ ñòàíó ïàðè êóáiòiâ �2� òà �3� Àëiñà
çà äîïîìîãîþ êëàñè÷íîãî êàíàëó çâ'ÿçêó íàäñèëà¹ Áîáó iíôîðìàöiþ ïðî
òå, ÿêèé ñàìå âàðiàíò ðåàëiçóâàâñÿ ó ïðîöåñi âèìiðþâàííÿ. Áîá, ó ðîç-
ïîðÿäæåííi ÿêîãî çíàõîäèòüñÿ îäèí ç êóáiòiâ äðóãî¨ ïàðè, ëîêàëüíèìè
îäíîêóáiòîâèìè îïåðàòîðàìè, çãiäíî ïðîòîêîëó, ïåðåòâîðþ¹ ïàðó ñâî¨õ
êóáiòiâ (�1� òà �4�) ó ïîòðiáíèé ñòàí Áåëëà.

Íàéáiëüøîþ ïðîáëåìîþ ïiä ÷àñ åêñïåðèìåíòàëüíî¨ ðåàëiçàöi¨ ïðîöå-
äóðè entanglement swapping áóëà ñèíõðîíiçàöiÿ â ÷àñi óòâîðåííÿ îáîõ ïàð
êóáiòiâ.
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Ùîéíî ðîçãëÿíóòèé ïðîòîêîë ES ¹ äåùî iäåàëiçîâàíèì. Ñïðàâà â òî-
ìó, ùî îòðèìàííÿ äâîõ ïàð êóáiòiâ ó ÷èñòîìó ñòàíi Áåëëà â ëàáîðàòîði¨ ¹
äîñèòü ïðîáëåìàòè÷íèì. Ó ñòàíàõ, ùî îòðèìóþòüñÿ íà ïðàêòèöi, çàâæäè
¹ äîìiøêè òàê çâàíîãî �øóìó�, òîáòî ðåàëüíèé ñòàí ¹ ñóìiøøþ ÷èñòî-
ãî ñòàíó i øóìó. Ñàì �øóì� ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó âèãëÿäi ñóìiøi áàçèñíèõ
ñòàíiâ ó ðiçíèõ ïðîïîðöiÿõ. Øóì, ÿêèé ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóìiø óñiõ áàçèñíèõ
ñòàíiâ ç îäíàêîâèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè, ìà¹ íàçâó �áiëèé øóì�; âiä-
ïîâiäíà éîìó ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂wn ïðîïîðöiéíà îäèíè÷íié ìàòðèöi:

ρ̂wn =
1

4
Î , (10.24)

äå Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð (ìàòðèöÿ) ó ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði ãiëü-
áåðòà, à � 1

4
� � êîåôiöi¹íò íîðìóâàííÿ.

10.4.2 Entanglement swapping çà íàÿâíîñòi áiëîãî øó-
ìó ó ïî÷àòêîâèõ ñòàíàõ

Íåõàé äî ÷èñòîãî ñòàíó |Ψ−⟩ äîäàíî äåÿêó ÷àñòêó áiëîãî øóìó. Îïåðàòîð
ãóñòèíè òàêîãî ñòàíó, ùî ìà¹ íàçâó ñòàí Âåðíåðà, ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ ó
âèãëÿäi

ρ̂W = p
∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣+ (1− p)

1

4
Î , (10.25)

äå Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð ó ÷îòèðèâèìiðíîìó ïðîñòîði, p � ïàðàìåòð
÷èñòîòè ñòàíó, p ∈ [0, 1]. Ïðè p = 1 (10.25) ïðåäñòàâëÿ¹ ÷èñòèé ñòàí |Ψ−⟩,
à ïðè p = 0 � áiëèé øóì. Ñòàíè ç äîìiøêîþ øóìó ïðèéíÿòî íàçèâà-
òè çàøóìëåíèìè ñòàíàìè. Ñòóïiíü çàïëóòàíîñòi â (10.25) âèçíà÷à¹òüñÿ
ïàðàìåòðîì p. Ìåíøîìó çíà÷åííþ p âiäïîâiäà¹ áiëüøà çàøóìëåíiñòü.

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè îïåðàòîðà (10.25) â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi ìà¹
âèãëÿä

ρ̂W =
1

4




1− p 0 0 0
0 1 + p −2p 0
0 −2p 1 + p 0
0 0 0 1− p


 , (10.26)

à â áàçèñi Áåëëà

ρ̂BW =
1

4




1− p 0 0 0
0 1 + 3p 0 0
0 0 1− p 0
0 0 0 1− p


 . (10.27)
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Ç âèðàçó (10.27) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð ãóñòèíè (10.25) ìîæíà ïðåäñòà-
âèòè òàêîæ ó âèãëÿäi

ρ̂W =
1− p

4

∣∣Ψ+
〉 〈

Ψ+
∣∣+ 1 + 3p

4

∣∣Ψ−〉 〈Ψ−∣∣

+
1− p

4

∣∣Φ+
〉 〈

Φ+
∣∣+ 1− p

4

∣∣Φ−〉 〈Φ−∣∣ .
(10.28)

×îòèðèêóáiòîâèé ñòàí ñèñòåìè äâîõ ïàð êóáiòiâ, ïðèãîòîâàíèõ íåçà-
ëåæíî îäíà âiä îäíî¨, ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ îïåðàòîðîì ãóñòèíè

ρ̂1234 = ρ̂12 ⊗ ρ̂34. (10.29)

Ïðèïóñòèìî òåïåð, ùî íàä ïàðîþ êóáiòiâ �2� òà �3� ïðîâîäèòüñÿ âèìiðþ-
âàííÿ â áàçèñi Áåëëà. Òîäi êîæíîìó ç ïðîåêòîðiâ (10.21) âiäïîâiäà¹ îäèí
ç ÷îòèðüîõ ìîæëèâèõ ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ. Çîêðåìà, ïðîåêòîðó P̂ 23

Ψ−

âiäïîâiäà¹ êiíöåâèé ñòàí ñèñòåìè ÷îòèðüîõ êóáiòiâ

ρ̂ =
P̂Ψ− ρ̂1234P̂Ψ−

Tr P̂Ψ− ρ̂1234
. (10.30)

Êiíöåâèé ñòàí ïàðè �1� òà �4� êóáiòiâ â îá÷èñëþâàëüíîìó áàçèñi ïðåä-
ñòàâëÿ¹òüñÿ ìàòðèöåþ

ρ̂14 =
1

4




1− p1p2 0 0 0
0 1 + p1p2 −2p1p2 0
0 −2p1p2 1 + p1p2 0
0 0 0 1− p1p2


 , (10.31)

à â áàçèñi Áåëëà

ρ̂14 =
1

4




1− p1p2 0 0 0
0 1 + 3p1p2 0 0
0 0 1− p1p2 0
0 0 0 1− p1p2


 , (10.32)

äå p1 i p2 � âàãîâi êîåôiöi¹íòè ÷èñòîãî ñòàíó âiäïîâiäíî ó ïåðøié òà
äðóãié ïî÷àòêîâèõ ïàðàõ êóáiòiâ (ïàð ÷àñòèíîê �1� i �2� òà �3� i �4�).

Ç (10.31) òà (10.32) âèïëèâà¹:

� ÿêùî îäíó ç ïàð êóáiòiâ ïðèãîòîâëåíî â ÷èñòîìó ñòàíi (p1 = 1 àáî
p2 = 1), òî ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂14 â òî÷íîñòi ïîâòîðþ¹ ìàòðèöþ ãó-
ñòèíè (10.26) òà (10.27) äðóãî¨ ïàðè êóáiòiâ
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� ÿêùî æ îáèäâi ïàðè êóáiòiâ ïðèãîòîâàíi â çàøóìëåíèõ ñòàíàõ (p1 <
1; p2 < 1), òî ñòàí ïàðè êóáiòiâ �1� òà �4� áóäå çàøóìëåíèì áiëüøå,
íiæ ñòàí êîæíî¨ ç ïî÷àòêîâî ïðèãîòîâëåíèõ ïàð (p1p2 < p1; p1p2 <
p2).

Ïðè p1 = p2 = p ìàòðèöÿì (10.31) òà (10.32) âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð
ãóñòèíè

ρ̂14 = p2
∣∣Ψ−

14

〉 〈
Ψ−

14

∣∣+ 1− p2

4
Î14. (10.33)

Ïîðiâíþþ÷è (10.33) òà (10.25), áà÷èìî, ùî êiíöåâèé ñòàí ïàðè êóáiòiâ
�1� òà �4� îòðèìó¹òüñÿ çi ñòàíiâ ïî÷àòêîâèõ ïàð ôîðìàëüíîþ çàìiíîþ p→
p2. Öå îçíà÷à¹, ùî ñòàíè ïî÷àòêîâî¨ òà êiíöåâî¨ ïàð ïîäiáíi ç òî÷íiñòþ
äî âèøåâêàçàíî¨ çàìiíè. Îñêiëüêè p ∈ [0, 1], òî p2 ≤ p i, îòæå, 1 − p2 ≥
1 − p, ùî ñâiä÷èòü ïðî çáiëüøåííÿ çàøóìëåíîñòi â ÿâèùi entanglement
swapping.

Äðóãå ïèòàííÿ, ÿêå ñòîñó¹òüñÿ ES, ïîëÿãà¹ â íàñòóïíîìó: ÷è çáåði-
ãà¹òüñÿ âëàñòèâiòü çàïëóòàíîñòi ïàðè êóáiòiâ ïðè ïåðåõîäi âiä ïî÷àòêî-
âîãî äî êiíöåâîãî ñòàíó? Äëÿ äâîêóáiòîâèõ ñèñòåì íåîáõiäíîþ i äîñòà-
òíüîþ óìîâîþ âiäñóòíîñòi çàïëóòàíîñòi â ñèñòåìi, çà êðèòåði¹ì Ïåðåñà-
Ãîðîäåöüêîãî, ¹ äîäàòíîâèçíà÷åíiñòü ÷àñòêîâî òðàíñïîíîâàíî¨ ìàòðèöi
ãóñòèíè. Ïîðóøåííÿ äàíî¨ óìîâè ñâiä÷èòü ïðî íàÿâíiñòü çàïëóòàíîñòi.

×àñòêîâî òðàíñïîíîâàíà ìàòðèöÿ ãóñòèíè ïî÷àòêîâîãî ñòàíó (10.26)
ïàðè êóáiòiâ ó ñòàíäàðòíîìó áàçèñi ìà¹ âèãëÿä

ρ̂PT
W =

1

4




1− p 0 0 −2p
0 1 + p 0 0
0 0 1 + p 0

−2p 0 0 1− p


 . (10.34)

Ìàòðèöÿ (10.34) îòðèìó¹òüñÿ ç ρ̂W òðàíñïîíóâàííÿì â áàçèñi ëèøå äðó-
ãîãî êóáiòà, òîáòî ïåðåòâîðåííÿì

|ij⟩ ⟨i′j′| → |ij′⟩ ⟨i′j| ,

äå i, i′, j, j′ = 0, 1.
Çíàéäåìî îáëàñòü çíà÷åíü ïàðàìåòðà p, äëÿ ÿêî¨ ñèñòåìà ïàðè êó-

áiòiâ ¹ çàïëóòàíîþ. Â ðåçóëüòàòi äiàãîíàëiçàöi¨ ìàòðèöÿ (10.34) íàáóâà¹
âèãëÿäó

ρ̂PT
W,diag =

1

4




1 + p 0 0 0
0 1 + p 0 0
0 0 1 + p 0
0 0 0 1− 3p


 . (10.35)
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Âëàñíi ÷èñëà ìàòðèöi (10.35) λ1 = λ2 = λ3 = 1+p
4

äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ
çíà÷åíü p ∈ [0, 1] ¹ íåâiä'¹ìíèìè. �äèíå âëàñíå ÷èñëî, ÿêå ìîæå ïðèéìàòè
âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ, � öå λ4:

λ4 =
1− 3p

4
< 0 ⇔ p >

1

3
. (10.36)

Îòæå, p = 1
3
¹ êðèòè÷íèì çíà÷åííÿì, ÿêå âiääiëÿ¹ çàïëóòàíi ñòàíè Âåð-

íåðà âiä ñåïàðàáåëüíèõ. Òîáòî, ÿêùî ÷àñòêà øóìó ïåðåâèùó¹ äåÿêå êðè-
òè÷íå çíà÷åííÿ, òî çàïëóòàíèé ñòàí ñòà¹ íåçàïëóòàíèì. Îñêiëüêè â êií-
öåâîìó ñòàíi (10.33), íà âiäìiíó âiä ïî÷àòêîâîãî (10.25), p çàìiíþ¹òüñÿ íà
p2, òî êðèòè÷íå çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà ÷èñòîòè ñòàíó, ÿêå ðîçäiëÿ¹ â êií-
öåâîìó ñòàíi ôàêòîðèçîâàíi òà çàïëóòàíi ñòàíè, âèçíà÷à¹òüñÿ ðiâíiñòþ

p2cr =
1

3
⇔ pcr =

1√
3
≈ 0.58. (10.37)

Âèñíîâêè. Êiíöåâèé ñòàí ñèñòåìè êóáiòiâ �1� òà �4� â îïåðàöi¨ entan-
glement swapping âèÿâëÿ¹òüñÿ áiëüø çàøóìëåíèì ïîðiâíÿíî iç çàøóìëå-
íîñòÿìè ïî÷àòêîâèõ ñòàíiâ. Ïî÷àòêîâî çàïëóòàíi ñòàíè äâîõ ïàð êóái-

òiâ, äëÿ ÿêèõ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà p ∈
(

1
3
, 1√

3

)
, â ðåçóëüòàòi îïåðàöi¨ ES

óòâîðþþòü ñåïàðàáåëüíèé ñòàí ïàðè, òîáòî çàïëóòàíiñòü ïiä ÷àñ îïåðàöi¨
âòðà÷à¹òüñÿ.

Ïðîöåäóði ïåðåêèäàííÿ çàïëóòàíîñòi iç çàñòîñóâàííÿì çàøóìëåíèõ
ñòàíiâ ïàð êóáiòiâ â íàóêîâié ëiòåðàòóði ïðèñâÿ÷åíà çíà÷íà óâàãà ó çâ'ÿçêó
ç iäå¹þ âèêîðèñòàííÿ òàê çâàíèõ êâàíòîâèõ ïîâòîðþâà÷iâ äëÿ ïåðåäà÷i
çàïëóòàíîñòi íà çíà÷íi âiäñòàíi.

10.5 Ïèòàííÿ òà çàäà÷i äëÿ ñàìîñòiéíî¨ ðî-

áîòè

1. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè (10.7) ¹ íîðìîâàíîþ òà â çàãàëüíîìó
âèïàäêó îïèñó¹ çìiøàíèé ñòàí. Äîâåñòè, ùî ρ̂2 ç (10.5) òà ρ̂ � öå îäèí
i òîé ñàìèé ñòàí.

2. Îäåðæàòè âèðàç (10.10). Çà éîãî äîïîìîãîþ ïîÿñíèòè, ÷îìó ñàìå
Áîá íå ìîæå âiäòâîðèòè ïî÷àòêîâèé ñòàí (10.1), ÿêùî âåêòîðè |ψ⟩
òà Ẑ |ψ⟩ ìîæíà ðîçðiçíèòè ç iìîâiðíiñòþ w > 1

2
.

3. Ñòàíè Áåëëà, ÿêi âèêîðèñòîâóþòüñÿ â ïðîòîêîëi êâàíòîâî¨ òåëå-
ïîðòàöi¨, ìiñòÿòü êîðåëÿöi¨. ßêó iíôîðìàöiþ ïðî ñâié êóáiò ìîæå
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îòðèìàòè Áîá, ÿêùî ïðîòîêîë òåëåïîðòàöi¨ ðåàëiçîâóâàòè áåç îáìi-
íó êëàñè÷íîþ iíôîðìàöi¹þ ïðî ðåçóëüòàò âèìiðþâàííÿ Àëiñè? ×è
ìîæëèâî òàêèì ÷èíîì ðåàëiçóâàòè íàäñâiòëîâó ïåðåäà÷ó ñèãíàëó?
Îá ðóíòóéòå.

4. Äàíî òðèêóáiòîâèé ñòàí |ψ⟩ |Ψ+⟩, äå

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ ,

à |Ψ+⟩ � âiäïîâiäíèé ñòàí Áåëëà. Ïåðåïèñàòè äàíèé ñòàí ó âèãëÿäi,
äå ïåðøi äâà êóáiòè ïðåäñòàâëåíi ó áàçèñi Áåëëà. ×è ñâiä÷èòü íàÿâ-
íiñòü êîðåëÿöié ó íîâîìó áàçèñi ïðî ìîæëèâiñòü ìèòò¹âîãî îáìiíó
iíôîðìàöi¹þ ìiæ êîìïîíåíòàìè ðåãiñòðó �12� òà �3�? Îá ðóíòóéòå.

5. Äàíî òðèêóáiòîâèé ñòàí |ψ⟩ |Φ+⟩, äå

|ψ⟩ = α |+⟩+ β |−⟩ ,

à |Φ+⟩ � âiäïîâiäíèé ñòàí Áåëëà. Ïåðåïèñàòè äàíèé ñòàí ó âèãëÿ-
äi, äå ïåðøi äâà êóáiòè ïðåäñòàâëåíi ó áàçèñi Áåëëà, a òðåòié �
â îá÷èñëþâàëüíîìó. ßêèé ñàìå êóáiò ðåãiñòðó â ñòàðîìó i íîâîìó
ïðåäñòàâëåííÿõ ìiñòèòü iíôîðìàöiþ ïðî àìïëiòóäè α òà β?

6. Äàíî òðèêóáiòîâèé ñòàí |ψ⟩ |Φ−⟩, äå

|ψ⟩ = α |0⟩+ β |1⟩ ,

à |Φ−⟩ � âiäïîâiäíèé ñòàí Áåëëà. Ïåðåïèñàòè äàíèé ñòàí ó âèãëÿ-
äi, äå ïåðøi äâà êóáiòè ïðåäñòàâëåíi ó áàçèñi Áåëëà, a òðåòié � â
îá÷èñëþâàëüíîìó. ßê çìiíþâàòèìåòüñÿ ñòàí òðåòüîãî êóáiòà, ÿêùî
íàä ïåðøèìè äâîìà çäiéñíþâàòè óíiòàðíi îïåðàöi¨ êëàñó LOCC?

7. Íàêðåñëèòè êâàíòîâó ñõåìó ïðîöåñó, çîáðàæåíîãî íà Ðèñ. 10.6. Ïî-
÷àòêîâèé ñòàí êâàíòîâîãî ðåãiñòðó |q1q2q3q4⟩ = |0000⟩.

8. Ïðèéìàþ÷è (10.25) çà îçíà÷åííÿ ñòàíó Âåðíåðà, ïåðåâiðèòè ïðà-
âèëüíiñòü (10.26).

9. Îäåðæàòè (10.27).

10. Îòðèìàòè (10.31).

11. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü (10.32).

12. Îòðèìàòè (10.33).
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13. Îäåðæàòè (10.34).

14. Ïåðåâiðèòè ïðàâèëüíiñòü (10.35).

15. Ïðåäñòàâèòè ÷îòèðèêóáiòîâèé ñòàí ó áàçèñi Áåëëà âèäó (12, 34)
|χ⟩ = |Ψ+⟩12 |Φ−⟩34, äå |Ψ+⟩ , |Φ−⟩ � âiäïîâiäíi ñòàíè Áåëëà, â áàçèñi
Áåëëà âèäó (14, 23).

16. ×èì ìîæíà ïîÿñíèòè íàÿâíiñòü êîðåëÿöié ìiæ ãðóïàìè êóáiòiâ (14)
òà (23) â entanglement swapping? Ïðî ÿêèé âèä âçà¹ìîäi¨ ñâiä÷àòü
äàíi êîðåëÿöi¨? Ç ÿêîþ øâèäêiñòþ (ïîðiâíÿíî çi øâèäêiñòþ ñâiòëà)
ìîæå âiäáóâàòèñÿ îáìií êëàñè÷íîþ iíôîðìàöi¹þ ìiæ ãðóïàìè êó-
áiòiâ (14) òà (23), ÿêùî öi ãðóïè ðîçäiëåíi â ïðîñòîði?
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