
Êè¨âñüêèé íàöiîíàëüíèé óíiâåðñèòåò iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

Òåñëèê Î.Ì. ×óìà÷åíêî À.Â. Õîòÿ¨íöåâ Â.Ì.
Âiëü÷èíñüêèé Ñ.É.

Êâàíòîâà ìåõàíiêà. Ïðàêòè÷íi

çàíÿòòÿ

1 ñåìåñòð
(Íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê äëÿ còóäåíòiâ ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó)

Êè¨â-2022



2

Ðåöåíçåíòè:
çàâiäóâà÷ ëàáîðàòîði¨ òåîði¨ iíòåãðîâàíèõ ñèñòåì Iíñòèòóòó òåîðåòè÷íî¨
ôiçèêè iì. Áîãîëþáîâà ÍÀÍ Óêðà¨íè, äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê, ñ.í.ñ.
Ìèêîëà IÎÐÃÎÂ
ïðîôåñîð êàôåäðè çàãàëüíî¨ ôiçèêè ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó Êè¨âñüêîãî
íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iì. Òàðàñà Øåâ÷åíêà, äîêòîð ôiç.-ìàò. íàóê,
äîö. Îëåã ÎËIÕ

Ðåêîìåíäîâàíî Â÷åíîþ ðàäîþ ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó
Êè¨âñüêîãî íàöiîíàëüíîãî óíiâåðñèòåòó iìåíi Òàðàñà Øåâ÷åíêà

(ïðîòîêîë �3 âiä 18.10.2022)

Òåñëèê Î.Ì.,×óìà÷åíêî À.Â.,Õîòÿ¨íöåâ Â.Ì.,Âiëü÷èíñüêèé Ñ.É.
Êâàíòîâà ìåõàíiêà. Ïðàêòè÷íi çàíÿòòÿ 1 ñåìåñòð. Åëåêòðîííå âèäàííÿ,
2022. � 164 ñ.



Çìiñò

1 Îïåðàòîðè ó êâàíòîâié ìåõàíiöi 9
1.1 Îïåðàòîðè . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.1.1 Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
1.1.2 Êîìóòàòîð òà àíòèêîìóòàòîð îïåðàòîðiâ . . . . . . . 12
1.1.3 Ôóíêöi¨ âiä îïåðàòîðiâ . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

1.2 Îïåðàòîðè: âëàñíi ÷èñëà òà âåêòîðè, åðìiòîâå ñïðÿæåííÿ . 22
1.2.1 Âëàñíi ÷èñëà òà âåêòîðè . . . . . . . . . . . . . . . . 22
1.2.2 Åðìiòîâå ñïðÿæåííÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

2 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Õâèëi äå Áðîéëÿ 31
2.1 Õâèëi äå Áðîéëÿ. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Õâèëüîâèé ïàêåò . . . 31

2.1.1 Õâèëi äå Áðîéëÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
2.1.2 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.1.3 ×àñîâà åâîëþöiÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó: àëãîðèòì . . . . 35

2.2 Ñòàöiîíàðíi òà íåñòàöiîíàðíi ñòàíè . . . . . . . . . . . . . . 40

3 Îäíîâèìiðíi ïîòåíöiàëè 45
3.1 Íåñêií÷åííà ïîòåíöiàëüíà ÿìà . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.1.1 Ïðÿìîêóòíèé ïîòåíöiàë (ñõîäèíêà) . . . . . . . . . . 45
3.1.2 ×àñòèíêà â íåñêií÷åííî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi . 47
3.1.3 Ïîòåíöiàëüíà ÿìà ó âèãëÿäi δ-ôóíêöi¨ . . . . . . . . 51

3.2 Ñêií÷åííà ïîòåíöiàëüíà ÿìà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
3.2.1 Îáëàñòi x < −a, x > a . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.2.2 Îáëàñòü −a < x < a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56
3.2.3 Óìîâà çøèâêè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ x = ±a . 56
3.2.4 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.2.5 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

3.3 Ïåðiîäè÷íèé ïîòåíöiàë (ãðåáiíêà) . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.3.1 Îïåðàòîð òðàíñëÿöi¨ òà ãàìiëüòîíiàí: ñïiëüíèé áàçèñ 61
3.3.2 Îáëàñòi −b < x < 0, a < x < a+ b . . . . . . . . . . . 63
3.3.3 Îáëàñòü 0 < x < a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64

3



4 Çìiñò

3.3.4 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ: óìîâè çøèâêè . . . . . . . . . . . 64
3.3.5 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ: ïåðiîäè÷íiñòü . . . . . . . . . . . 64
3.3.6 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65
3.3.7 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð: çàáîðîíåíi òà äîçâîëåíi çîíè . 66
3.3.8 Ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

3.4 Ïîòåíöiàë Ìîðçå . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.4.1 Àíàëiç åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó . . . . . . . . . . . . . 70
3.4.2 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
3.4.3 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè . . . 71
3.4.4 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê . . . . . . . 72
3.4.5 Óìîâà îáðèâó ðÿäó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74
3.4.6 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

3.5 Ïîòåíöiàë Ïåøëü-Òåëëåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.5.1 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
3.5.2 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

3.6 Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.6.1 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
3.6.2 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê . . 80
3.6.3 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê . . . . . . . 81
3.6.4 Óìîâà îáðèâó ðÿäó . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
3.6.5 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
3.6.6 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

3.7 Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð: ôîðìàëiçì âòîðèííîãî êâàíòóâàííÿ 85
3.7.1 Îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ â† òà çíèùåííÿ â: îçíà÷åííÿ
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Âñòóï

Äàíèé íàâ÷àëüíèé ïîñiáíèê ÿâëÿ¹ ñîáîþ ïiäáiðêó íàâ÷àëüíèõ ìàòåðiàëiâ
äëÿ ïðàêòè÷íèõ çàíÿòü iç íåðåëÿòèâiñòñüêî¨ êâàíòîâî¨ ìåõàíiêè ñòóäåí-
òiâ ôiçè÷íîãî ôàêóëüòåòó.

Ìåòà ïîñiáíèêà � âèâ÷åííÿ òà çàñòîñóâàííÿ íà ïðàêòèöi áàçîâèõ ìå-
òîäiâ òà íàâè÷îê, íåîáõiäíèõ äëÿ óñïiøíîãî çàñâî¹ííÿ êóðñó êâàíòîâî¨
ìåõàíiêè.

Ïîñiáíèê ìiñòèòü ìiíiìàëüíî íåîáõiäíèé òåîðåòè÷íèé ìàòåðiàë, ïiä-
áiðêó iëþñòðàòèâíèõ çàäà÷ i ïðèêëàäiâ äëÿ äåìîíñòðàöi¨ êëþ÷îâèõ ìå-
òîäiâ i ôîðìàëiçìiâ, ÿêi çàñòîñîâóþòüñÿ ó íåðåëÿòèâiñòñüêié êâàíòîâié
ìåõàíiöi (îïåðàòîðíå ÷èñëåííÿ, îäíîâèìiðíi ïîòåíöiàëè, âòîðèííå êâàí-
òóâàííÿ, ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè, ìàòðèöÿ ãóñòèíè òîùî). Äëÿ çàêðiïëåííÿ
âèêëàäåíîãî ìàòåðiàëó ïðîïîíó¹òüñÿ òàêîæ ïåðåëiê çàäà÷ äëÿ ñàìîñòié-
íîãî îïðàöþâàííÿ.

Ïîñiáíèê ñêëàäåíèé iç âðàõóâàííÿì ìîæëèâîñòi íàâ÷àííÿ ÿê áåçïî-
ñåðåäíüî â àóäèòîðiÿõ, òàê i îíëàéí.
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Ðîçäië 1

Îïåðàòîðè ó êâàíòîâié ìåõàíiöi

1.1 Îïåðàòîðè

Îïåðàòîð Â � öå ïðàâèëî âèäó

Â : ψ → φ, (1.1)

çà ÿêèì êîæíèé åëåìåíò ψ ëiíiéíîãî ïðîcòîðó ïåðåâîäèòüñÿ â iíøèé
åëåìåíò φ öüîãî æ ëiíiéíîãî ïðîñòîðó,

Âψ = φ. (1.2)

Ïðèêëàäè îïåðàòîðiâ:

� îïåðàòîð ïîõiäíî¨ ∂x

∂x : ψ (x) → ψ′ (x) = ∂xψ (x)

� îïåðàòîð iíâåðñi¨ êîîðäèíàò Î

Î : ψ (−→r ) → ψ (−−→r )

� îïåðàòîð çñóâó êîîðäèíàò T̂a

T̂a : ψ (x) → ψ (x+ a) .

Ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî îïåðàòîð äi¹ ëèøå íà òå, ùî çíàõîäèòüñÿ
ñïðàâà âiä íüîãî. Òîáòî ÿêùî Âψ = φ, òî

χÂψ = χφ. (1.3)

9



10 Ðîçäië 1. ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ Ó ÊÂÀÍÒÎÂIÉ ÌÅÕÀÍIÖI

Äëÿ ïîñëiäîâíîñòi îïåðàòîðiâ ââàæà¹òüñÿ, ùî ïåðøèì äi¹ òîé îïåðà-
òîð, ùî ¹ êðàéíiì ñïðàâà, ïîòiì � íàñòóïíèé çà íèì, i ò.ä. Òîáòî

ÂB̂ψ = Â
(
B̂ψ
)
= Âφ = χ, (1.4)

äå B̂ψ = φ.
ßê âèäíî ç (1.4), äîáóòîê îïåðàòîðiâ òàêîæ ¹ îïåðàòîðîì: øëÿõîì

ïåðåïîçíà÷åííÿ Ĉ = ÂB̂ âèðàç (1.4) çâîäèòüñÿ äî (1.2).

1.1.1 Ëiíiéíiñòü îïåðàòîðiâ

Îïåðàòîð Â ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì, ÿêùî îäíî÷àñíî âèêîíóþòüñÿ íàñòó-
ïíi óìîâè ëiíiéíîñòi îïåðàòîðà:

Â
∑
i

ψi =
∑
i

Âψi (1.5)

Âcψ = cÂψ, c = const. (1.6)

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî îïåðàòîð ∂x ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïåðåâiðÿ¹ìî ïåðøó óìîâó ëiíiéíîñòi (1.5). Íåõàé ψ =

∑
i ψi, òîäi

∂xψ = ψ′ =

(∑
i

ψi

)′

=
∑
i

ψ′
i =

∑
i

∂xψi, (1.7)

òîáòî ïåðøà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.
Ïåðåâiðÿ¹ìî äðóãó óìîâó ëiíiéíîñòi (1.6):

∂xcψ = (cψ)′ = c′ψ + cψ′ = 0ψ + cψ′ = c∂xψ, (1.8)

òîáòî äðóãà óìîâà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.
Îïåðàòîð ïîõiäíî¨ ∂x çàäîâîëüíÿ¹ îáîì óìîâàì ëiíiéíîñòi, îòæå âií ¹

ëiíiéíèì îïåðàòîðîì.

Çàäà÷à 2. Ïåðåâiðèòè íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîð çñóâó T̂a.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïåðåâiðÿ¹ìî ïåðøó óìîâó ëiíiéíîñòi (1.5). Íåõàé ψ =

∑
i ψi, òîäi

T̂aψ (x) = ψ (x+ a) =
∑
i

ψi (x+ a) =
∑
i

T̂aψi (x) , (1.9)
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òîáòî ïåðøà óìîâà âèêîíó¹òüñÿ.
Ïåðåâiðÿ¹ìî äðóãó óìîâó ëiíiéíîñòi (1.6):

T̂acψ (x) = cψ (x+ a) = cT̂aψ (x) , (1.10)

òîáòî äðóãà óìîâà òàêîæ âèêîíó¹òüñÿ.
Îòæå, öåé îïåðàòîð ¹ ëiíiéíèì.

Çàäà÷à 3. Ïåðåâiðèòè ëiíiéíiñòü îïåðàòîðà ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ Ân =
()n , n ≥ 0.

Ðîçâ'ÿçîê.

� Âèïàäîê n = 0.
Ïåðøà óìîâà:

Â0ψ = ψ0 =

(∑
i

ψi

)0

= 1

̸=
∑
i

Â0ψi =
∑
i

ψ0
i =

∑
i

1,

(1.11)

òîáòî äàíà óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ.

Äðóãà óìîâà:
Â0cψ = (cψ)0 = 1 ̸= cψ0 = c, (1.12)

òîáòî äðóãà óìîâà íå âèêîíó¹òüñÿ. Òóò íåÿâíî âðàõîâàíî íàñòóïíå
ïåðåïîçíà÷åííÿ: ϕ = cψ.

Îòæå, Â0 íå ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì âíàñëiäîê ïîðóøåííÿ óìîâ ëi-
íiéíîñòi.

� Âèïàäîê n = 1.
Ïåðøà óìîâà:

Â1ψ = ψ1 =

(∑
i

ψi

)1

=
∑
i

ψi =
∑
i

ψ1
i =

∑
i

Â1ψi. (1.13)

Äðóãà óìîâà:

Â1cψ = (cψ)1 = cψ = cψ1 = cÂ1ψ. (1.14)

Îáèäâi óìîâè ëiíiéíîñòi çàäîâîëüíÿþòüñÿ, îòæå îïåðàòîð Â1 ¹ ëi-
íiéíèì îïåðàòîðîì.

Ïðèìiòêà. Ïåðåâiðêó äëÿ Â1 ìîæíà íå ïðîâîäèòè, ÿêùî âðàõóâàòè,

ùî Â1 = Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, òîáòî îïåðàòîð, ÿêèé çàâæäè
ïåðåâîäèòü åëåìåíò ψ â ñàìîãî ñåáå (íi÷îãî íå çìiíþ¹).



12 Ðîçäië 1. ÎÏÅÐÀÒÎÐÈ Ó ÊÂÀÍÒÎÂIÉ ÌÅÕÀÍIÖI

� Âèïàäîê n > 1.
Ïåðøà óìîâà. Íåõàé ψ =

∑
i ψi = ψ1 + ψ2. Òîäi

Ân>1ψ = ψn = (ψ1 + ψ2)
n =

n∑
k=1

(
k

n

)
ψk1ψ

n−k
2

̸= ψn1 + ψn2 = Ânψ1 + Ânψ2.

(1.15)

Îñêiëüêè ïåðøà óìîâà (1.5) äëÿ îïåðàòîðà Ân>1 íå âèêîíó¹òüñÿ, òî
âií íå ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ n > 1.

Îòæå, îïåðàòîð ïiäíåñåííÿ äî ñòåïåíÿ Ân ¹ ëiíiéíèì îïåðàòîðîì ëèøå ó
âèïàäêó n = 1.

Çàäà÷à 4. Ïåðåâiðèòè íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîð iíâåðñi¨ êîîðäèíàò Î.

Çàäà÷à 5. Ïåðåâiðèòè íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîð çìiíè ìàñøòàáó

M̂a : ψ (x) → √
aψ (ax) .

Çàäà÷à 6. Ïåðåâiðèòè íà ëiíiéíiñòü îïåðàòîð êîìïëåêñíîãî ñïðÿæåí-
íÿ

Ĉ : ψ (x) → ψ∗ (x) .

1.1.2 Êîìóòàòîð òà àíòèêîìóòàòîð îïåðàòîðiâ

Êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ Â òà B̂:[
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â. (1.16)

ßêùî êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ ðiâíèé 0, òî êàæóòü, ùî îïåðàòîðè êîìó-
òóþòü.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îïåðàòîðè íå êîìóòóþòü, òîáòî ðåçóëüòàò äi¨
îïåðàòîðiâ çàëåæèòü âiä ïîðÿäêó ¨õ âèêîíàííÿ. Íàïðèêëàä:

� îïåðàòîðè ïîâîðîòó R̂−→a , R̂−→
b
íàâêîëî ðiçíèõ îñåé −→a ,−→b

� îïåðàòîðè çñóâó T̂a òà iíâåðñi¨ Î

T̂aÎψ (x) = T̂aψ (−x) = ψ (−x+ a)

̸= ÎT̂aψ (x) = Îψ (x+ a) = ψ (−x− a) .
(1.17)
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Áóäü-ÿêèé îïåðàòîð çàâæäè êîìóòó¹ ñàì iç ñîáîþ, òîáòî
[
Â, Â

]
=

Â2 − Â2 = 0.
Àíòèêîìóòàòîð îïåðàòîðiâ Â òà B̂:{

Â, B̂
}
= ÂB̂ + B̂Â. (1.18)

ßêùî àíòèêîìóòàòîð îïåðàòîðiâ ðiâíèé 0, òî êàæóòü, ùî îïåðàòîðè
àíòèêîìóòóþòü.

Çàäà÷à 7. Äîâåñòè, ùî [
Â, B̂

]
= −

[
B̂, Â

]
(1.19)

Ðîçâ'ÿçîê. [
Â, B̂

]
= ÂB̂ − B̂Â

= −
(
B̂Â− ÂB̂

)
= −

[
B̂, Â

]
.

(1.20)

Çàäà÷à 8. Ïîêàçàòè, ùî[∑
i

Âi,
∑
k

B̂k

]
=
∑
i,k

[
Âi, B̂k

]
. (1.21)

Ðîçâ'ÿçîê. [∑
i

Âi,
∑
k

B̂k

]
=
∑
i

Âi
∑
k

B̂k −
∑
k

B̂k

∑
i

Âi

=
∑
i,k

ÂiB̂k −
∑
k,i

B̂kÂi

=
∑
i,k

(
ÂiB̂k − B̂kÂi

)
=
∑
i,k

[
Âi, B̂k

]
.

(1.22)

Çàäà÷à 9. Çíàéòè àíòèêîìóòàòîð îïåðàòîðiâ Â òà B̂, ÿêùî ¨õíié
êîìóòàòîð äîðiâíþ¹ íóëþ.
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Ðîçâ'ÿçîê.{
Â, B̂

}
= ÂB̂ + B̂Â

=

∣∣∣∣∣[Â, B̂] = ÂB̂ − B̂Â = 0 ⇒ ÂB̂ = B̂Â

∣∣∣∣∣
= ÂB̂ + ÂB̂ = 2ÂB̂ = 2B̂Â.

(1.23)

Çàäà÷à 10. Âèðàçèòè êîìóòàòîð
[
ÂB̂, Ĉ

]
÷åðåç êîìóòàòîðè

[
Â, Ĉ

]
i[

B̂, Ĉ
]
.

Ðîçâ'ÿçîê. [
ÂB̂, Ĉ

]
= ÂB̂Ĉ − ĈÂB̂

= ÂB̂Ĉ − ÂĈB̂ + ÂĈB̂ − ĈÂB̂

= Â
(
B̂Ĉ − ĈB̂

)
+
(
ÂĈ − ĈÂ

)
B̂

= Â
[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂.

(1.24)

Çàäà÷à 11. Çíàéòè êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ Â òà B̂, ÿêùî ¨õíié àíòè-
êîìóòàòîð äîðiâíþ¹ íóëþ.

Çàäà÷à 12. Íåõàé êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ Â òà B̂ ðiâíèé ¨õ àíòèêîìó-
òàòîðó. Çíàéòè B̂Â. Ùî ìîæíà ïðè öüîìó ñêàçàòè ïðî ÂB̂?

Çàäà÷à 13. Çíàéòè
[
Â, B̂2

]
, ÿêùî

[
Â, B̂

]
= λ = const.

Çàäà÷à 14. Äîâåñòè òîòîæíiñòü ßêîái[
Â,
[
B̂, Ĉ

]]
+
[
B̂,
[
Ĉ, Â

]]
+
[
Ĉ,
[
Â, B̂

]]
= 0. (1.25)

Çàäà÷à 15. Ðîçêðèòè äóæêè â îïåðàòîðíîìó âèðàçi
(
Â− B̂

)(
Â+ B̂

)
.

Ðîçâ'ÿçîê. (
Â− B̂

)(
Â+ B̂

)
= Â

(
Â+ B̂

)
− B̂

(
Â+ B̂

)
= Â2 + ÂB̂ − B̂Â− B̂2

= Â2 +
[
Â, B̂

]
− B̂2.

(1.26)

Ïðèìiòêà. Ïîðÿäîê ðîçêðèòòÿ äóæîê íå ñóòò¹âèé. Ðåçóëüòàò íå çìiíè-
òüñÿ, ÿêùî ðîçêðèâàòè ñïåðøó äðóãi äóæêè.
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Çàäà÷à 16. Ðîçêðèòè äóæêè äëÿ
(
Â+ B̂

)2
.

Ðîçâ'ÿçîê. (
Â+ B̂

)2
=
(
Â+ B̂

)(
Â+ B̂

)
= Â

(
Â+ B̂

)
+ B̂

(
Â+ B̂

)
= Â2 + ÂB̂ + B̂Â+ B̂2

= Â2 +
{
Â, B̂

}
+ B̂2.

(1.27)

Ïðèìiòêà. Îñêiëüêè ïðî îïåðàòîðè Â òà B̂ íi÷îãî íå âiäîìî, òî âîíè íå
îáîâ'ÿçêîâî êîìóòóþòü ìiæ ñîáîþ. Ñàìå òîìó ïðàâèëî ðîçêðèòòÿ êâà-
äðàòó ñóìè òóò íå ïiäõîäèòü: îïåðàòîðè íå ¹ ÷èñëàìè.

Çàäà÷à 17. Ðîçêðèòè äóæêè äëÿ (x∂x)
2.

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè äóæêè ìiñòÿòü îïåðàòîð ïîõiäíî¨, äëÿ çðó÷íîñòi ñïðàâà âiä äó-
æîê ïîñòàâèìî ñèìâîë •, ÿêèé ïîçíà÷à¹ ôóíêöiþ, íà ÿêó äi¹ îïåðàòîð.
Òîäi

(x∂x)
2 • = x∂xx∂x•

= x∂x •+x2∂2x•
=
(
x∂x + x2∂2x

)
•,

(1.28)

äå âèêîðèñòàíî, ùî ∂xfg = (fg)′ = f ′g + fg′. Îïóñòèâøè ñèìâîë •, îñòà-
òî÷íî îòðèìó¹ìî

(x∂x)
2 = x2∂2x + x∂x. (1.29)

Çàäà÷à 18. Ðîçêðèòè äóæêè äëÿ (∂x + x)2.

Ðîçâ'ÿçîê.
Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i,

(∂x + x)2 • = (∂x + x) (∂x + x) •
= (∂x + x) (∂x •+x•)
= ∂2x •+x∂x •+∂xx •+x2•
= ∂2x •+x∂x •+ •+x∂x •+x2•
= ∂2x •+2x∂x •+ •+x2•
=
(
∂2x + 2x∂x + x2 + 1

)
• .

(1.30)

Îïóñòèâøè ñèìâîë •, îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî
(∂x + x)2 = ∂2x + 2x∂x + x2 + 1. (1.31)
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Çàäà÷à 19. Îïåðàòîðè êîîðäèíàòè −̂→r òà iìïóëüñó ÷àñòèíêè −̂→p âèçíà-
÷àþòüñÿ ÿê

−̂→r = −→r , −̂→p = −iℏ∇. (1.32)

Îá÷èñëèòè êîìóòàòîð [p̂x, x].

Ðîçâ'ÿçîê.
Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíiõ çàäà÷, ìà¹ìî

[p̂x, x] • = [−iℏ∂x, x] •
= −iℏ∂xx •+iℏx∂x•
= −iℏ • −iℏx∂x •+iℏx∂x•
= −iℏ•,

(1.33)

çâiäêè îñòàòî÷íî
[p̂x, x] = −iℏ. (1.34)

Çàäà÷à 20. Îïåðàòîð ìîìåíòó iìïóëüñó
−̂→
L âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê âåêòîð-

íèé äîáóòîê îïåðàòîðiâ −̂→r òà −̂→p
−̂→
L = −̂→r × −̂→p = −→e iεijkx̂j p̂k, (1.35)

äå −→e i � îäèíè÷íèé âåêòîð (îðò) âçäîâæ îñi Oxi, εijk � ñèìâîë Ëåâi-
×èâiòè, à ïî ïîâòîðþâàíèì iíäåêñàì ïðîâîäèòüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ.

Ðîçïèñàâøè (1.35) ïîêîìïîíåíòíî òà âðàõóâàâøè ïðåäñòàâëåííÿ (1.32),
îòðèìó¹ìî

L̂x = ε1jkxj p̂k = yp̂z − zp̂y,

L̂y = ε2jkxj p̂k = zp̂x − xp̂z,

L̂z = ε3jkxj p̂k = xp̂y − yp̂x.

(1.36)

Çíàéòè êîìóòàòîð
[
L̂i, x̂s

]
.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.35), ðîçêðèâøè êîìóòàòîð çãiäíî (1.16) òà âðàõóâàâøè (1.32), ìà¹ìî[

L̂i, x̂s

]
= [εijkxj p̂k, xs]

= εijk [xj p̂k, xs] ,
(1.37)

äå âðàõîâàíî, ùî εijk ¹ ñòàëîþ âiäíîñíî îïåðàòîðiâ êîîðäèíàòè òà iì-
ïóëüñó, à òîìó éîãî ìîæíà âèíåñòè çà ìåæi êîìóòàòîðà.
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Âèêîðèñòàâøè (1.24), ç (1.37) îòðèìó¹ìî

εijk [xj p̂k, xs] = εijkxj [p̂k, xs] + εijk [xj, xs] p̂k

= εijkxj (−iℏδks)
= −iℏεijsxj,

(1.38)

äå âðàõîâàíî, ùî [p̂k, xs] = −iℏδks, [xj, xs] = 0. Îñòàòî÷íî, âðàõóâàâøè â
(1.38), ùî εijs = −εisj, ìà¹ìî[

L̂i, x̂s

]
= iℏεisjxj. (1.39)

Çàäà÷à 21. Äëÿ îïåðàòîðiâ

â† =
1√

2ℏmω
(mωx̂− ip̂)

â =
1√

2ℏmω
(mωx̂+ ip̂) ,

(1.40)

äå m,ω � êîíñòàíòè, x̂, p̂ � îïåðàòîðè êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó â 1-
âèìiðíîìó ïðîñòîði, çíàéòè êîìóòàòîð

[
â†, â

]
.

Ïðèìiòêà. Îïåðàòîðè â† òà â íàçèâàþòüñÿ îïåðàòîðàìè íàðî-

äæåííÿ òà çíèùåííÿ ÷àñòèíîê.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.40) i (1.21)

[
â†, â

]
=

1

2ℏmω
[(mωx̂− ip̂) , (mωx̂+ ip̂)]

=
1

2ℏmω
(
m2ω2 [x̂, x̂] + imω [x̂, p̂]− imω [p̂, x̂] + [p̂, p̂]

)
=

i

2ℏ
([x̂, p̂]− [p̂, x̂])

= − i

ℏ
[p̂, x̂]

(1.41)

äå ó 3-ìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî [x̂, x̂] = [p̂, p̂] = 0, à â 4-ìó âèêîðèñòàíî
(1.19).

Ïiäñòàâèâøè (1.34) â (1.41), îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî, ùî[
â†, â

]
= −1. (1.42)

Çàäà÷à 22. Ðîçêðèòè äóæêè äëÿ
(
Â− B̂

)2
.
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Çàäà÷à 23. Ðîçêðèòè îïåðàòîðíi äóæêè
(
∂x +

1
x

)3
.

Çàäà÷à 24. Ðîçêðèòè îïåðàòîðíi äóæêè (∂x · x)2.

Çàäà÷à 25. Ïîêàçàòè, ùî

[p̂i, xj] = −iℏδij,

äå p̂i � i-òà êîìïîíåíòà îïåðàòîðà iìïóëüñó, x̂j � j-òà êîìïîíåíòà
îïåðàòîðà êîîðäèíàòè, δij � ñèìâîë δ-Êðîíåêåðà.

Çàäà÷à 26. Îá÷èñëèòè êîìóòàòîð [p̂i, p̂j].

Çàäà÷à 27. Îá÷èñëèòè êîìóòàòîð
[
L̂i, p̂s

]
.

Çàäà÷à 28. Îá÷èñëèòè êîìóòàòîð
[
L̂i, L̂j

]
.

1.1.3 Ôóíêöi¨ âiä îïåðàòîðiâ

Íåõàé f (x) � ôóíêöiÿ, äëÿ ÿêî¨ âèçíà÷åíèé ðÿä Òåéëîðà

f (x) =
∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
xn.

Òîäi ôóíêöiÿ âiä îïåðàòîðà f
(
Â
)
� öå îïåðàòîð, ÿêèé âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì ÷èíîì:

f
(
Â
)
=

∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
Ân. (1.43)

Çàäà÷à 29. Çíàéòè êîìóòàòîð
[
f
(
Â
)
, B̂
]
, ÿêùî

[
Â, B̂

]
= c = const,

f
(
Â
)
� ôóíêöiÿ âiä îïåðàòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê.
Âèêîðèñòîâóþ÷è (1.43) òà (1.21), ìà¹ìî

[
f
(
Â
)
, B̂
]
=
∑
n

f (n) (0)

n!

[
Ân, B̂

]
. (1.44)
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Ðîçãëÿíåìî ÂnB̂, âðàõóâàâøè óìîâó çàäà÷i ÂB̂ − B̂Â = c:

ÂnB̂ = Ân−1ÂB̂

= Ân−1
(
B̂Â+ c

)
99K = Ân−1B̂Â+ cÂn−1

= Ân−2ÂB̂Â+ cÂn−1

= Ân−2
(
B̂Â+ c

)
Â+ cÂn−1

99K = Ân−2B̂Â2 + 2cÂn−1

= Ân−3ÂB̂Â2 + 2cÂn−1

= . . .

99K = B̂Ân + ncÂn−1,

(1.45)

äå 99K ïðîñòî âêàçó¹ íà çàêîíîìiðíiñòü. Ïiäñòàâëÿþ÷è (1.45) â (1.44),
îñòàòî÷íî îòðèìó¹ìî[

f
(
Â
)
, B̂
]
= c

∑
n

f (n) (0)

n!
nÂn−1

= c
∑
n

f (n) (0)

n!
∂ÂÂ

n

= c∂Â
∑
n

f (n) (0)

n!
Ân

= cf ′
(
Â
)
.

(1.46)

Çàäà÷à 30. Íåõàé σ̂ � îïåðàòîð, äëÿ ÿêîãî σ̂2 = Î. Çíàéòè eασ̂, äå α �
äîâiëüíå ÷èñëî.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.43) ìà¹ìî

eασ̂ =
∞∑
n=0

αn

n!
σ̂n

=
∞∑
k=0

α2k

(2k)!
σ̂2k +

∞∑
k=0

α2k+1

(2k + 1)!
σ̂2k+1

=
∞∑
k=0

α2k

(2k)!
Î +

∞∑
k=0

α2k+1

(2k + 1)!
σ̂

= Î coshα + σ̂ sinhα,

(1.47)
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äå ó 3-ìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî

∀k, σ̂2k =
(
σ̂2
)k

= Îk = Î .

Çàäà÷à 31. Íåõàé
[
Â, B̂

]
= c = const. Äîâåñòè, ùî äëÿ äîâiëüíîãî ÷èñëà

α
eα(Â+B̂) = eαÂeαB̂e−cα

2/2. (1.48)

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïðîäèôåðåíöiþ¹ìî ôóíêöiþ

f
(
α, Â, B̂

)
= eαÂeαB̂, f

∣∣∣
α=0

= Î , (1.49)

äå Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð, ïî α:

∂αf = ∂αe
αÂeαB̂

=
(
∂αe

αÂ
)
eαB̂ + eαÂ

(
∂αe

αB̂
)

= eαÂÂeαB̂ + eαÂeαB̂B̂

= Âf + fB̂,

(1.50)

äå ó 4-ìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî (1.46).
Ç (1.46) ñëiäó¹, ùî [

eαÂ, B̂
]
= αceαÂ, (1.51)

çâiäêè, ïîìíîæèâøè (1.51) ñïðàâà íà eαB̂, îòðèìó¹ìî[
f, B̂

]
= αcf. (1.52)

Ç (1.50) òà (1.52) îòðèìó¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ äëÿ f :

∂αf = Âf + B̂f + αcf

=
(
Â+ B̂ + αc

)
f.

(1.53)

Äîìíîæèâøè (1.53) ñïðàâà íà f−1 òà ïðîiíòåãðóâàâøè ïî α iç âðàõóâàí-
íÿì ïî÷àòêîâî¨ óìîâè (1.49), ìà¹ìî

f = eα(Â+B̂)ecα
2/2 = eαÂeαB̂. (1.54)

Ïîìíîæèâøè (1.54) íà e−cα
2/2, îòðèìó¹ìî (1.48).

Ïðèìiòêà. Âðàõóâàííÿ ïî÷àòêîâî¨ óìîâè f
∣∣∣
α=0

= Î, äèâ. (1.49), ¹ íå-

îáõiäíèì, îñêiëüêè â çàãàëüíîìó âèïàäêó ðåçóëüòàòîì iíòåãðóâàííÿ
äèôåðåíöiàëüíîãî îïåðàòîðíîãî ðiâíÿííÿ (1.53) ¹ ôóíêöiÿ îïå-
ðàòîðiâ Â, B̂, íàâiòü ÿêùî α = 0.
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Çàäà÷à 32. Äîâåñòè, ùî

Ŝ−1f
(
Â
)
Ŝ = f

(
Ŝ−1ÂŜ

)
, (1.55)

äå Ŝ−1 � îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî Ŝ, òîáòî

Ŝ−1Ŝ = ŜŜ−1 = Î .

Çàäà÷à 33. Äîâåñòè, ùî ÿêùî
[
Â, B̂

]
= c = const, òî

eαÂB̂e−αÂ = B̂ + αcÎ, (1.56)

äå α � äîâiëüíå ÷èñëî, Î � îäèíè÷íèé îïåðàòîð.
Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ (1.46).
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1.2 Îïåðàòîðè: âëàñíi ÷èñëà òà âåêòîðè, åð-

ìiòîâå ñïðÿæåííÿ

1.2.1 Âëàñíi ÷èñëà òà âåêòîðè

Âëàñíi ÷èñëà (çíà÷åííÿ) λ òà âëàñíi âåêòîðè (ôóíêöi¨) ψλ îïåðàòîðà
Â âèçíà÷àþòüñÿ ç ðiâíÿííÿ

Âψλ = λψλ, (1.57)

ÿêå íàçèâà¹òüñÿ çàäà÷åþ íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïå-
ðàòîðà Â.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó (1.57) ìà¹ ðîçâ'ÿçêè ëèøå äëÿ ïåâíèõ çíà÷åíü
{λ}, ñóêóïíiñòü ÿêèõ íàçèâàþòü ñïåêòðîì îïåðàòîðà.

Ñïåêòð îïåðàòîðà ìîæå áóòè ÿê äèñêðåòíèé (λ äèñêðåòíå), òàê i íåïå-
ðåðâíèé (λ íåïåðåðâíå). Ó âèïàäêó äèñêðåòíîãî ñïåêòðó âëàñíi çíà÷åííÿ
λ ìîæíà ïðîiíäåêñóâàòè, λ = λn, n ∈ Z; ÷èñëà n íàçèâàþòüñÿ êâàíòî-
âèìè ÷èñëàìè.

ßêùî îäíîìó é òîìó æ âëàñíîìó çíà÷åííþ âiäïîâiäà¹ áiëüø íiæ îäíà
âëàñíà ôóíêöiÿ ψnk

, k = 1, Kn, òî äàíå âëàñíå çíà÷åííÿ âèðîäæåíå. Kn

íàçèâàþòü êðàòíiñòþ âèðîäæåííÿ âëàñíîãî çíà÷åííÿ λn. Ðiçíi âëàñíi
çíà÷åííÿ ìîæóòü ìàòè ðiçíó êðàòíiñòü âèðîäæåííÿ.

Çàäà÷à 34. Çíàéòè âëàñíi ÷èñëà òà ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Â = ∂x, −∞ <
x < +∞.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.57) ìà¹ìî

∂xψλ = λψλ, (1.58)

òîáòî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ 1-ãî ïîðÿäêó. Îñêiëüêè ∂x = d
dx
, òî, ïî-

ìíîæèâøè îáèäâi ÷àñòèíè (1.58) íà dx
ψλ

òà ïðîiíòåãðóâàâøè, îòðèìà¹ìî

dψλ
ψλ

= λdx

⇒
∫

dψλ
ψλ

=

∫
λdx

⇒ lnψλ − lnψλ|0 = λ (x− x0) ,

(1.59)

äå ψλ|0, x0 � ñòàëi iíòåãðóâàííÿ.
Ç (1.59), ââiâøè ïîçíà÷åííÿ C = ψλ|0e

−λx0 , ìà¹ìî

ψλ = Ceλx. (1.60)
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Ðîçâ'ÿçêè (1.60) iñíóþòü äëÿ äîâiëüíèõ λ ∈ C, òîáòî ñïåêòð îïåðàòîðà
∂x ¹ íåïåðåðâíèì.

Âëàñíi ôóíêöi¨, ÿê âèäíî ç (1.60), ðîçáiãàþòüñÿ äëÿ λ ∈ R, ÿêùî
λx→ +∞. Äëÿ λ ∈ iR âëàñíi ôóíêöi¨ ¹ îáìåæåíèìè.

Çàäà÷à 35. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ
äëÿ îïåðàòîðà Â = i∂x.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.57) ìà¹ìî

i∂xψλ = λψλ

⇒ ∂xψλ = −iλψλ.
(1.61)

ßê áà÷èìî, ïåðåïîçíà÷åííÿì −iλ→ λ çàäà÷à çâîäèòüñÿ äî ïîïåðåäíüî¨.
Îòæå, ìîæíà îäðàçó çàïèñàòè âëàñíi ôóíêöi¨ äëÿ îïåðàòîðà i∂x, çàìi-
íèâøè â (1.60) λ íà −iλ:

ψλ = Ce−iλx. (1.62)

Ñïåêòð {λ} íåïåðåðâíèé.
Âëàñíi ôóíêöi¨ ψλ ðîçáiãàþòüñÿ äëÿ λ ∈ iR, ÿêùî −iλx → +∞, òà ¹

ñêií÷åííèìè é ïåðiîäè÷íèìè äëÿ λ ∈ R.

Çàäà÷à 36. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â =
∂x + x.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.57) ìà¹ìî

(∂x + x)ψλ = λψλ

⇒ ∂xψλ = (−x+ λ)ψλ.
(1.63)

Ïîìíîæèâøè (1.63) íà dx
ψλ

òà ïðîiíòåãðóâàâøè, îòðèìà¹ìî

dψλ
ψλ

= (−x+ λ) dx

⇒
∫

dψλ
ψλ

=

∫
(−x+ λ) dx

(1.64)

çâiäêè, ïiñëÿ ïåðåïîçíà÷åííÿ êîíñòàíò iíòåãðóâàííÿ,

ψλ = Ce−
x2

2
+λx. (1.65)

ßê áà÷èìî, ñïåêòð {λ} îïåðàòîðà ∂x+x ¹ íåïåðåðâíèì, à âëàñíi ôóíêöi¨
� îáìåæåíèìè äëÿ äîâiëüíèõ çíà÷åíü λ ∈ C.
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Çàäà÷à 37. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà
∂φ, äå φ � àçèìóòàëüíèé êóò.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (1.57) ìà¹ìî

∂φψλ = λψλ, (1.66)

ùî ç òî÷íiñòþ äî ïîçíà÷åíü ñïiâïàäà¹ ç (1.58). Òîìó, ñêîðèñòàâøèñü
(1.62), ìîæíà îäðàçó çàïèñàòè, ùî

ψλ = Ceλφ. (1.67)

Ðàçîì ç òèì, îñêiëüêè, çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i, φ � àçèìóòàëüíèé êóò,
òî ïðè ïîâîðîòi íà 2π íi÷îãî íå ïîâèííî çìiíþâàòèñÿ. Òîáòî

ψλ

∣∣∣
φ+2π

= ψλ

∣∣∣
φ

⇔ Ceλ(φ+2π) = Ceλφ, (1.68)

ùî äà¹

e2πλ = 1 ⇒ λk = ik, k = 0,±1,±2, . . . (1.69)

Òàêèì ÷èíîì, ñïåêòð îïåðàòîðà ∂φ äèñêðåòíèé.
Ïiäñòàâèâøè (1.69) â (1.67), îòðèìó¹ìî

ψk = Ceikφ, (1.70)

òîáòî âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà ∂φ ñêií÷åííi òà ïåðiîäè÷íi.
Ïðèìiòêà. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî âíàñëiäîê ïåðiîäè÷íîñòi ïðîñòîðó àçè-

ìóòàëüíîãî êóòà φ ó íüîìó â ðåçóëüòàòi âïëèâó äåñòðóêòèâíî¨ iíòåðôå-
ðåíöi¨ âèæèâàþòü ëèøå äèñêðåòíi ìîäè ψk ç λk ∈ iN. Äàíà ñèòóàöiÿ
ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà óòâîðåííþ ñòîÿ÷èõ õâèëü ó ðåçîíàòîði.

Çàäà÷à 38. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ

äëÿ îïåðàòîðà f
(
Â
)
, ÿêùî âiäîìi âëàñíi ôóíêöi¨ {ψλ}Â òà ñïåêòð {λ}Â

îïåðàòîðà Â.

Ðîçâ'ÿçîê.
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Ðîçïèøåìî äiþ f
(
Â
)
íà âëàñíó ôóíêöiþ îïåðàòîðà Â:

f
(
Â
)
ψλ =

∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
Ânψλ

=
∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
Ân−1Âψλ

=
∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
Ân−1λψλ

=
∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
λÂn−1ψλ

= . . .

=
∞∑
n=0

f (n) (0)

n!
λnψλ

= f (λ)ψλ.

(1.71)

Îòæå, ÿê âèäíî ç (1.71),

Â : Âψλ = λψλ

f
(
Â
)
: f

(
Â
)
ψλ = f (λ)ψλ,

(1.72)

òîáòî âëàñíi ôóíêöi¨ f
(
Â
)
çáiãàþòüñÿ iç âëàñíèìè ôóíêöiÿìè Â, à ñïåêòð

ïåðåõîäèòü ó {f (λ)}.

Çàäà÷à 39. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà i∂φ.

Çàäà÷à 40. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà ñïåêòð îïåðàòîðà αp̂ + βx̂, äå
α, β � ñòàëi.

Çàäà÷à 41. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ∂2x +
2
x
∂x.
Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ çàìiíîþ ψλ = χλ/x.

Çàäà÷à 42. Ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó íà âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ
äëÿ îïåðàòîðà sin ∂φ.

Çàäà÷à 43. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà ñïåêòð îïåðàòîðà eiα∂φ , α =
const.
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1.2.2 Åðìiòîâå ñïðÿæåííÿ

Åðìiòîâî ñïðÿæåíèé îïåðàòîð Â† äî îïåðàòîðà Â � öå îïåðàòîð, ùî
âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

Â† :

∫
χ∗ (q) Âψ (q) dq =

∫ [
Â†χ (q)

]∗
ψ (q) dq, (1.73)

äå χ (q) , ψ (q) � äîâiëüíi ôóíêöi¨ (âåêòîðè) iç ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà.
Îïåðàòîð Â íàçèâà¹òüñÿ åðìiòîâèì, ÿêùî

Â† = Â. (1.74)

Îïåðàòîð Â íàçèâà¹òüñÿ àíòèåðìiòîâèì, ÿêùî

Â† = −Â. (1.75)

Ïðèìiòêà. Êîæíié ñïîñòåðåæóâàíié âåëè÷èíi (âåëè÷èíi, ÿêó ìîæíà
âèìiðÿòè åêñïåðèìåíòàëüíî) ó êâàíòîâié ìåõàíiöi ñòàâèòüñÿ ó âiäïîâiä-
íiñòü åðìiòîâèé îïåðàòîð. Êîæíîìó åðìiòîâîìó îïåðàòîðó, âèçíà÷åíîìó
íà âiäïîâiäíîìó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà, âiäïîâiäà¹ ñïîñòåðåæóâàíà âåëè÷è-
íà.

Ñïåêòð åðìiòîâîãî îïåðàòîðà çàâæäè äiéñíèé.
Îïåðàòîð Û íàçèâà¹òüñÿ óíiòàðíèì, ÿêùî

Û † = Û−1, (1.76)

äå Û−1 � îïåðàòîð, îáåðíåíèé äî îïåðàòîðà Û : Û−1Û = Û Û−1 = Î.
Ïðèìiòêà. Óíiòàðíi îïåðàòîðè âiäïîâiäàþòü ïîâîðîòàì ó ïðîñòîði Ãiëü-

áåðòà. Óíiòàðíi îïåðàòîðè íå çìiíþþòü íîðìó õâèëüîâèõ ôóíêöié (âåêòî-
ðiâ) ó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Ñèòóàöiÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà çâè÷àéíèì
îïåðàòîðàì ïîâîðîòó (îðòîãîíàëüíèì ìàòðèöÿì) ó åâêëiäîâîìó ïðîñòî-
ði: ÿê âiäîìî, ïiä ÷àñ ïîâîðîòó äîâæèíà (íîðìà) âåêòîðà çáåðiãà¹òüñÿ.

Çàäà÷à 44. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñòàëî¨ α ∈ C(
αÂ
)†

= α∗Â†. (1.77)

Ðîçâ'ÿçîê.
Çãiäíî (1.73), ∫

χ∗ (q)αÂψ (q) dq = α

∫
χ∗ (q) Âψ (q) dq

=

∫ [
α∗Â†χ (q)

]∗
ψ (q) dq.

(1.78)
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Çàäà÷à 45. Äîâåñòè, ùî (
ÂB̂
)†

= B̂†Â†. (1.79)

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïîñëiäîâíî çàñòîñîâóþ÷è îçíà÷åííÿ (1.73) ñïåðøó äî îïåðàòîðà Â, à ïî-
òiì � äî îïåðàòîðà B̂, ìà¹ìî∫

χ∗ (q) ÂB̂ψ (q) dq =

∫
χ∗ (q) Â

[
B̂ψ (q)

]
dq

=

∫ [
Â†χ (q)

]∗
B̂ψ (q) dq

=

∫ {
B̂†
[
Â†χ (q)

]}∗
ψ (q) dq

=

∫ [
B̂†Â†χ (q)

]∗
ψ (q) dq.

(1.80)

Çàäà÷à 46. Âèçíà÷èòè, çà ÿêèõ óìîâ äîáóòîê äâîõ åðìiòîâèõ îïåðà-
òîðiâ Â òà B̂ ¹ åðìiòîâèì.

Ðîçâ'ÿçîê.

ÂB̂ =
(
ÂB̂
)†

= B̂†Â† = B̂Â ⇒
[
Â, B̂

]
= 0. (1.81)

Çàäà÷à 47. Ïîêàçàòè, ùî àíòèêîìóòàòîð åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ Â, B̂
¹ åðìiòîâèì.

Ðîçâ'ÿçîê. {
Â, B̂

}†
=
(
ÂB̂ + B̂Â

)†
=
(
ÂB̂
)†

+
(
B̂Â
)†

= B̂†Â† + Â†B̂†

= B̂Â+ ÂB̂.

(1.82)

Çàäà÷à 48. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîð ∂x.

Ðîçâ'ÿçîê.
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Çãiäíî îçíà÷åííÿ (1.73)∫ +∞

−∞
χ∗ (x) ∂xψ (x) dx =

∫ +∞

−∞
χ∗ (x) dψ (x)

= χ∗ (x)ψ (x)
∣∣∣+∞

−∞
−
∫ +∞

−∞
[∂xχ

∗ (x)]ψ (x) dx

= 0 +

∫ +∞

−∞
[−∂xχ (x)]∗ ψ (x) dx,

(1.83)

äå ó 2-ìó ðÿäêó çäiéñíåíî iíòåãðóâàííÿ çà ÷àñòèíàìè, à â 3-ìó � âðàõîâà-

íî îáìåæåíiñòü õâèëüîâèõ ôóíêöié iç ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà: χ∗ (x)ψ (x)
∣∣∣+∞

−∞
=

0.
Îòæå, ç (1.83)

∂†x = −∂x ̸= ∂x, (1.84)

òîáòî îïåðàòîð ∂x àíòèåðìiòîâèé.

Çàäà÷à 49. Iìïóëüñó −→p ó êâàíòîâié ìåõàíiöi âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð

−̂→p = −iℏ∇ = −iℏ (−→e x∂x +−→e y∂y +−→e z∂z) , (1.85)

äå −→e x,−→e y,−→e z � îðòè âçäîâæ îñåé Ox,Oy,Oz. Äîâåñòè, ùî −→p ¹ ñïî-
ñòåðåæóâàíîþ.

Ðîçâ'ÿçîê.
Çàñòîñóâàâøè (1.77) òà (1.84), ìà¹ìî ç (1.85)

−̂→p
†
= (−iℏ∇)† = (−iℏ)∗∇† = iℏ (−∇) = −iℏ∇ = −̂→p . (1.86)

Îòæå, îïåðàòîð iìïóëüñó ¹ åðìiòîâèì, à âiäïîâiäíà éîìó âåëè÷èíà �
iìïóëüñ � ñïîñòåðåæóâàíîþ.

Çàäà÷à 50. Äîâåñòè, ùî(
ÂB̂ . . . V̂ Ẑ

)†
= Ẑ†V̂ † . . . B̂†Â†. (1.87)

Çàäà÷à 51. Äîâåñòè, ùî äîâiëüíèé îïåðàòîð ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ.

Çàäà÷à 52. Äîâåñòè, ùî äëÿ åðìiòîâèõ îïåðàòîðiâ Â, B̂ îïåðàòîð Ĉ =

i
[
Â, B̂

]
òàêîæ ¹ åðìiòîâèì.
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Çàäà÷à 53. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ äiéñíî¨ ôóíêöi¨ f (q)[
f
(
Â
)]†

= f
(
Â†
)
. (1.88)

Çàäà÷à 54. Âèçíà÷èòè, ÷è ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîð ∂φ.

Çàäà÷à 55. Çíàéòè, äëÿ ÿêèõ α ∈ C îïåðàòîð exp (iα∂φ) ¹:

1. åðìiòîâèì

2. óíiòàðíèì.

Çàäà÷à 56. Çíàéòè îïåðàòîð, åðìiòîâî ñïðÿæåíèé äî îïåðàòîðà − ℏ2
2m

∆.

Çàäà÷à 57. Çíàéòè, çà ÿêèõ çíà÷åíü n îïåðàòîð ∂nx ¹ åðìiòîâèì.

Çàäà÷à 58. ×è ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîð sin ∂x?

Çàäà÷à 59. Ïåðåâiðèòè, ÷è ¹ åðìiòîâèìè îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ â† òà
çíèùåííÿ â.

Çàäà÷à 60. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð eiâ
†â ¹ óíiòàðíèì.
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Ðîçäië 2

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Õâèëi äå

Áðîéëÿ

2.1 Õâèëi äå Áðîéëÿ. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ. Õâè-

ëüîâèé ïàêåò

2.1.1 Õâèëi äå Áðîéëÿ

Ñòàíó âiëüíî¨ ÷àñòèíêè, ùî ïîøèðþ¹òüñÿ ç iìïóëüñîì −→p òà åíåðãi¹þ E,
âiäïîâiäà¹ õâèëüîâèé ïðîöåñ (ïîøèðåííÿ õâèëi), ÿêèé îïèñó¹òüñÿ (õâè-
ëüîâîþ) ôóíêöi¹þ ψ−→p (−→r , t)

ψ−→p (−→r , t) = 1

(2πℏ)n/2
exp

(
i
−→p −→r
ℏ

− i
Et

ℏ

)
, (2.1)

äå n � êiëüêiñòü ñòóïåíiâ âiëüíîñòi ÷àñòèíêè (ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó).
Äëÿ õâèëü äå Áðîéëÿ

E = ℏω =
−→p 2

2m
=

ℏ2

2m

−→
k 2, (2.2)

äå ω � ÷àñòîòà õâèëi äå Áðîéëÿ,
−→
k � õâèëüîâèé âåêòîð.

Ãðóïîâà øâèäêiñòü −→v äëÿ õâèëi äå Áðîéëÿ âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

−→v = ∂−→
k
ω =

ℏ
m

−→
k =

−→p
m
. (2.3)

ßê âèäíî ç (2.3), ãðóïîâà øâèäêiñòü çàëåæèòü âiä iìïóëüñó ÷àñòèíêè òà
çáiãà¹òüñÿ ç ¨¨ øâèäêiñòþ.

Ïðèìiòêà. Íàñëiäêîì çàëåæíîñòi ãðóïîâî¨ øâèäêîñòi âiä õâèëüîâîãî
÷èñëà k, äèâ. (2.3), ¹ çìiíà ïðîôiëþ õâèëüîâîãî ïàêåòà, ÿêèé ñêëàäà¹òüñÿ
ç ëiíiéíî¨ êîìáiíàöi¨ õâèëü äå Áðîéëÿ ç ðiçíèìè iìïóëüñàìè, ç ÷àñîì.

31
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2.1.2 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ

Ãóñòèíà iìîâiðíîñòi ρ çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíêè ó òî÷öi −→r ó ìîìåíò ÷àñó
t âèçíà÷à¹òüñÿ êâàäðàòîì ìîäóëÿ íîðìîâàíî¨ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

ρ (−→r , t) = 1∫
|ψ (−→r , t)|2 d−→r

|ψ (−→r , t)|2 , (2.4)

äå íîðìóâàííÿ âèáðàíî òàê, ùîá ïîâíà iìîâiðíiñòü
∫
ρ (−→r , t) d−→r = 1.

Ãóñòèíà ñòðóìó (ïîòiê)
−→
j âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

−→
j = i

ℏ
2m

(ψ∇ψ∗ − ψ∗∇ψ) . (2.5)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ¹ åëåìåíòîì (âåêòîðîì) ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó,
äëÿ ÿêîãî êîîðäèíàòíå ïðåäñòàâëåííÿ (êîîðäèíàòíèé áàçèñ) {−→r }� ëèøå
îäíå iç ìîæëèâèõ.

Âëàñòèâîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ àáî æ âñüîãî ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà íå
çàëåæàòü âiä ïðåäñòàâëåííÿ (âèáîðó áàçèñó), ÿêå ¹ ëèøå ñïîñîáîì îïèñó.
Òàê, ìîæíà îáðàòè äîâiëüíèé iíøèé áàçèñ (ïðåäñòàâëåííÿ), òà ïåðåéòè
äî áàçèñó àáñòðàêòíèõ óçàãàëüíåíèõ êîîðäèíàò {−→q }: öå íå âïëèíå íà
åêñïåðèìåíòàëüíi ðåçóëüòàòè âèìiðþâàíü. �äèíà âèìîãà � íîâèé áàçèñ,
ÿê i ïîïåðåäíié, ïîâèííèé áóòè ïîâíèì, òîáòî êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçà-
ëåæíèõ åëåìåíòiâ áàçèñó ïîâèííà ñïiâïàäàòè ç ðîçìiðíiñòþ ïðîñòîðó, â
ÿêîìó çàäàíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ.

Ïðèìiòêà. Äàíà ñèòóàöiÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà îïèñó çâè÷àéíîãî âå-
êòîðà ó òðèâèìiðíîìó ïðîñòîði: âëàñòèâîñòi âåêòîðà (éîãî äîâæèíà, íà-
ïðÿìîê) íå çàëåæàòü âiä òîãî, â ÿêîìó áàçèñi âií îïèñàíèé (äåêàðòîâîìó,
ñôåðè÷íîìó, öèëiíäðè÷íîìó, àôiííîìó òîùî). Ïîâíîòà áàçèñó òóò îçíà-
÷à¹, ùî êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ êîæíîãî iç áàçèñiâ ðiâíà
3.

Ïåðåõiä âiä îäíîãî áàçèñó (ïðåäñòàâëåííÿ) äî iíøîãî çäiéñíþ¹òüñÿ
çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð'¹.

Çâ'ÿçîê ìiæ êîîðäèíàòíèì {−→r } òà iìïóëüñíèì {−→p } ïðåäñòàâëåííÿì:

ψ (−→r , t) =
∫
Λ

ϕ (−→p , t)ψ−→p (−→r , t) dΛ

ϕ (−→p , t) =
∫
V

ψ (−→r , t)ψ∗−→p (−→r , t) dV,
(2.6)

äå Λ � îá'¹ì ó iìïóëüñíîìó ïðîñòîði.
Íåçàëåæíiñòü ðåçóëüòàòiâ âèìiðþâàííÿ âiä ïðåäñòàâëåííÿ âèðàæà¹-

òüñÿ ó âèãëÿäi ðiâíîñòi Ïëàíøåðåëÿ:∫
V

|ψ (−→r , t)|2 dV =

∫
Λ

|ϕ (−→p , t)|2 dΛ. (2.7)
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Íåõàé ¹ ÷àñòèíêà, ùî îïèñó¹òüñÿ íîðìîâàíîþ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ
ψ (−→q , t), òà ñïîñòåðåæóâàíà, ÿêié âiäïîâiäà¹ åðìiòîâèé îïåðàòîð Â. Ðå-
çóëüòàòîì âèìiðþâàííÿ ñïîñòåðåæóâàíî¨ â îáëàñòi −→q ∈ Q áóäå âåëè-
÷èíà

⟨A⟩ =
∫
Q

ψ∗ (−→q , t) Âψ (−→q , t) d−→q . (2.8)

Iíøèìè ñëîâàìè, ⟨A⟩� öå ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â íà ñòàíi ψ (−→q , t)
â îáëàñòi −→q ∈ Q.

Çàäà÷à 61. Çíàéòè çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê îäíîâèìiðíîãî íåñòàöiîíàðíî-
ãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè.

Ðîçâ'ÿçîê.
Íåñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ìà¹ âèãëÿä

iℏ∂tψ = − ℏ2

2m
∂2xψ. (2.9)

Ïðåäñòàâèìî õâèëüîâó ôóíêöiþ ψ (x, t) ó âèãëÿäi äîáóòêó ôóíêöié

ψ (x, t) = X (x)T (t) . (2.10)

Ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè (2.10) â (2.9) îòðèìà¹ìî

iℏX (x) ∂tT (t) = − ℏ2

2m
T (t) ∂2xX (x)

⇒ iℏ
1

T (t)
∂tT (t) = − ℏ2

2m

1

X (x)
∂2xX (x) ≡ E = const,

(2.11)

äå ó ïåðøîìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî îïåðàòîðè ∂t, ∂x äiþòü ëèøå íà çìiííi
t òà x âiäïîâiäíî. Ó äðóãîìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî ëiâà òà ïðàâà ÷àñòèíè
ðiâíÿííÿ çàëåæàòü êîæíà ëèøå âiä îäíi¹¨ çi çìiííèõ (t òà x), i òîìó
ìîæóòü áóòè ðiâíèìè òiëüêè êîíñòàíòi (ïîçíà÷åíié ÿê E).

Òîäi äëÿ êîîðäèíàòíî¨ êîìïîíåíòè X (x) õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ (x, t) ç
(2.11) ìà¹ìî

∂2xX (x) +
2mE

ℏ2
X (x) = 0 ⇒ X (x) = X0e

ikx, k =

√
2mE

ℏ2
, (2.12)

äå X0 = const, à k � õâèëüîâå ÷èñëî (ùî âèäíî ç ðîçìiðíîñòi). Ïîâ-
íà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ (x→ ±∞, t) îáìåæåíà (ùîá çàäîâîëüíÿòè óìîâó
íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨). ßê íàñëiäîê, X (x→ ±∞) òàêîæ îáìå-
æåíà, ùî ìîæëèâî ëèøå çà óìîâè

2mE

ℏ2
= k2 ≥ 0 ⇒ E =

ℏ2

2m
k2 ≥ 0. (2.13)
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Äëÿ ÷àñîâî¨ êîìïîíåíòè T (t) õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ (x, t) ç (2.11) ìà¹ìî

∂tT (t) = −iE
ℏ
T (t) ⇒ T (t) = T0e

−iωt, ω =
E

ℏ
, (2.14)

äå T0 = const.
Ïiäñòàâèâøè îòðèìàíi ðîçâ'ÿçêè (2.12) òà (2.14) â (2.10), îòðèìà¹ìî

ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ (2.9) äëÿ ïåâíîãî çíà÷åííÿ k:

ψk (x, t) = C exp

(
ikx− i

ℏ
2m

k2t

)
, −∞ < k < +∞, (2.15)

äå âðàõîâàíî (2.13).
Äîâiëüíà ëiíiéíà êîìáiíàöiÿ ðîçâ'ÿçêiâ (2.15) òàêîæ áóäå ðîçâ'ÿçêîì

(2.9). Îñêiëüêè k ïðîáiãà¹ íåïåðåâíèé ðÿä çíà÷åíü, òî çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê
íåñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ìà¹ âèãëÿä

ψ (x, t) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
C (k) exp

(
ikx− i

ℏ
2m

k2t

)
dk, (2.16)

òîáòî ÿâëÿ¹ ñîáîþ ñóïåðïîçèöiþ õâèëü äå Áðîéëÿ (2.1).

Çàäà÷à 62. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 âiëüíà ÷àñòèíêà îïèñó¹-
òüñÿ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ

ψ (x, 0) = A exp

(
− x2

2a2
+ ik0x

)
, a > 0, k0 ∈ R. (2.17)

Çíàéòè íîðìóþ÷èé êîåôiöi¹íò A.

Ðîçâ'ÿçîê.
Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè óìîâó íîðìóâàííÿ, ÿêà çâîäè-
òüñÿ äî òîãî, ùî iìîâiðíiñòü çíàéòè ÷àñòèíêó â óñüîìó ïðîñòîði ðiâíà
1. Òîìó íîðìóþ÷èé êîåôiöi¹íò A çíàõîäèìî ç óìîâè, ÿêà çâîäèòüñÿ äî
iíòåãðàëà Ïóàññîíà ∫ +∞

−∞
ψ∗ (x, 0)ψ (x, 0) dx = 1

⇒ |A|2
∫ +∞

−∞
e−x

2/a2dx = 1

⇒ |A|2a√π = 1

⇒ A =
1

a1/2π1/4
,

(2.18)

äå çàãàëüíó ôàçó ïîêëàäåíî ðiâíîþ 0.
Ïðèìiòêà. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ íå çàâæäè ìîæå áóòè âiäíîðìîâàíà òà-

êèì ÷èíîì. Ïðèìiðîì, ó âèïàäêó ïëîñêî¨ õâèëi õâèëüîâó ôóíêöiþ, ó
çâ'ÿçêó iç íåìîæëèâiñòþ íîðìóâàííÿ íà 1, íîðìóþòü íà δ-ôóíêöiþ.
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Çàäà÷à 63. Äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (2.17) çíàéòè ãóñòèíó iìîâiðíîñòi
ρ (x, 0) çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíêè â äîâiëüíié òî÷öi ïðîñòîðó â ìîìåíò
÷àñó t = 0.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (2.4) òà (2.18)

ρ (x, 0) = |ψ (x, 0)|2

=
1

a
√
π
e−x

2/a2 .
(2.19)

Çàäà÷à 64. Äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (2.17) çíàéòè ãóñòèíó ñòðóìó â
ìîìåíò ÷àñó t = 0.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (2.5) òà (2.18)

jx (x, 0) = i
ℏ
2m

(ψ∂xψ
∗ − ψ∗∂xψ)

= i
ℏ
2m

A2e−x
2/a2

(
− x

a2
− ik0 +

x

a2
− ik0

)
=

ℏk0
m

1

a
√
π
e−x

2/a2

=
ℏk0
m
ρ (x, 0) ,

(2.20)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî (2.19).

2.1.3 ×àñîâà åâîëþöiÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó: àëãîðèòì

Íåõàé ó ìîìåíò ÷àñó t = 0 âiëüíà ÷àñòèíêà îïèñó¹òüñÿ (íîðìîâàíîþ)
õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ (õâèëüîâèì ïàêåòîì) ψ (x, 0).

Àëãîðèòì çíàõîäæåííÿ ψ (x, t) äëÿ äîâiëüíîãî ìîìåíòó ÷àñó
t:

1. Çíàéòè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-ðîçêëàäó C (k) (àìïëiòóäè) ïî÷àòêîâî¨
ôóíêöi¨ ψ (x, 0) çà ïëîñêèìè õâèëÿìè eikx çãiäíî ôîðìóëè

C (k) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
ψ (x, 0) e−ikxdx. (2.21)

2. Çíàþ÷è êîåôiöi¹íòè C (k), çíàéòè ÷àñîâó çàëåæíiñòü õâèëüîâîãî
ïàêåòà (õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨) ψ (x, t) çà ôîðìóëîþ (2.16).
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Ïðèìiòêà. Ó âèïàäêó âiëüíî¨ ÷àñòèíêè ïîòåíöiàë ðiâíèé íóëþ; ÿê ðå-
çóëüòàò, iìïóëüñ çáåðiãà¹òüñÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî äëÿ êîæíîãî k àìïëiòóäà
(õâèëüîâà ôóíêöiÿ) C (k) â iìïóëüñíîìó ïðîñòîði çáåðiãà¹òüñÿ, à òîìó íå
çàëåæèòü âiä ÷àñó. Ïðîòå, îñêiëüêè ãðóïîâà øâèäêiñòü (2.3) äëÿ õâèëi äå
Áðîéëÿ çàëåæèòü âiä iìïóëüñó p = ℏk, òî âåñü ïàêåò çìiíþ¹ ñâié ïðîôiëü
âíàñëiäîê iíòåðôåðåíöi¨ (äèâ. Ïðèìiòêó ïiäðîçäiëó 1.1).

Çàäà÷à 65. Çíàéòè êîåôiöi¹íòè Ôóð'¹-ðîçêëàäó C (k) äëÿ ôóíêöi¨ (2.17)
òà âèçíà÷èòè øèðèíó õâèëüîâîãî ïàêåòó â k-ïðîñòîði.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïiäñòàâëÿþ÷è (2.17) â (2.21), îòðèìà¹ìî

C (k) =
1√
2π

∫ +∞

−∞
A exp

(
− x2

2a2
+ ik0x

)
e−ikxdx

=
A√
2π

∫ +∞

−∞
exp

[
− x2

2a2
+ i (k0 − k)x

]
dx

=
A√
2π

∫ +∞

−∞
exp

{
−1

2

[x
a
− ia (k0 − k)

]2
− a2 (k0 − k)2

2

}
dx

=

√
a√
π
exp

[
−a

2 (k0 − k)2

2

]
,

(2.22)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî (2.18).
Ïðèìiòêà. Àìïëiòóäà C (k) ç (2.22) ¹ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ ÷àñòèíêè

â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi. Ôóíêöiÿ ψ (x, 0) ç (2.17) ¹ õâèëüîâîþ
ôóíêöi¹þ öi¹¨ æ ÷àñòèíêè â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi. Îáèäâà
ïðåäñòàâëåííÿ, ÿê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, òîòîæíi; âîíè âèçíà÷àþòü ëèøå
áàçèñ, ÿêèé âèêîðèñòîâó¹òüñÿ äëÿ îïèñó ÷àñòèíêè.

Øèðèíà õâèëüîâîãî ïàêåòó â k-ïðîñòîði âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê iíòåðâàë
(âiäñòàíü) ∆k = k − k0 íà ïîëîâèíi âèñîòè àìïëiòóäè C (k). Òîäi ç (2.22)

∆k = k − k0 : C (k) =
1

2
Cmax (k) =

1

2
C (k0)

⇒
√

a√
π
exp

[
−a

2 (∆k)2

2

]
=

1

2

√
a√
π

⇒ exp

[
−a

2 (∆k)2

2

]
=

1

2

⇒ ∆k =

√
2 ln 2

a
≈ 1

a
.

(2.23)
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Çàäà÷à 66. Ïî÷àòêîâèé ïàêåò ψ (x, 0) âèçíà÷à¹òüñÿ (2.17). Çíàéòè
ψ (x, t) òà ïîêàçàòè, ùî ãóñòèíà iìîâiðíîñòi ρ (x, t) ðîçïëèâà¹òüñÿ.

Ðîçâ'ÿçîê.
1é ï. Àëãîðèòìó âæå âèêîíàíî âèùå, äèâ. (2.22).

2é ï. Àëãîðèòìó âèêîíà¹ìî, ïiäñòàâèâøè (2.22) ó (2.16):

ψ (x, t) =
aA√
2π

∫ +∞

−∞
exp

[
−a

2 (k0 − k)2

2
+ ikx− i

ℏk2

2m
t

]
dk

=
aA√
2π

exp

(
−a

2k20
2

)
×
∫ +∞

−∞
exp

[
−
(
a2

2
+ i

ℏt
2m

)
k2 +

(
a2k0 + ix

)
k

]
dk

=
aA√
2π

exp

[
(a2k0 + ix)

2

2
(
a2 + iℏt

m

) − a2k20
2

]

×
∫ +∞

−∞
exp

[
−
(
a2

2
+ i

ℏt
2m

)(
k − a2k0 + ix

a2 + iℏt
m

)2]
dk.

(2.24)

Îñêiëüêè iíòåãðàë â îñòàííüîìó ðÿäêó (2.24) � öå iíòåãðàë Ïóàññîíà, òî
îñòàòî÷íî

ψ (x, t) =
A√

1 + i ℏt
a2m

exp

[
−x

2 − 2ia2k0x+ i
ℏa2k20
m

t

2a2
(
1 + i ℏt

a2m

) ]
. (2.25)

Ïiäñòàâèâøè (2.25) ó âèðàç äëÿ ãóñòèíè iìîâiðíîñòi (2.4), ìà¹ìî:

ρ (x, t) = |ψ (x, t)|2

=
A2√

1 +
( ℏ
a2m

t
)2 exp

−
(
x− ℏk0

m
t
)2

a2
[
1 +

( ℏ
a2m

t
)2]
 .

(2.26)

Ç (2.26) âèäíî, ùî:

� ìàêñèìóì ãóñòèíè iìîâiðíîñòi ðóõà¹òüñÿ çi øâèäêiñòþ v = ℏk0/m

� øèðèíà êðèâî¨ ãóñòèíè iìîâiðíîñòi çðîñòà¹ ç ÷àñîì ÿê

σ (t) = a

√
1 +

(
ℏ
a2m

t

)2

. (2.27)
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Îòæå, õâèëüîâèé ïàêåò (2.25) ðîçïëèâà¹òüñÿ.

Çàäà÷à 67. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨x⟩ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè x̂ ó
ñòàíi (2.17).

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç îçíà÷åííÿ ñåðåäíüîãî âiä îïåðàòîðà (2.8), ñêîðèñòàâøèñü (2.18), ìà¹ìî

⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗ (x, 0)xψ (x, 0) dx

=
1

a
√
π

∫ +∞

−∞
xe−x

2/a2dx = 0,

(2.28)

äå âèêîðèñòàíî, ùî iíòåãðàë ïî ñèìåòðè÷íîìó ïðîìiæêó âiä íåïàðíî¨
ôóíêöi¨ çàâæäè ðiâíèé 0.

Çàäà÷à 68. Çíàéòè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ êîîðäèíàòè
〈
(∆x)2

〉
=〈

(x− ⟨x⟩)2
〉
äëÿ ñòàíó (2.17).

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè ⟨x⟩ = 0, äèâ. (2.28), òî〈

(∆x)2
〉
=
〈
x2
〉

=
1

a
√
π

∫ +∞

−∞
x2e−x

2/a2dx∣∣∣∣∣α = 1/a2

∣∣∣∣∣ ⇒ = − 1

a
√
π
∂α

∫ +∞

−∞
e−αx

2

dx

= − 1

a
√
π
∂α

√
π

α

=
α−3/2

2a

=
a2

2
.

(2.29)

Çàäà÷à 69. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó ⟨p⟩ äëÿ ñòàíó (2.17) â
iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi.

Ðîçâ'ÿçîê.
Çãiäíî (2.3),

⟨p⟩ = ⟨ℏk⟩ = ℏ ⟨k⟩ . (2.30)
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Â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi õâèëüîâà ôóíêöiÿ ÷àñòèíêè âèðàæà¹òüñÿ
àìïëiòóäîþ C (k), äèâ. (2.22). Òîìó, ñêîðèñòàâøèñü (2.8), ìà¹ìî ç (2.30)

⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
C∗ (k) ℏkC (k) dk

=
aℏ√
π

∫ +∞

−∞
ke−a

2(k−k0)2dk∣∣∣∣∣q = a (k − k0)

∣∣∣∣∣ ⇒ =
ℏ√
π

∫ +∞

−∞

(q
a
+ k0

)
e−q

2

dq

= ℏk0,

(2.31)

îñêiëüêè 1-é äîäàíîê ó ïiäiíòåãðàëüíié ôóíêöi¨ äà¹ íóëü (iíòåãðàë íà
ñèìåòðè÷íîìó ïðîìiæêó âiä íåïàðíî¨ ôóíêöi¨).

Çàäà÷à 70. Çíàéòè ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ iìïóëüñó
〈
(∆p)2

〉
=〈

(p− ⟨p⟩)2
〉
äëÿ ñòàíó (2.17) â iìïóëüñíîìó ïðåäñòàâëåííi.

Ðîçâ'ÿçîê.
Àíàëîãi÷íî äî ïîïåðåäíüî¨ çàäà÷i, çíàõîäèìî, ùî〈

(∆p)2
〉
=
〈
(p− ⟨p⟩)2

〉
= ℏ2

〈
(k − k0)

2〉 , (2.32)

äå ó 2-ìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî (2.31).
Ñêîðèñòàâøèñü (2.8) òà (2.22), ìà¹ìî ç (2.32):〈

(∆p)2
〉
=

∫ +∞

−∞
C∗ (k) ℏ2 (k − k0)

2C (k) dk

=
aℏ2√
π

∫ +∞

−∞
(k − k0)

2 e−a
2(k−k0)2dk

= −aℏ
2

√
π
∂a2

∫ +∞

−∞
e−a

2(k−k0)2dk

= −aℏ
2

√
π
∂a2

√
π√
a2

=
ℏ2

2a2
.

(2.33)

Çàäà÷à 71. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ õâèëüîâîãî ïàêåòó (2.25) ãóñòèíà ïîòî-
êó jx ðiâíà

jx = ρ (x, t)
ℏk0
m

1 + ℏxt
a4mk0

1 +
( ℏ
a2m

t
)2 . (2.34)
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Çàäà÷à 72. Äîâåñòè, ùî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó ⟨p⟩ äëÿ ñòàíó (2.17)
ó êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi ñïiâïàäà¹ ç (2.31).

Ïiäêàçêà. Â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi îïåðàòîð iìïóëüñó ìà¹
âèãëÿä p̂x = −iℏ∂x.

Çàäà÷à 73. Ïîêàçàòè, ùî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ iìïóëüñó〈
(∆p)2

〉
ó êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi ñïiâïàäà¹ ç (2.33).

Çàäà÷à 74. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé äëÿ êî-
îðäèíàòè òà iìïóëüñó ó ñòàíi (2.25) ìà¹ âèãëÿä

〈
(∆x)2

〉 〈
(∆p)2

〉
=

ℏ2

4
. (2.35)

Çàäà÷à 75. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ϕ (x, t) òà ñïiââiäíîøåííÿ íå-
âèçíà÷åíîñòåé äëÿ êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó, ÿêùî ïî÷àòêîâà õâèëüîâà
ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

ϕ (x, 0) =

√
p0
πℏ

sin
xp0
ℏ
, 0 ≤ x ≤ 2πℏ

p0
. (2.36)

2.2 Ñòàöiîíàðíi òà íåñòàöiîíàðíi ñòàíè

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè |E⟩ � öå ñòàíè iç âèçíà÷åíèì çíà÷åííÿì åíåð-
ãi¨ E. Îòæå, öi ñòàíè ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ãàìiëüòîíiàíó (ðîçâ'ÿçêàìè
ñòàöiîíàðíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà) Ĥ

Ĥ |E⟩ = E |E⟩ (2.37)

Ñòàöiîíàðíi ñòàíè çàëåæàòü âiä ÷àñó çà çàêîíîì

|E (t)⟩ = e−iĤt/ℏ |E⟩
(1.72), (2.37) ⇒ = e−iEt/ℏ |E⟩ ,

(2.38)

äå
Û = e−iĤt/ℏ (2.39)

� îïåðàòîð åâîëþöi¨ ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó.
Ç (2.38) âèäíî, ùî ó ñòàöiîíàðíîìó ñòàíi ç ÷àñîì çìiíþ¹òüñÿ

ëèøå ôàçà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨; ìîäóëü àìïëiòóäè âiä ÷àñó íå
çàëåæèòü.

Çàäà÷à 76. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð åâîëþöi¨ ¹ óíiòàðíèì îïåðàòîðîì.
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Çàäà÷à 77. Ïîêàçàòè, ùî ãóñòèíà iìîâiðíîñòi òà ãóñòèíà ñòðóìó
ñòàöiîíàðíîãî ñòàíó íå çàëåæàòü âiä ÷àñó.

Çàäà÷à 78. Â ïî÷àòêîâèé ìîìåíò ÷àñó t = 0 ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó
ñòàíi ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ ψ1 ≡ |E1⟩ òà ψ2 ≡ |E2⟩,
ÿêi ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè âiäïîâiäíîãî ãàìiëüòîíiàíà Ĥ, ïðè÷îìó E1 ̸=
E2:

ψ (x, t = 0) = αψ1 (x, t = 0) + βψ2 (x, t = 0) , α, β ̸= 0. (2.40)

Ïîêàçàòè, ùî ñòàí |ψ, t⟩ íå ¹ ñòàöiîíàðíèì òà çíàéòè äëÿ íüîãî ãó-
ñòèíó iìîâiðíîñòi.

Ðîçâ'ÿçîê.

(2.40) ⇒ ψ (x, t) = αψ1 (x, t) + βψ2 (x, t)

(2.38) ⇒ = αe−iE1t/ℏψ1 + βe−iE2t/ℏψ2

= e−iE1t/ℏ
[
αψ1 + βe−i(E2−E1)t/ℏψ2

]
.

(2.41)

ßê âèäíî ç (2.41), îêðiì çàãàëüíî¨ ôàçè (â äàíîìó âèïàäêó e−iE1t/ℏ), ÿêà
âëàñòèâà áóäü-ÿêîìó ñòàöiîíàðíîìó ñòàíó, õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ (x, t) ìi-
ñòèòü òàêîæ âiäíîñíó ôàçó e−i(E2−E1)t/ℏ. Îñêiëüêè âiäíîñíà ôàçà çàëå-
æèòü âiä ÷àñó, òî ñòàí ψ (x, t) íå ¹ ñòàöiîíàðíèì ñòàíîì.

Ãóñòèíà iìîâiðíîñòi (êâàäðàò ìîäóëÿ àìïëiòóäè) |ψ (x, t)|2

|ψ (x, t)|2 = ψ (x, t)ψ∗ (x, t)

(2.41) ⇒ = e−iE1t/ℏ
[
αψ1 + βe−i(E2−E1)t/ℏψ2

]
× eiE1t/ℏ

[
αψ1 + βe−i(E2−E1)t/ℏψ2

]∗
= |α|2 |ψ1|2 + |β|2 |ψ2|2

+ 2 |α| |β| |ψ1| |ψ2| cos
(
E2 − E1

ℏ
t+ δ

)
,

(2.42)

äå
δ = φα − φβ + φψ1 − φψ2 (2.43)

� ñòàëà ôàçà, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ iç âêëàäó ôàç φν êîìïëåêñíèõ âåëè÷èí
ν = {α, β, ψ1, ψ2}. Ãóñòèíà iìîâiðíîñòi äëÿ ñóïåðïîçèöi¨ äâîõ ñòàöiîíàð-
íèõ ñòàíiâ ¹ ïåðiîäè÷íîþ ôóíêöi¹þ ÷àñó ç ïåðiîäîì T = 2πℏ/ (E2 − E1).

Çàäà÷à 79. Ç'ÿñóâàòè, çà ÿêèõ óìîâ ãóñòèíà iìîâiðíîñòi (2.42), äèâ.
Çàäà÷ó 78, íå çàëåæèòü âiä ÷àñó.
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Ðîçâ'ÿçîê.
Çàëåæíiñòü ãóñòèíè iìîâiðíîñòi |ψ (x, t)|2 âiä ÷àñó, äèâ. (2.42), ìiñòèòüñÿ
ëèøå â îñòàííüîìó äîäàíêó:

(2.42) ⇒ ζ (x, t) = 2 |α| |β| |ψ1| |ψ2| cos
(
E2 − E1

ℏ
t+ δ

)
. (2.44)

Çãiäíî ç óìîâîþ, äèâ. Çàäà÷à 78 (2.40),

α ̸= 0, β ̸= 0 ⇔ |α| |β| ≠ 0, (2.45)

à ìíîæíèê cos
(
E2−E1

ℏ t+ δ
)
� ïåðiîäè÷íà ôóíêöiÿ, ÿêà íå ìîæå äîðiâíþ-

âàòè íóëþ äëÿ âñiõ ìîìåíòiâ ÷àñó îäíî÷àñíî.
Îòæå, ãóñòèíà iìîâiðíîñòi äëÿ ñòàíó ψ (x, t), äèâ. (2.41), íå çàëåæàòè-

ìå âiä ÷àñó òîäi i òiëüêè òîäi, ÿêùî äîáóòîê ìîäóëiâ (íå íîðì!) ôóíêöié
ψ1, ψ2 äîðiâíþ¹ íóëþ. Òàêèì ÷èíîì,

(2.44) ⇒ ζ (x, t) = 0

⇔ ∀x |ψ1| |ψ2| = 0

⇔
{
ψ1 (x) = 0, x /∈ X1

ψ2 (x) = 0, x /∈ X2

: X1 ∧X2 = 0,

(2.46)

äå X1 ∧ X2 � ïåðåòèí ìíîæèí X1 òà X2 çíà÷åíü êîîðäèíàòè x, â ÿêèõ
âèçíà÷åíi ôóíêöi¨ ψ1 (x) òà ψ2 (x) âiäïîâiäíî.

Îòæå, ãóñòèíà iìîâiðíîñòi äëÿ ñóïåðïîçèöi¨ ñòàöiîíàðíèõ ñòà-
íiâ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè õâèëüîâi ôóí-
êöi¨ öèõ ñòàíiâ íå ïåðåêðèâàþòüñÿ (âèçíà÷åíi â ðiçíèõ îáëà-
ñòÿõ).

Çàäà÷à 80. Ââàæàþ÷è ôóíêöi¨ ψ1 (x) , ψ2 (x) äiéñíèìè, çíàéòè ãóñòèíó
ïîòîêó iìîâiðíîñòi äëÿ ñòàíó (2.41).

Çàäà÷à 81. Äëÿ ñòàíó (2.41) îá÷èñëèòè ñåðåäíþ åíåðãiþ ÷àñòèíêè ⟨E⟩
òà âèçíà÷èòè ¨¨ çàëåæíiñòü âiä ÷àñó. ×è ìà¹ åíåðãiÿ ïåâíå âèçíà÷åíå
çíà÷åííÿ, ÿêå áóäå ñïiâïàäàòè ç ⟨E⟩ ïðè êîæíîìó âèìiðþâàííi?

Ðîçâ'ÿçîê.

⟨E⟩ =
∫
ψ∗ (x, t) Ĥψ (x, t) dx

(2.41) ⇒ =
(
α∗eiE1t/ℏ ⟨E1|+ β∗eiE2t/ℏ ⟨E2|

)
× Ĥ

(
αe−iE1t/ℏ |E1⟩+ βe−iE2t/ℏ |E2⟩

)
(2.37) ⇒ =

(
α∗eiE1t/ℏ ⟨E1|+ β∗eiE2t/ℏ ⟨E2|

)
×
(
αe−iE1t/ℏE1 |E1⟩+ βe−iE2t/ℏE2 |E2⟩

)
⟨Ei |Ej⟩ = δij ⇒ = |α|2E1 + |β|2E2.

(2.47)
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ßê âèäíî ç (2.41), ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ⟨E⟩ âiä ÷àñó íå çàëåæèòü.
Ïiä ÷àñ êîæíîãî îêðåìîãî âèìiðþâàííÿ åíåðãi¨ ñèñòåìà ìîæå êîëà-

ïñóâàòè (ñïðîåêòóâàòèñÿ) ëèøå â îäèí iç âëàñíèõ ñòàíiâ |Ei⟩ ãàìiëüòîíi-
àíà Ĥ, êîæíîìó ç ÿêèõ âiäïîâiäà¹ ïåâíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ Ei. Çîêðåìà,
ñòàí ψ (x, t), äèâ. (2.41), ïiä ÷àñ êîæíîãî îêðåìîãî âèìiðþâàííÿ åíåðãi¨
ïåðåéäå (êîëàïñó¹) ó ñòàí:

� |E1⟩ ç iìîâiðíiñòþ |α|2, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ åíåðãiÿ E1

� |E2⟩ ç iìîâiðíiñòþ |β|2, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ åíåðãiÿ E2.

Îòæå, åíåðãiÿ â äàíîìó ñòàíi ψ (x, t) íå ìà¹ âèçíà÷åíîãî çíà÷åííÿ.
Ïðè öüîìó î÷åâèäíî, ùî, îñêiëüêè α, β ̸= 0, äèâ. (2.40), òî ⟨E⟩ ̸=

Ei, i = 1, 2. Ïðè öüîìó ïåðåäáà÷èòè, â ÿêèé êîíêðåòíî ñòàí êîëàïñó¹
ñèñòåìà, íåìîæëèâî.

Çàäà÷à 82. Äëÿ ñòàíó (2.41) çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà êî-
îðäèíàòè ⟨x̂⟩. ×è çàëåæèòü âîíî âiä ÷àñó?

Çàäà÷à 83. Äëÿ ñòàíó (2.41) çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó ⟨p⟩,
êîðèñòóþ÷èñü ëèøå ⟨x̂⟩.

Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ êëàñè÷íèì âèðàçîì äëÿ iìïóëüñó ÷àñòèíêè
ìàñè m, çîêðåìà p = m∂tx.

Ïðèìiòêè.

� Ñóïåðïîçèöiÿ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ íå ¹ ñòàöiîíàðíèì ñòàíîì.

� Ãóñòèíà iìîâiðíîñòi äëÿ ñóïåðïîçèöi¨ ñòàöiîíàðíèõ ñòàíiâ çàëåæèòü
âiä ÷àñó çà ðàõóíîê âêëàäó âiä ïåðåêðèòòÿ öèõ ñòàíiâ.

� ßêùî õâèëüîâi ôóíêöi¨ ñòàíiâ, ÿêi âõîäÿòü ó ñóïåðïîçèöiþ, íå ïå-
ðåêðèâàþòüñÿ, òî ãóñòèíà iìîâiðíîñòi íå çàëåæèòü âiä ÷àñó.

� Âiäíîñíà ôàçà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, íà âiäìiíó âiä ïîâíî¨ ôà-
çè, ìîæå âïëèâàòè íà ñïîñòåðåæóâàíi (âèìiðþâàíi) âåëè-
÷èíè.
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Ðîçäië 3

Îäíîâèìiðíi ïîòåíöiàëè

3.1 Íåñêií÷åííà ïîòåíöiàëüíà ÿìà

Íåõàé ÷àñòèíêà ïåðåáóâà¹ â îäíîâèìiðíîìó ïîòåíöiàëi V (x), ÿêèé íå
çàëåæèòü âiä ÷àñó. Ãàìiëüòîíiàí òîäi òàêîæ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, i ÷à-
ñòèíêà îïèñó¹òüñÿ ñòàöiîíàðíèì ðiâíÿííÿì Øðåäiíãåðà[

− ℏ2

2m
∂2x + V̂ (x)

]
ψ (x) = Eψ (x) , (3.1)

äå m � ìàñà ÷àñòèíêè, K̂ = − ℏ2
2m
∂2x = p̂2

2m
� îïåðàòîð êiíåòè÷íî¨ åíåðãi¨,

V̂ � îïåðàòîð ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãi¨, E � åíåðãiÿ ÷àñòèíêè.

3.1.1 Ïðÿìîêóòíèé ïîòåíöiàë (ñõîäèíêà)

Çàäà÷à 84. Äîñëiäèòè ïîâåäiíêó õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ψ (x) äëÿ ðiçíèõ çíà-
÷åíü ïîòåíöiàëó V = const âiäíîñíî åíåðãi¨ ÷àñòèíêè E.

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè ïîòåíöiàë V íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òî ç (3.1)(

− ℏ2

2m
∂2x + V

)
ψ (x) = Eψ (x)

⇒ ℏ2

2m
∂2xψ (x) + (E − V )ψ (x) = 0

⇒ ∂2xψ (x) + k2ψ (x) = 0,

(3.2)

äå k � õâèëüîâå ÷èñëî ÷àñòèíêè

k2 =
2m

ℏ2
(E − V ) = const ∈ R. (3.3)

45
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Ðîçâ'ÿçêîì äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (3.2) ¹

ψ (x) = Aeikx +Be−ikx, (3.4)

äå A,B = const ∈ C � äîâiëüíi ñòàëi.
Ïðèìiòêà. Îñêiëüêè ψ (x) � õâèëüîâà ôóíêöiÿ, òî íà çíà÷åííÿ ñòà-

ëèõ A,B íåîáõiäíî òàêîæ íàêëàñòè äîäàòêîâi óìîâè, ùî âèïëèâàþòü iç
âëàñòèâîñòåé õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (íàïðèêëàä, óìîâó íîðìóâàííÿ).

Ìiæ E òà V ìîæóòü iñíóâàòè íàñòóïíi äâà ñïiââiäíîøåííÿ:

� E > V . Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê ñëiäó¹ ç (3.3), k ∈ R, òîáòî iìïóëüñ
÷àñòèíêè p = ℏk äiéñíèé. Õâèëüîâà ôóíêöiÿ (3.4) ïðè öüîìó ÿâëÿ¹
ñîáîþ ëiíiéíó êîìáiíàöiþ ïëîñêèõ õâèëü òà ¹ îáìåæåíîþ.

Ïðèìiòêà. Ïîòåíöiàë V ìîæíà ïîêëàñòè ðiâíèì íóëþ, ÿêùî ïåðå-
îçíà÷èòè åíåðãiþ ÷àñòèíêè ÿê E ′ = E − V .

� E < V . Ó öüîìó âèïàäêó, ÿê ñëiäó¹ ç (3.4), k ∈ iR, òîáòî iìïóëüñ
÷àñòèíêè p = ℏk ñòà¹ óÿâíèì. Ïðè öüîìó, ÿê ñëiäó¹ ç (3.4), õâèëüîâà
ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

ψ (x) = Ae−qx +Beqx, k = iq, q ∈ R. (3.5)

ßê áà÷èìî, ψ (x) ¹ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ åêñïîíåíò. Âðàõóâàííÿ
ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ âèìàãà¹ òàêîãî âèáîðó ñòàëèõ A,B,
çà ÿêèõ âèðàç (3.5) íå ðîçáiãàòèìåòüñÿ (çàëèøàòèìåòüñÿ ñêií÷åí-
íèì). ßêùî íå çàáåçïå÷èòè óìîâó ñêií÷åííîñòi ψ (x), òî òîäi iñíó-
âàòèìå òàêà îáëàñòü çíà÷åíü x ∈ X, äëÿ ÿêî¨ ãóñòèíà iìîâiðíîñòi

ρ (x) =
∣∣∣ψ (x)

∣∣∣2 → +∞, x ∈ X. (3.6)

Öå îçíà÷à¹, ùî iìîâiðíiñòü çíàõîäæåííÿ ÷àñòèíêè â îáëàñòi x ∈ X
ïðÿìóâàòèìå äî íåñêií÷åííîñòi, ùî ôiçè÷íî íåêîðåêòíî (iìîâið-
íiñòü íå ìîæå ïåðåâèùóâàòè 1).

Âèáið ñêií÷åííèõ ðîçâ'ÿçêiâ îçíà÷à¹, ùî õâèëüîâà ôóíêöiÿ ÷àñòèí-
êè â îáëàñòi ïîòåíöiàëó åêñïîíåíöiàëüíî ñïàäà¹, ÿêùî ¨¨ âëàñíà
åíåðãiÿ ìåíøà çà çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó V .

Ïðèìiòêà. Äàíèé âèïàäîê ¹ íåìîæëèâèì ç òî÷êè çîðó êëàñè÷íî¨
ôiçèêè: êëàñè÷íà ÷àñòèíêà íå ìîæå ïîòðàïèòè â äàíó îáëàñòü.
Ðàçîì ç òèì, ÿê áà÷èìî, õâèëüîâà ôóíêöiÿ, ùî îïèñó¹ êâàíòîâó
÷àñòèíêó, çà òàêèõ óìîâ íå ðiâíà íóëþ � õî÷à é ñïàäà¹ åêñïîíåí-
öiàëüíî ïðè çàãëèáëåííi â äàíó îáëàñòü. Öå îçíà÷à¹, ùî êâàíòîâà
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÷àñòèíêà, íà âiäìiíó âiä êëàñè÷íî¨, ìîæå ïðîíèêàòè â îáëàñòü,
äå ïîòåíöiàë ¹ áiëüøèì çà ¨¨ åíåðãiþ. Äàíèé åôåêò ¹ ïðè÷èíîþ òà-
êîãî êâàíòîâîãî ÿâèùà, ÿê òóíåëþâàííÿ êðiçü ïîòåíöiàëüíèé
áàð'¹ð.

Çàäà÷à 85. Ïîêàçàòè, ùî äëÿ ïîòåíöiàëó V = const õâèëüîâà ôóíêöiÿ
ψ (x) → 0, ÿêùî V → ∞.

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè V → ∞, òî äëÿ äîâiëüíîãî çíà÷åííÿ åíåðãi¨ ÷àñòèíêè E çàâæäè
âèêîíóâàòèìåòüñÿ E < V . Â òàêîìó âèïàäêó õâèëüîâà ôóíêöiÿ îïèñó¹-
òüñÿ âèðàçîì (3.5); ñêîðèñòàâøèñü (3.3), ìà¹ìî

ψ (x) = A exp

[
−x
√

2m

ℏ2
(V − E)

]
+B exp

[
x

√
2m

ℏ2
(V − E)

]
, (3.7)

çâiäêè

ψ (x)
∣∣∣
V→∞

= Ae−x∞ +Bex∞. (3.8)

Îñêiëüêè çíàê êîîðäèíàòè x çàëåæèòü ëèøå âiä âèáîðó íàïðÿìêó îñi
Ox, òî áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi âèáåðåìî x∞ > 0.

Òîäi óìîâà ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ � äèâ. êîìåíòàð äî (3.6)
� âèìàãà¹ ïîêëàñòè B = 0, ùî äà¹

ψ (x)
∣∣∣
V→∞

= Ae−|x∞| → 0, (3.9)

òîáòî â îáëàñòi íåñêií÷åííîãî çíà÷åííÿ ïîòåíöiàëó V õâèëüîâà ôóíêöiÿ
ðiâíà íóëþ.

Ïðèìiòêà. Ðiâíiñòü õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íóëþ â ÿêiéñü îáëàñòi îçíà÷à¹,
ùî iìîâiðíiñòü çíàéòè â öié îáëàñòi ÷àñòèíêó òàêîæ ðiâíà íóëþ.

3.1.2 ×àñòèíêà â íåñêií÷åííî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié
ÿìi

Çàäà÷à 86. Äëÿ ïîòåíöiàëó

V (x) =


∞, x ≤ 0

0, 0 < x < l

∞, x ≥ l

(3.10)

çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ç ìàñîþ m.
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Ðîçâ'ÿçîê.
Ïîòåíöiàë V (x) ðîçáèâà¹ âiñü Ox íà 3 îáëàñòi, ó êîæíié ç ÿêèõ ïðè-
éìà¹ ïåâíå çíà÷åííÿ, äèâ. Ðèñ. 3.1. Òîìó çíàéäåìî ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ
Øðåäiíãåðà (3.1) îêðåìî â êîæíié îáëàñòi.

x

V (x)

0

1 2 3

l

Ðèñ. 3.1: Íåñêií÷åííà ïîòåíöiàëüíà ÿìà

Ïîçà ÿìîþ (îáëàñòi 1 òà 3) ïîòåíöiàë íåñêií÷åííèé. Òîìó, ñêîðèñòàâ-
øèñü (3.9), ìîæíà îäðàçó çàïèñàòè

x ≤ 0: ψ1 (x) = 0

x ≥ l : ψ3 (x) = 0
(3.11)

Âñåðåäèíi ÿìè, äå 0 < x < l, ìà¹ìî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

− ℏ2

2m
∂2xψ2 (x) = Eψ2 (x) . (3.12)

Òóò ïîòåíöiàë ðiâíèé íóëþ (ùî ¹ ñòàëà âåëè÷èíà). ßê ðåçóëüòàò, ðîçâ'ÿçîê
çàäà÷i ñïiâïàäà¹ iç ðîçâ'ÿçêîì Çàäà÷i 84, â ÿêîìó ñëiä ïîêëàñòè V = 0.

Îñêiëüêè åíåðãiÿ ÷àñòèíêè E > V = 0, òî ç (3.4), (3.3) ìà¹ìî

0 < x < l : ψ2 (x) = Aeikx +Be−ikx, k =

√
2mE

ℏ2
. (3.13)

Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨

ψ1 (0) = ψ2 (0)

ψ2 (l) = ψ3 (l) ,
(3.14)
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òà ç (3.13) îòðèìó¹ìî ñèñòåìó ðiâíÿíü äëÿ êîåôiöi¹íòiâ A,B{
A+B = 0

Aeikl +Be−ikl = 0
, (3.15)

çâiäêè, ñêîðèñòàâøèñü òèì, ùî sinφ = eiφ−e−iφ

2i
, òà ââiâøè íîâó êîíñòàíòó

C = 2iA, îòðèìà¹ìî

ψ2 (x) = ψn (x) = C sin (knx) , (3.16)

äå
kn =

πn

l
, n = 1, 2, . . . (3.17)

Ñòàëó C ìîæíà çíàéòè ç óìîâè íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨:∫ l

0

ψ2
n (x) dx = C2

∫ l

0

sin2
(πn
l
x
)
dx

= C2 l

2
= 1

⇓

C =

√
2

l
.

(3.18)

Ïiäñòàâèâøè (3.18) òà (3.17) â (3.16), îòðèìó¹ìî íîðìîâàíó õâèëüîâó
ôóíêöiþ ÷àñòèíêè â íåñêií÷åííié ÿìi

ψn (x) =

√
2

l
sin

πnx

l
. (3.19)

Çàäà÷à 87. Çíàéòè åíåðãiþ E ÷àñòèíêè ìàñè m, ùî ïåðåáóâà¹ â ïî-
òåíöiàëi (3.10).

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (3.13) òà (3.17) îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ÷àñòèíêè:

En =
ℏ2π2

2ml2
n2, n = 1, 2, . . . (3.20)

ßê áà÷èìî, âií ¹ äèñêðåòíèì, òîáòî åíåðãiÿ ÷àñòèíêè ìîæå ïðèéìàòè
ëèøå ïåâíi ôiêñîâàíi çíà÷åííÿ, ÿêi çàëåæàòü âiä ðîçìiðó ïîòåíöiàëüíî¨
ÿìè l.

Ïðèìiòêè.
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� Íà âiäìiíó âiä êâàíòîâî¨, åíåðãiÿ êëàñè÷íî¨ ÷àñòèíêè â ïîòåíöiàëi
(3.10) ïðîáiãà¹ íåïåðåðâíó ìíîæèíó çíà÷åíü, òîáòî äèñêðåòíiñòü
åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó � öå ñóòî êâàíòîâèé åôåêò.

� Äàíà ñèòóàöiÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íà õâèëi â ðåçîíàòîði. Âñåðåäèíi
ðåçîíàòîðà, ÿê âiäîìî, âíàñëiäîê äåñòðóêòèâíî¨ iíòåðôåðåíöi¨ ìî-
æóòü iñíóâàòè ëèøå ïåâíi ìîäè ç ôiêñîâàíèìè çíà÷åííÿìè õâèëüî-
âîãî ÷èñëà i ÷àñòîòè (ñòîÿ÷i õâèëi). Ñòàí êâàíòîâî¨ ÷àñòèíêè ó ïî-
òåíöiàëüíié ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê ðåçóëüòàò iíòåðôåðåíöi¨ õâèëü
äå Áðîéëÿ â îáìåæåíié îáëàñòi (ðåçîíàòîði), ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ïî-
òåíöiàëîì, ùî ïðèçâîäèòü äî ïîÿâè ñòîÿ÷èõ ìîä.

� Ñëiä çâåðíóòè óâàãó, ùî ñèòóàöiÿ, íåçâàæàþ÷è íà ðiâíiñòü íóëþ
ïîòåíöiàëó, âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèïàäêó âiëüíî¨ ÷àñòèíêè. Âiä-
ìiííiñòü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ó âèïàäêó ÿìè ÷àñòèíêà ðóõà¹òüñÿ â
îáìåæåíié îáëàñòi, â òîé ÷àñ ÿê âiëüíà � íi.

Çàäà÷à 88. Äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ÷àñòèíêè ó íåñêií÷åííié ïîòåíöi-
àëüíié ÿìi çíàéòè ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çà iìïóëüñàìè.

Ðîçâ'ÿçîê.
(3.19) îïèñó¹ ÷àñòèíêó â íåñêií÷åííié ÿìi â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåí-
íi. Äëÿ ðîçâ'ÿçêó çàäà÷i íåîáõiäíî çäiéñíèòè ïåðåõiä âiä êîîðäèíàòíîãî
äî iìïóëüñíîãî ïðåäñòàâëåííÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨:

ϕn (p) =
1√
2πℏ

∫ +∞

−∞
ψn (x) e

−ipx/ℏdx

(3.19) ⇒ =
1√
πℏl

∫ l

0

sin
(πnx

l

)
e−ipx/ℏdx

=

√
l

πℏ
πℏ2n

(pl)2 − (πnℏ)2
[
(−1)n e−ipl/ℏ − 1

]
.

(3.21)

Ç (3.21) îòðèìó¹ìî ôóíêöiþ ðîçïîäiëó çà iìïóëüñàìè:

ρn (p) = |ϕn (p)|2

=
2πℏ3ln2[

(pl)2 − (πnℏ)2
]2 [1− (−1)n cos

pl

ℏ

]
.

(3.22)

Çàäà÷à 89. Çíàéòè âiäñòàíü ∆En ìiæ ñóñiäíiìè åíåðãåòè÷íèìè ðiâ-
íÿìè äëÿ ÷àñòèíêè â ïîòåíöiàëi (3.10). Äîñëiäèòè ïîâåäiíêó ∆En

En
äëÿ

âåëèêèõ n.
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Çàäà÷à 90. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ êîîðäèíàòè ⟨x⟩ òà ñåðåäíüîêâà-
äðàòè÷íå âiäõèëåííÿ êîîðäèíàòè

〈
(∆x)2

〉
=
〈
(x− ⟨x⟩)2

〉
äëÿ ÷àñòèíêè

â íåñêií÷åííî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi.

Çàäà÷à 91. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ iìïóëüñó ⟨p⟩ òà ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íå âiäõèëåííÿ iìïóëüñó

〈
(∆p)2

〉
=
〈
(p− ⟨p⟩)2

〉
äëÿ ÷àñòèíêè â íå-

ñêií÷åííî ãëèáîêié ïîòåíöiàëüíié ÿìi.
Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ (3.22).

Çàäà÷à 92. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ òà ñïåêòð ÷àñòèíêè ç ìàñîþ m
ó íåñêií÷åííî ãëèáîêié òðèâèìiðíié ïîòåíöiàëüíié ÿìi ç ïîòåíöiàëîì

V (−→r ) =


∞, x ≤ 0, y ≤ 0, z ≤ 0

0, 0 < x < a, 0 < y < b, 0 < z < c

∞, x ≥ a, y ≥ b, z ≥ c

. (3.23)

3.1.3 Ïîòåíöiàëüíà ÿìà ó âèãëÿäi δ-ôóíêöi¨

Çàäà÷à 93. Çíàéòè ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ ÷àñòèíêè ìàñè
m, ùî çíàõîäèòüñÿ ó δ-ïîòåíöiàëi

V (x) = −αδ (x) , (3.24)

äå δ (x) � δ-ôóíêöiÿ Äiðàêà, äèâ. Ðèñ. 3.2.

x

V (x)

0

1 2

−∞
Ðèñ. 3.2: δ-ïîòåíöiàë

Ðîçâ'ÿçîê.
Äëÿ ïîòåíöiàëó (3.24), äèâ. Ðèñ. 3.2, âñþäè, îêðiì òî÷êè x = 0, ðiâíÿííÿ
Øðåäiíãåðà ìà¹ âèãëÿä

− ℏ2

2m
∂2xψ (x) = Eψ (x) , (3.25)
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ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî

ψ (x) = Aeikx +Be−ikx, k =

√
2mE

ℏ2
, E > 0 (3.26)

ψ (x) = Cekx +De−kx, k =

√
2m|E|
ℏ2

, E < 0. (3.27)

Ðîçâ'ÿçêè (3.26) ¹ ïëîñêèìè õâèëÿìè, ùî îïèñóþòü âiëüíó ÷àñòèíêó,
äèâ. (3.4).

Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê E < 0, êîëè ðîçâ'ÿçêè ðiâíÿííÿ (3.25) âèçíà-
÷àþòüñÿ (3.27). Ó öüîìó âèïàäêó óìîâà ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨
âèìàãà¹, ùîá ïîêàçíèê åêñïîíåíòè çàâæäè áóâ âiä'¹ìíèé, ùî äà¹ äëÿ
îáëàñòåé 1 òà 2

x < 0: ψ1 (x) = Cekx

x > 0: ψ2 (x) = De−kx.
(3.28)

Óìîâà íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ äëÿ (3.28) äà¹

ψ1 (0) = ψ2 (0) ⇒ C = D. (3.29)

Çàïèñàâøè ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà â ε-îêîëi òî÷êè x = 0, äå ε → 0,
îòðèìà¹ìî

∂2xψ (x) +
2mα

ℏ2
δ (x)ψ (x) +

2mE

ℏ2
ψ (x) = 0∫ ε

−ε
•dx

∣∣∣∣∣⇒
∫ ε

−ε

[
∂2xψ (x) +

2mα

ℏ2
δ (x)ψ (x) +

2mE

ℏ2
ψ (x)

]
dx = 0

ψ′ (ε)− ψ′ (−ε) + 2mα

ℏ2
ψ (0) +

2mE

ℏ2
2εψ (x ∈ [−ε, ε]) = 0

lim
ε→0

∣∣∣∣∣⇒ ψ′
2 (0)− ψ′

1 (0) +
2mα

ℏ2
ψ (0) = 0,

(3.30)
òîáòî ïîõiäíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 0 ìà¹ ñòðèáîê. Ïiäñòàâèâøè
ó 4-é ðÿäîê (3.30) âèðàçè (3.28) i (3.29), îòðèìà¹ìî

−kC − kC = −2mα

ℏ2
C

k =
mα

ℏ2
,

(3.31)

ùî ðàçîì ç (3.27) äà¹ ñïåêòð åíåðãié

E = −mα
2

2ℏ2
. (3.32)
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ßê âèäíî ç (3.32), ñïåêòð äëÿ ÷àñòèíêè ó δ-ïîòåíöiàëi ñêëàäà¹òüñÿ ëèøå
ç îäíîãî ðiâíÿ � íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ïîòåíöiàë íåñêií÷åííî ãëèáî-
êèé.

Ç óìîâè íîðìóâàííÿ òà (3.28)

1 =

∫ +∞

−∞
|ψ (x)|2dx =

∫ 0

−∞
|ψ1 (x)|2dx+

∫ +∞

0

|ψ2 (x)|2dx

(3.29) ⇒ = C2

∫ 0

−∞
e2kxdx+ C2

∫ +∞

0

e−2kxdx

=
C2

k

⇒ C =
√
k =

√
mα

ℏ2
,

(3.33)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî (3.31).
Ïiäñòàâèâøè (3.33) â (3.28) òà âèêîðèñòàâøè (3.29) i (3.31), îòðèìà¹ìî

õâèëüîâó ôóíêöiþ äëÿ δ-ïîòåíöiàëó

ψ (x) =

√
mα

ℏ2
e−αm|x|/ℏ2 , E < 0. (3.34)

Çàäà÷à 94. Äëÿ õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ (3.34) çíàéòè ñåðåäíi çíà÷åííÿ îïå-
ðàòîðiâ êiíåòè÷íî¨ òà ïîòåíöiàëüíî¨ åíåðãié ó ïîòåíöiàëi (3.24).
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3.2 Ñêií÷åííà ïîòåíöiàëüíà ÿìà

Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ÷àñòèíêè ìàñè m
ó ïîòåíöiàëi, äèâ. Ðèñ. 3.3,

V (x) =

{
0, |x| > a

−V0, |x| < a.
(3.35)

x

V (x)

0

1 2 3

−V0

−a a

Ðèñ. 3.3: Ïîòåíöiàëüíà ÿìà ñêií÷åííî¨ ãëèáèíè

Çàïèøåìî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ ïîòåíöiàëó (3.35):

Ĥψ (x) =

[
− ℏ2

2m
∂2x + V (x)

]
ψ (x) = Eψ (x)

⇒ ∂2xψ (x) +
2m

ℏ2
[E − V (x)]ψ (x) = 0,

(3.36)

äå E � åíåðãiÿ ÷àñòèíêè.
Äëÿ åíåðãié ÷àñòèíêè E > 0 ñïåêòð ÷àñòèíêè áóäå íåïåðåðâíèé, à

÷àñòèíêà îïèñóâàòèìåòüñÿ ïëîñêèìè õâèëÿìè.
Äëÿ åíåðãié E < 0 äîçâîëåíèé äiàïàçîí åíåðãié ÷àñòèíêè ëåæèòü ó

ìåæàõ −V0 < E < 0, ÿêèé i áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ â ïîäàëüøîìó.

Çàäà÷à 95. Ïîêàçàòè, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ äëÿ ñêií-
÷åííî¨ ïðÿìîêóòíî¨ ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè ìîæíà ðîçáèòè íà ïàðíi òà
íåïàðíi.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïàðíi ψs òà íåïàðíi ψa ôóíêöi¨ ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà iíâåðñi¨
Î, òîáòî:

Iψs (x) = ψs (−x) = ψs (x)

Iψa (x) = ψa (−x) = −ψa (x) .
(3.37)
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Ðîçãëÿíåìî äiþ êîìóòàòîðà
[
Î, Ĥ

]
íà äîâiëüíó ôóíêöiþ ζ (x):

(1.16) ⇒
[
Î, Ĥ

]
ζ (x) =

(
ÎĤ − ĤÎ

)
ζ (x)

= Ĥ (−x) ζ (−x)− Ĥ (x) ζ (−x)
= Ĥ (−x) Îζ (x)− Ĥ (x) Îζ (x)
=
[
Ĥ (−x)− Ĥ (x)

]
Îζ (x)

(∂−x)
2 = ∂2x,

(3.35),

(3.36)

⇒ =
[
Ĥ (x)− Ĥ (x)

]
Îζ (x)

= 0.

(3.38)

Òàêèì ÷èíîì, ÿê âèïëèâà¹ ç (3.38), äiÿ êîìóòàòîðà
[
Î, Ĥ

]
íà äîâiëüíó

ôóíêöiþ ζ (x) äîðiâíþ¹ íóëþ. Öå ìîæëèâî òîäi i òiëüêè òîäi, êîëè îïå-
ðàòîðè Î òà Ĥ êîìóòóþòü, òîáòî[

Î, Ĥ
]
= 0. (3.39)

ßê âiäîìî, ÿêùî åðìiòîâi îïåðàòîðè êîìóòóþòü, òî äëÿ íèõ ìîæíà
ïîáóäóâàòè ñïiëüíèé ïîâíèé áàçèñ, åëåìåíòè ÿêîãî áóäóòü âëàñíèìè ôóí-
êöiÿìè öèõ îïåðàòîðiâ. Îòæå, çãiäíî (3.39), âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíà
Ĥ (3.36) ìîæíà îáðàòè òàêèìè, ùîá âîíè áóëè é âëàñíèìè ôóíêöiÿìè
îïåðàòîðà iíâåðñi¨ Î � òîáòî ðîçáèâàëèñÿ íà ïàðíi òà íåïàðíi ôóíêöi¨
(3.37).

3.2.1 Îáëàñòi x < −a, x > a

Â îáëàñòÿõ 1 òà 3, äèâ. Ðèñ. 3.3, ç (3.36) ìà¹ìî ðiâíÿííÿ

∂2xψ (x) +
2mE

ℏ2
ψ (x) = 0, (3.40)

ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî áóëî çíàéäåíî ðàíiøå:

x < −a : ψ1 (x) = Aekx +Be−kx

x > a : ψ3 (x) = Cekx +De−kx
, k =

√
2m|E|
ℏ2

∈ R. (3.41)

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïîâèííà áóòè ñêií÷åííîþ â óñié îáëàñòi âèçíà÷åííÿ
−∞ < x < +∞ (óìîâà ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨). Äëÿ (3.41) öå
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îçíà÷à¹, ùî êîåôiöi¹íòè ïðè ðîçáiæíèõ êîìïîíåíòàõ ïîâèííi áóòè ðiâ-
íèìè íóëþ, òîáòî

ψ1 (x) = Aekx

ψ3 (x) = De−kx.
(3.42)

3.2.2 Îáëàñòü −a < x < a

Äëÿ äàíî¨ îáëàñòi V = −V0, ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (3.36) äà¹ ðiâíÿííÿ

∂2xψ2 (x) +
2m (E + V0)

ℏ2
ψ2 (x) = 0, (3.43)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

ψ2 = F cosµx+G sinµx, µ =

√
2m (V0 − |E|)

ℏ2
∈ R. (3.44)

Òóò áóëî âèêîðèñòàíî òå, ùî |E| = −E > 0, îñêiëüêè, ÿê áóëî ñêàçàíî
âèùå, ðîçãëÿäàþòüñÿ âiä'¹ìíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨.

Ïðèìiòêà. Îòðèìàíèé ðîçâ'ÿçîê ¹ ñêií÷åííèì â óñié îáëàñòi −a < x <
a, òîìó òóò çàíóëÿòè êîåôiöi¹íòè íå ìîæíà.

3.2.3 Óìîâà çøèâêè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷êàõ x =
±a

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ òà ¨¨ ïîõiäíà ïîâèííi áóòè íåïåðåðâíèìè â óñié îáëàñòi
âèçíà÷åííÿ. Öå îçíà÷à¹, ùî íà ãðàíèöi ïîòåíöiàëüíî¨ ÿìè

ψ1 (−a) = ψ2 (−a)
ψ′
1 (−a) = ψ′

2 (−a)
ψ2 (a) = ψ3 (a)

ψ′
2 (a) = ψ′

3 (a) .

(3.45)

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.42) òà (3.44) ó (3.45), îòðèìà¹ìî íàñòóïíó ñèñòåìó ðiâ-
íÿíü 

Ae−ka − F cosµa+G sinµa = 0

Ake−ka − Fµ sinµa−Gµ cosµa = 0

De−ka − F cosµa−G sinµa = 0

Dke−ka − Fµ sinµa+Gµ cosµa = 0

, (3.46)

ÿêà ¹ îäíîðiäíîþ ñèñòåìîþ ëiíiéíèõ àëãåáðà¨÷íèõ ðiâíÿíü (ÑËÀÐ) 4-ãî
ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäîìèõ êîåôiöi¹íòiâ A,F,G,D.
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Îñêiëüêè ÑËÀÐ (3.46) îäíîðiäíà, òî óìîâîþ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíî-
ãî ðîçâ'ÿçêó äëÿ íå¨ ¹ ðiâíiñòü íóëþ ¨¨ âèçíà÷íèêà∣∣∣∣∣∣∣∣

e−ka − cosµa sinµa 0
ke−ka −µ sinµa −µ cosµa 0
0 − cosµa − sinµa e−ka

0 −µ sinµa µ cosµa ke−ka

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.47)

Ðîçâ'ÿçóþ÷è (3.47), îòðèìó¹ìî ðiâíÿííÿ

k2 − µ2 + 2kµ cot 2µa = 0. (3.48)

ç êîðåíÿìè

ka = −µ cotµa
ks = µ tanµa.

(3.49)

3.2.4 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ

Ïiäñòàíîâêà ka ç (3.49) ó ÑËÀÐ (3.46) äà¹
Da = −Aa

Fa = 0

Ga = −Aa
e−kaa

sinµa

, (3.50)

ùî ðàçîì ç (3.42) òà (3.44) äà¹ íåïàðíó õâèëüîâó ôóíêöiþ ψa (x) =
−ψa (−x):

ψa (x) =


ψ1a (x) = Aae

kax, x < −a
ψ2a (x) = −Aa

e−kaa

sinµa
sinµx, −a < x < a

ψ3a (x) = −Aae
−kax, x > a.

(3.51)

Êîåôiöi¹íò Aa çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ

1 =

∫ +∞

−∞
|ψa|2 dx

=

∫ −a

−∞
|ψ1a|2 dx+

∫ a

−a
|ψ2a|2 dx+

∫ +∞

a

|ψ3a|2 dx,

ùî äà¹

Aa =
ekaa√

(a+ 1/ka)
[
1 + (ka/µ)

2] . (3.52)
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Ïiäñòàíîâêà ks ç (3.49) ó ÑËÀÐ (3.46) äà¹
Ds = As

Fs = As
e−ksa

cosµa

Gs = 0

, (3.53)

ùî ðàçîì ç (3.42) òà (3.44) äà¹ ïàðíó õâèëüîâó ôóíêöiþ ψs (x) = ψs (−x):

ψs (x) =


ψ1s (x) = Ase

ksx, x < −a
ψ2s (x) = As

e−ksa

cosµa
cosµx, −a < x < a

ψ3s (x) = Ase
−ksx, x > a

. (3.54)

Êîåôiöi¹íò As äëÿ (3.54) çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ

1 =

∫ +∞

−∞
|ψs|2 dx

=

∫ −a

−∞
|ψ1s|2 dx+

∫ a

−a
|ψ2s|2 dx+

∫ +∞

a

|ψ3s|2 dx,

ùî äà¹

As =
eksa√

(a+ 1/ks)
[
1 + (ks/µ)

2] . (3.55)

ßê ìîæíà áà÷èòè, (3.55) ñïiâïàäà¹ ç (3.52) ïðè çàìiíi ka → ks.

3.2.5 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

Ç (3.41) òà (3.44)

k2 + µ2 =
2mV0
ℏ2

= const. (3.56)

Ç (3.49) òà (3.56) çíàõîäèìî ðiâíÿííÿ äëÿ åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó E
ïàðíèõ i íåïàðíèõ ñòàíiâ âiäïîâiäíî:

ψa : µaa = ±
√

2ma2V0
ℏ2

sinµaa

ψs : µsa = ±
√

2ma2V0
ℏ2

cosµsa,

(3.57)

äå åíåðãiÿ E âèðàæà¹òüñÿ ÷åðåç µ, äèâ. (3.44):

µ =

√
2m

ℏ2
(V0 + E) ⇒ E =

ℏ2

2m
µ2 − V0 (3.58)
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Ðîçãëÿíåìî lim
V0→0

µa. Îñêiëüêè, ÿê ñëiäó¹ ç (3.58),

µa
∣∣∣
V0→0

→ 0 E
∣∣∣
V0→0

→ 0 (3.59)

(äðóãèé âèðàç � öå ïðîñòî íàñëiäîê ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó −V0 < E <
0), òî ç (3.57) òà (3.58)

ψa

∣∣∣
V0→0

: µaa = ±
√

2ma2V0
ℏ2

µaa

ψs

∣∣∣
V0→0

: µsa = ±
√

2ma2V0
ℏ2

(
1− µ2

sa
2

2

)
,

(3.60)

ùî äà¹

ψa

∣∣∣
V0→0

: 1 = ±
√

2ma2V0
ℏ2

ψs

∣∣∣
V0→0

: µsa = ±
√

ℏ2
2ma2V0

(√
1 +

4ma2V0
ℏ2

− 1

)
,

(3.61)

òîáòî íåïàðíi ñòàíè iñíóþòü íå äëÿ âñiõ ìîæëèâèõ çíà÷åíü ãëèáèíè ÿìè
V0 (âåðõíié ðÿäîê íå çàâæäè ñóìiñíèé), à ïàðíi ñòàíè çàâæäè ìàþòü
ïðèíàéìíi îäèí çâ'ÿçàíèé ñòàí (íèæíié ðÿäîê ñóìiñíèé).

Çàäà÷à 96. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ äëÿ ÷àñòèíêè ìàñè m â ïîòåíöiàëi

V (x) =


V1, x < −a
0, −a < x < a

V2, x > a

, V2 > V1 > 0 (3.62)

â îáëàñòi 0 < E < V1, äèâ. Ðèñ. 3.4.

x

V (x)

0

V1

V2

−a a

Ðèñ. 3.4: Ïîòåíöiàëüíà ÿìà çi ñõîäèíêîþ
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Çàäà÷à 97. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ çâ'ÿçàíèõ ñòàíiâ ÷àñòèíêè ìàñè m ó
òðèâèìiðíîìó ïîòåíöiàëi ñêií÷åííî¨ ãëèáèíè. Äîñëiäèòè óìîâè iñíóâà-
ííÿ õî÷à á îäíîãî çâ'ÿçàíîãî ñòàíó.
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3.3 Ïåðiîäè÷íèé ïîòåíöiàë (ãðåáiíêà)

Ðîçãëÿíåìî çíà÷åííÿ åíåðãi¨, ÿêi ìîæå ïðèéìàòè ÷àñòèíêà ìàñè m ó ïå-
ðiîäè÷íîìó ïðÿìîêóòíîìó ïîòåíöiàëi V (x) ç ïåðiîäîì l = a + b, äèâ.
Ðèñ. 3.5

V (x) =

{
0, nl < x < nl + a

V0, nl + a < x < (n+ 1) l
, n = 0,±1,±2, . . . (3.63)

x

V (x)

0

1 2 3

a b

l

Ðèñ. 3.5: Ïåðiîäè÷íèé ïîòåíöiàë (ãðåáiíêà)

Äëÿ çíà÷åíü E > V0 ÷àñòèíêà îïèñóâàòèìåòüñÿ ïëîñêèìè õâèëÿìè. Â
ïîäàëüøîìó ðîçãëÿäà¹ìî îáëàñòi E < V0.

3.3.1 Îïåðàòîð òðàíñëÿöi¨ òà ãàìiëüòîíiàí: ñïiëüíèé
áàçèñ

Îñêiëüêè ïîòåíöiàëüíà åíåðãiÿ V (x) ç (3.63) íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òî
ãàìiëüòîíiàí ñèñòåìè òàêîæ íå çàëåæèòü âiä ÷àñó. Âiäïîâiäíî, çàïèñó¹ìî
ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ ïîòåíöiàëó (3.63):

Ĥ (x)ψ (x) = Eψ (x) Ĥ (x) = − ℏ2

2m
∂2x + V̂ (x) , (3.64)

äå Ĥ (x) � îïåðàòîð Ãàìiëüòîíà äëÿ ÷àñòèíêè ó ïîòåíöiàëi V̂ (x), E �
åíåðãiÿ ÷àñòèíêè (âëàñíå çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíó).
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Ïîäi¹ìî çëiâà îïåðàòîðîì òðàíñëÿöi¨ T̂l íà (3.64):

T̂lĤ (x)ψ (x) = T̂lEψ (x)

⇒ T̂lĤ (x)ψ (x) = ET̂lψ (x)

⇒ Ĥ (x+ l)ψ (x+ l) = Eψ (x+ l)∣∣∣∣∣Ĥ (x+ l) = Ĥ (x)

∣∣∣∣∣⇒ Ĥ (x)ψ (x+ l) = Eψ (x+ l)

⇒ Ĥ (x) T̂lψ (x) = ET̂lψ (x) ,

(3.65)

äå ó 4-ìó ðÿäêó ìè ñêîðèñòàëèñÿ ïåðiîäè÷íiñòþ ïîòåíöiàëó V (x+ l) =
V (x), äèâ. (3.63), òà òèì, ùî ∂x+l = ∂x.

Ïîðiâíÿâøè 2-é òà îñòàííié ðÿäêè (3.65), îòðèìó¹ìî, ùî îïåðàòîð Ĥ
êîìóòó¹ ç îïåðàòîðîì òðàíñëÿöi¨ T̂l:[

Ĥ (x) , T̂l

]
= 0. (3.66)

Ïðèìiòêà. Äàíèé âèñíîâîê (ïðî êîìóòàòèâíiñòü îïåðàòîðiâ) ìîæëèâî
çðîáèòè òîìó, ùî (3.65) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ âñiõ ôóíêöié, ùî çàäîâîëüíÿ-
þòü ðiâíÿííÿ (3.64) � à, îòæå, óòâîðþþòü ïîâíèé áàçèñ. ßêáè (3.65)
çàäîâîëüíÿëàñÿ íå äëÿ âñiõ ôóíêöié ïîâíîãî áàçèñó, òî âèðàç (3.66) íå
âèêîíóâàâñÿ á.

ßê âiäîìî, äëÿ êîìóòóþ÷èõ îïåðàòîðiâ çàâæäè ìîæíà ïîáóäóâàòè
ñïiëüíèé áàçèñ, òîáòî áàçèñ ôóíêöié, ÿêi áóäóòü âëàñíèìè ôóíêöiÿìè
îáîõ öèõ îïåðàòîðiâ. Äëÿ âèïàäêó (3.66) öå îçíà÷à¹, ùî âëàñíi ôóíêöi¨
ψ (x) îïåðàòîðà Ĥ (x) ìîæíà âèáðàòè òàê, ùîá âîíè áóëè òàêîæ i âëà-
ñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà T̂l:{

T̂lψ (x) = τ (l)ψ (x)

Ĥ (x)ψ (x) = Eψ (x)
, (3.67)

äå τ (l) � âëàñíå çíà÷åííÿ îïåðàòîðà òðàíñëÿöi¨ T̂l.
Î÷åâèäíî, ùî òðàíñëÿöiÿ n ðàçiâ ïiäðÿä íà âiäñòàíü l � öå òå æ ñàìå,

ùî òðàíñëÿöiÿ íà âiäñòàíü nl. Öå ìîæíà çàïèñàòè ÿê(
T̂l

)n
= T̂nl. (3.68)

Òîäi

(3.68) ⇒
(
T̂l

)n
ψ (x) = T̂nlψ (x)

(3.67) ⇒ [τ (l)]n ψ (x) = τ (nl)ψ (x)

⇒ [τ (l)]n = τ (nl)

⇔ τ (l) = eql, q ∈ C,

(3.69)
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òîáòî τ (l) � öå ñòåïåíåâà ôóíêöiÿ âiä l.
Çàïèøåìî ψ (x+ nl)

ψ (x+ nl) =
(
T̂l

)n
ψ (x)

(3.67) ⇒ = [τ (l)]n ψ (x)

(3.69) ⇒ = enqlψ (x) ,

(3.70)

ÿêà, î÷åâèäíî, òàêîæ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà T̂l.
Âíàñëiäîê (3.67), ψ (x+ nl) ¹ òàêîæ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ îïåðàòîðà Ãà-

ìiëüòîíà Ĥ (x) � òîáòî ðîçâ'ÿçêîì âiäïîâiäíîãî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà.
Îñòàíí¹ îçíà÷à¹, ùî ψ (x+ nl) ¹ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ, i òîìó ïîâèííà
çàäîâîëüíÿòè óìîâi îáìåæåíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, ùî ìîæëèâî ëèøå,
ÿêùî ìíîæíèê enql çà ìîäóëåì ðiâíèé 1:∣∣eqnl∣∣ = 1 ⇒ q = ik, k ∈ R, (3.71)

äèâ. (3.70).
Ïðèìiòêà. Âåëè÷èíà k íàçèâà¹òüñÿ êâàçiiìïóëüñîì òà ìà¹ ðîçìið-

íiñòü 1/x. Âèðàç k ∈ R ó (3.71) îçíà÷à¹, ùî âåëè÷èíà k ìîæå ïðèéìàòè
äîâiëüíå çíà÷åííÿ íà ìíîæèíi äiéñíèõ ÷èñåë R.

Îñòàòî÷íî ç (3.70) òà (3.71)

ψ (x+ l) = eiklψ (x) , k ∈ R. (3.72)

3.3.2 Îáëàñòi −b < x < 0, a < x < a+ b

Â îáëàñòÿõ −b < x < 0 òà a < x < a + b, ÿê ñëiäó¹ ç (3.63), V = V0.
Âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (3.64) ìà¹ âèãëÿä(

− ℏ2

2m
∂2x + V0

)
ψ1(3) (x) = Eψ1(3) (x) , (3.73)

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

−b < x < 0: ψ1 (x) = Aeλx +Be−λx

a < x < a+ b : ψ3 (x) = Ceλx +De−λx,
(3.74)

äå

λ =

√
2m

ℏ2
(V0 − E), λ ∈ R. (3.75)



64 Ðîçäië 3. ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍI ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ

3.3.3 Îáëàñòü 0 < x < a

Â îáëàñòi 0 < x < a, ÿê ñëiäó¹ ç (3.63), V = 0. Âiäïîâiäíî, ðiâíÿííÿ
Øðåäiíãåðà (3.64) ìà¹ âèãëÿä

− ℏ2

2m
∂2xψ2 (x) = Eψ2 (x) , (3.76)

çàãàëüíèé ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî

ψ2 (x) = Feiχx +Ge−iχx, (3.77)

äå

χ =

√
2m

ℏ2
E, χ ∈ R. (3.78)

3.3.4 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ: óìîâè çøèâêè

Õâèëüîâà ôóíêöiÿ òà ¨¨ ïîõiäíà ïîâèííi áóòè íåïåðåðâíèìè â òî÷êàõ
ïåðåõîäó ìiæ îáëàñòÿìè x = 0 òà x = a, òîáòî

ψ1 (0) = ψ2 (0)

ψ′
1 (0) = ψ′

2 (0)

ψ2 (a) = ψ3 (a)

ψ′
2 (a) = ψ′

3 (a) .

(3.79)

Ïiäñòàâëÿþ÷è çíàéäåíi ðîçâ'ÿçêè (3.74) i (3.77) â (3.79), îòðèìó¹ìî
A+B − F −G = 0

Aλ−Bλ− iFχ+ iGχ = 0

Ceλa +De−λa − Feiχa −Ge−iχa = 0

Cλeλa −Dλe−λa − iFχeiχa + iGχe−iχa = 0

(3.80)

� ñèñòåìó ðiâíÿíü, ÿêi ïîâ'ÿçóþòü ìiæ ñîáîþ íåâiäîìi êîåôiöi¹íòè A, B,
C, D, F , G.

Î÷åâèäíî, ùî 4 ðiâíÿíü ó (3.80) íåäîñòàòíüî äëÿ îäíîçíà÷íîãî âèçíà-
÷åííÿ óñiõ 6 íåâiäîìèõ A,B,C,D, F,G: ïîòðiáíî ùå 2 ðiâíÿííÿ.

3.3.5 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ: ïåðiîäè÷íiñòü

Äîäàòêîâi 2 ðiâíÿííÿ ìîæíà âçÿòè ç óìîâè ïåðiîäè÷íîñòi õâèëüîâî¨ ôóí-
êöi¨.
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Íåõàé ψ (x) � ïîâíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ â óñiõ îáëàñòÿõ. Iíøèìè ñëî-
âàìè,

ψ (x) ≡ ψj (x) , (3.81)

ÿêùî x ëåæèòü â îáëàñòi j, j = 1, 3, äèâ. Ðèñ. 3.5.
Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè x çíàõîäèòüñÿ â îáëàñòi j = 1. Òîäi x + l

ëåæèòü â îáëàñòi j = 3. Òîáòî∣∣∣x : j = 1, (3.81)
∣∣∣⇒ ψ3 (x+ l) ≡ ψ (x+ l)

(3.72) ⇒ = eiklψ (x)

(3.81) ⇒ ≡ eiklψ1 (x)

(3.74) ⇒ Ceλ(x+l) +De−λ(x+l) = eikl
(
Aeλx +Be−λx

)
⇒

(
Ceλl − Aeikl

)
eλx =

(
Beikl −De−λl

)
e−λx.

(3.82)

Ñïiââiäíîøåííÿ (3.82) âèêîíó¹òüñÿ äëÿ äîâiëüíèõ −∞ < x < +∞. Öå ìî-
æëèâî ëèøå çà óìîâè, ÿêùî â îñòàííüîìó ðÿäêó (3.82) âèðàçè ó êðóãëèõ
äóæêàõ îäíî÷àñíî ðiâíi 0, ùî äà¹{

C = Ae(−λ+ik)l

D = Be(λ+ik)l
. (3.83)

3.3.6 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

Ïiäñòàâëÿþ÷è (3.83) ó (3.80), îòðèìó¹ìî ÑËÀÐ 4-ãî ïîðÿäêó
A+B − F −G = 0

Aλ−Bλ− iFχ+ iGχ = 0

Ae−λb+ikl +Beλb+ikl − Feiχa −Ge−iχa = 0

Aλe−λb+ikl −Bλeλb+ikl − iFχeiχa + iGχe−iχa = 0

, (3.84)

äå âèêîðèñòàíî, ùî l = a+ b.
Îñêiëüêè ÑËÀÐ îäíîðiäíà, òî óìîâîþ iñíóâàííÿ íåòðèâiàëüíîãî ðîçâ'ÿçêó

¹ ðiâíiñòü ¨¨ âèçíà÷íèêà íóëþ, òîáòî∣∣∣∣∣∣∣∣
1 1 −1 −1
λ −λ −iχ iχ

e−λb+ikl eλb+ikl −eiχa −e−iχa
λe−λb+ikl −λeλb+ikl −iχeiχa iχe−iχa

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 0. (3.85)

Ðîçêðèâøè âèçíà÷íèê ó (3.85), îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ó ïå-
ðiîäè÷íîìó ïðÿìîêóòíîìó ïîòåíöiàëi

cosh (λb) cos (χa) +
λ2 − χ2

2λχ
sinh (λb) sin (χa) = cos kl. (3.86)
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äå λ òà χ âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç åíåðãiþ E � äèâ. (3.75) òà (3.78).

3.3.7 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð: çàáîðîíåíi òà äîçâîëåíi
çîíè

Ïðàâà ÷àñòèíà (3.86) � îáìåæåíà ôóíêöiÿ, îñêiëüêè

|cos kl| ≤ 1, (3.87)

äå k � äîâiëüíå äiéñíå ÷èñëî, äèâ. (3.71).
Ïðîòå ëiâà ÷àñòèíà (3.86) çà ìîäóëåì ìîæå ïåðåâèùóâàòè 1. Öå åêâi-

âàëåíòíî òîìó, ùî iñíóþòü òàêi îáëàñòi çíà÷åíü åíåðãi¨ E¬, çà ÿêèõ (3.86)
íå ¹ ñóìiñíèì. Öi îáëàñòi ¹ íåïåðåðâíèìè òà óòâîðþþòü çàáîðîíåíi çî-
íè.

Êîëè æ ëiâà ÷àñòèíà (3.86) çà ìîäóëåì ìåíøà 1, òî äàíå ðiâíÿííÿ äëÿ
åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó ¹ ñóìiñíèì, òîáòî âèçíà÷à¹ äîïóñòèìi çíà÷åííÿ
åíåðãi¨ E.

Îñêiëüêè êâàçiiìïóëüñ k ïðîáiãà¹ íåïåðåðâíèé ðÿä çíà÷åíü, òî âiäïî-
âiäíi çíà÷åííÿ åíåðãi¨ E óòâîðþþòü íåïåðåðâíi îáëàñòi äîçâîëåíèõ çíà-
÷åíü, ò.çâ. äîçâîëåíi çîíè.

Ïðèìiòêà. Ó ïîïåðåäíiõ çàäà÷àõ äîçâîëåíi åíåðãåòè÷íi ðiâíi óòâîðþ-
âàëè äèñêðåòíó ñòðóêòóðó. Çîííà ñòðóêòóðà (iñíóâàííÿ íåïåðåðâíèõ äî-
çâîëåíèõ åíåðãåòè÷íèõ çîí) îáóìîâëåíà ñàìå ïåðiîäè÷íîþ ñòðóêòóðîþ
ïîòåíöiàëó, ÿêèé âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíi îáëàñòi çíà÷åíü äëÿ êâàçiiìïóëüñó,
äèâ. (3.71). ßêáè êâàçiiìïóëüñ k ïðèéìàâ ëèøå äèñêðåòíi çíà÷åííÿ, òî
ðiâíÿííÿ (3.86) áóëî á ñóìiñíå (ìàëî á ðîçâ'ÿçêè) ëèøå äëÿ ïåâíèõ çíà-
÷åíü åíåðãi¨ E. Ðîçãëÿíóòà çàäà÷à ïîÿñíþ¹ iñíóâàííÿ äîçâîëåíèõ çîí ó
ïåðiîäè÷íèõ ñòðóêòóðàõ (íàïðèêëàä, ó êðèñòàëàõ).

ßê ìîæíà áà÷èòè, (3.86) ñòà¹ íåñóìiñíèì â îêîëi òî÷îê χ¬a = πq, äå
q � äîâiëüíå öiëå ÷èñëî. Çà òàêèõ óìîâ (3.86) ïåðåõîäèòü ó

χ¬a = πq ⇒ (−1)q coshλ¬b = cos kl, (3.88)

äå ëiâà ÷àñòèíà çà ìîäóëåì áiëüøà àáî ðiâíà 1, à ïðàâà � çàâæäè ìåíøà
àáî ðiâíà 1. Ç (3.78) òîäi îòðèìó¹ìî, ùî çàáîðîíåíà çîíà ëåæèòü â îêîëi
òî÷êè

E¬ =
ℏ2

2m

π2q2

a2
. (3.89)

Ïðèìiòêà. (3.88) ñóìiñíå ëèøå äëÿ òî÷êè, äèâ. (3.75),

λ¬ = 0 ⇒ E¬ = V0, (3.90)

ÿêié âiäïîâiäà¹ ðiâíÿííÿØðåäiíãåðà ∂2xψ (x) = 0. Ðîçâ'ÿçêè òàêîãî ðiâíÿ-
ííÿ ψ (x) = C0+C1x, ÿêi ¹ íåñóìiñíèìè ç óìîâîþ îáìåæåíîñòi õâèëüîâî¨
ôóíêöi¨. Îòæå, ñòàí, ùî çàäîâîëüíÿ¹ (3.90), íå iñíó¹.
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3.3.8 Ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi

Çàäà÷à 98. Ðîçãëÿíóòè ïîâåäiíêó (3.86) çà íàñòóïíèõ óìîâ:

lim
V0→∞
b→0

:
2mV0b

ℏ2
= c = const ̸= 0 (3.91)

(ìîäåëü Êðîíiãà-Ïåííi).

Ðîçâ'ÿçîê.

� Çàñòîñó¹ìî íàáëèæåííÿ (3.91) äî λb:

(3.75) ⇒ lim
V0→∞
b→0

λb = lim
V0→∞
b→0

√
2m

ℏ2
(V0 − E) b

= lim
V0→∞
b→0

√
2mV0b

ℏ2
− 2mEb

ℏ2
√
b

(3.91) ⇒ = lim
b→0

√
c− 0

√
b

= 0.

(3.92)

� Çàñòîñó¹ìî íàáëèæåííÿ (3.91) äî λ2b:

(3.75) ⇒ lim
V0→∞
b→0

λ2b = lim
V0→∞
b→0

2m

ℏ2
(V0b− Eb)

(3.91) ⇒ = c.

(3.93)

� Çàñòîñó¹ìî íàáëèæåííÿ (3.91) äî coshλb:

(3.92) ⇒ lim
V0→∞
b→0

coshλb = lim
ζ→0

cosh ζ

= lim
ζ→0

eζ + e−ζ

2

=
1 + 1

2
= 1.

(3.94)
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� Çàñòîñó¹ìî íàáëèæåííÿ (3.91) äî sinhλb
λb

:

(3.92) ⇒ lim
V0→∞
b→0

sinhλb

λb
= lim

ζ→0

sinh ζ

ζ

= lim
ζ→0

eζ − e−ζ

2ζ

= lim
ζ→0

1 + ζ − (1− ζ)

2ζ

= 1.

(3.95)

Çàñòîñó¹ìî íàáëèæåííÿ (3.91) äî (3.86):

(3.86) ⇒ lim
V0→∞
b→0

[
cosh (λb) cos (χa) +

λ2 − χ2

2λχ
sinh (λb) sin (χa)

]

(3.94) ⇒ = lim
V0→∞
b→0

[
cos (χa) +

λ2 − χ2

2λχ
sinh (λb) sin (χa)

]

= cos (χa) + lim
V0→∞
b→0

λ2b− bχ2

2χ

sinh (λb)

λb
sin (χa)

(3.95) ⇒ = cos (χa) + lim
V0→∞
b→0

λ2b− bχ2

2χ
sin (χa)

(3.91), (3.93) ⇒ = cos (χa) +
c

2χ
sin (χa)

(3.86) ⇒ = cos kl.
(3.96)

Â íàáëèæåííi (3.91)

lim
b→0

l = lim
b→0

(a+ b) = a, (3.97)

ùî ðàçîì ç (3.96) äà¹ åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð â íàáëèæåííi Êðîíiãà-
Ïåííi

cosχl +
c

2χ
sinχl = cos kl. (3.98)

Ïîçíà÷èâøè tanα = c
2χ
, ïåðåïèøåìî (3.98) ÿê

cos (χl − α)

cosα
= cos kl. (3.99)

Ç (3.99) âèäíî, ùî ìåæi äîçâîëåíèõ çîí åíåðãi¨ âèçíà÷àþòüñÿ óìîâîþ

cos (χl − α) = ± cosα ⇒ χl =

[
πq

πq + 2α
, q = 0,±1,±2, . . . (3.100)
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Ïåðåïèñàâøè χ ÷åðåç E çà äîïîìîãîþ (3.78), âèäíî, ùî âåðõíié ðÿäîê
(3.100) ñïiâïàäà¹ ç (3.89).
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3.4 Ïîòåíöiàë Ìîðçå

Çàäà÷à 99. Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ÷àñòèíêè ìàñè m ó ïîòåí-
öiàëi Ìîðçå

V (x) = V0
(
e−2αx − 2e−αx

)
. (3.101)

Ðîçâ'ÿçîê.

3.4.1 Àíàëiç åíåðãåòè÷íîãî ñïåêòðó

ßê âèäíî ç (3.101),

V (x→ −∞) → +∞
V (x→ +∞) → −0.

(3.102)

Çíàéäåìî ìiíiìóì ïîòåíöiàëó V (x):

∂xV (x) = 0

(3.101) ⇒ 2αV0
(
e−αx − e−2αx

)
= 0

⇔ x = 0

(3.101) ⇒ minV (x) = −V0.

(3.103)

Îòæå, ïîòåíöiàë V (x) ïðè ðóñi âçäîâæ îñi Ox çëiâà íàïðàâî ñïàäà¹ ç
+∞ äî minV = −V0, à ïîòiì ïî÷èíà¹ çðîñòàòè äî −0.

Âiäïîâiäíî, ñïåêòð åíåðãié E > 0 áóäå íåïåðåðâíèé.
Ïðèìiòêà. Äèñêðåòíèé ñïåêòð ìîæå iñíóâàòè ëèøå â îáëàñòi, îáìåæå-

íié ïîòåíöiàëîì ç îáîõ áîêiâ � àíàëîãi÷íî äî òîãî, ÿê äèñêðåòíèé ñïåêòð
ñòîÿ÷èõ õâèëü ìîæå iñíóâàòè ëèøå ó çàìêíåíîìó ðåçîíàòîði.

Â äàíîìó âèïàäêó äèñêðåòíi ðiâíi åíåðãi¨ ìîæëèâi ëèøå òàì,
äå E < V ⇔ E < 0, ÿêi é øóêàòèìåìî äàëi.

3.4.2 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

Îñêiëüêè ïîòåíöiàë V (x), äèâ. (3.101), íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, òî ìà¹ìî
ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà:[

− ℏ2

2m
∂2x + V0

(
e−2αx − 2e−αx

)]
ψ (x) = Eψ (x) . (3.104)

Çðîáèìî çàìiíó çìiííèõ

y = e−αx, 0 < y < +∞. (3.105)
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Òîäi ∂x âèðàæà¹òüñÿ ÿê

∂x = (∂xy) ∂y

(3.105) ⇒ =
(
e−αx

)′
∂y

= −αe−αx∂y
(3.105) ⇒ = −αy∂y,

(3.106)

à ∂2x � ÿê
(3.106) ⇒ ∂2x = (−αy∂y)2

= α2 (y∂y)
2

= α2y∂yy∂y

= α2
(
y2∂2y + y∂y

)
.

(3.107)

Ïiäñòàâèâøè (3.105) òà (3.107) â (3.104), îòðèìà¹ìî ðiâíÿííÿ Øðå-
äiíãåðà â íàñòóïíîìó âèãëÿäi:[

y2∂2y + y∂y − β2
(
y2 − 2y

)
+ ε
]
ψ (y) = 0, (3.108)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

β2 =
2m

ℏ2
V0
α2
, β2 > 0

ε =
2m

ℏ2
E

α2
, ε < 0.

(3.109)

3.4.3 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè

Êîëè y → +∞, ó ðiâíÿííi Øðåäiíãåðà (3.108) ìîæíà âiäêèíóòè ÷ëåíè,
ïðîïîðöiéíi y òà const. Â ðåçóëüòàòi âîíî íàáóâà¹ àñèìïòîòè÷íîãî âèãëÿ-
äó

∂2yψ∞ − β2ψ∞ = 0, (3.110)

ðîçâ'ÿçîê ÿêîãî, ÿê âiäîìî,

ψ∞ = Ae−βy +Beβy. (3.111)

Âíàñëiäîê óìîâè ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî ïîêëàñòè B =
0, ùî äà¹ äëÿ (3.111)

ψ∞ = Ae−βy. (3.112)

Ïðèìiòêà. Äàíèé ïiäõiä çàñòîñîâíèé, îñêiëüêè ïðè öüîìó íå çìiíþ-
¹òüñÿ ïîðÿäîê äèôåðåíöiàëüíîãî ðiâíÿííÿ (çàëèøà¹òüñÿ 2-ãà ïîõiäíà).
Îêðiì òîãî, ç ìàòåìàòè÷íî¨ ò.ç., (3.110) çàñòîñîâíå çà óìîâè ñêií÷åííîñòi
ïåðøî¨ ïîõiäíî¨.
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Êîëè y → 0, ïðåäñòàâèìî àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê ó âèãëÿäi

ψ0 = yk, (3.113)

ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (3.108) äà¹

k (k − 1) yk + kyk − β2yk+2 + 2β2yk+1 + εyk = 0. (3.114)

Îñêiëüêè y → 0, òî â (3.114) ìîæíà çíåõòóâàòè ÷ëåíàìè, ïðîïîðöiéíèìè
yk+1 òà yk+2. Òîäi ç (3.114)

[k (k − 1) + k + ε] yk = 0

⇒
(
k2 + ε

)
yk = 0

⇔ k2 + ε = 0

⇒ k = ±
√
−ε, k ∈ R,

(3.115)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî ε < 0, äèâ. (3.109).
Ç (3.115) âèïëèâà¹, ùî ψ0 ìà¹ 2 ðîçâ'ÿçêè: ψ0 = y±

√
−ε. Ðîçâ'ÿçîê

ψ0 = y−
√
−ε ðîçáiãà¹òüñÿ ïðè y → 0, îòæå éîãî ñëiä âiäêèíóòè (óìîâà

ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨). Â ðåçóëüòàòi, àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê
â îêîëi y → 0 ìàòèìå âèãëÿä (3.113), äå

k =
√
−ε, k > 0. (3.116)

3.4.4 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê

Ïðåäñòàâèìî ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ψ ðiâíÿííÿ (3.108) ó âèãëÿäi

ψ = ψ0ψ∞ϕ (y)

(3.113), (3.112) ⇒ = yke−βyϕ (y) ,
(3.117)

äå ψ0 âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (3.113), à ψ∞ � âèðàçîì (3.112). Êîíñòàíòó
iíòåãðóâàííÿ A ç (3.112) ìîæíà îïóñòèòè, ïåðåîçíà÷èâøè ôóíêöiþ ϕ (y).

Ôóíêöiÿ ϕ ïîâèííà áóòè òàêîþ ôóíêöi¹þ, ùîá àñèìïòîòè÷íà ïîâå-
äiíêà ψ íå çìiíþâàëàñÿ, òîáòî

ϕ (y) : ψ →
{
ψ0, y → 0

ψ∞, y → +∞ . (3.118)

Çíàéäåìî ∂yψ = ψ′:

(3.117) ⇒ ψ′ =
(
yke−βyϕ

)′
= yke−βyϕ′ + kyk−1e−βyϕ− βyke−βyϕ

(3.117) ⇒ = yke−βyϕ′ +

(
k

y
− β

)
ψ.

(3.119)
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Äðóãà ïîõiäíà ∂2yψ = ψ′′:

(3.119) ⇒ ψ′′ =

[
yke−βyϕ′ +

(
k

y
− β

)
ψ

]′
=
(
yke−βyϕ′)′ + (k

y
− β

)
ψ′ +

(
k

y
− β

)′

ψ

= yke−βyϕ′′ +

(
k

y
− β

)
yke−βyϕ′ +

(
k

y
− β

)
ψ′ − k

y2
ψ

(3.119) ⇒ = yke−βyϕ′′ + 2

(
k

y
− β

)
yke−βyϕ′

+

(
k2 − k

y2
− 2βk

y
+ β2

)
ψ.

(3.120)
Ïiäñòàâèâøè (3.117), (3.119) i (3.120) ó (3.108), ïiñëÿ çâåäåííÿ ïîäi-

áíèõ òà ñêîðî÷åííÿ íà yke−βy ̸= 0∀y îòðèìà¹ìî äèôåðåíöiàëüíå ðiâíÿííÿ
äëÿ ϕ

y2ϕ′′ +
[
(1 + 2k) y − 2βy2

]
ϕ′ + 2βy

(
β − k − 1

2

)
ϕ = 0, (3.121)

äå âèêîðèñòàíî, ùî k2 = −ε, äèâ. (3.116).
Ïðåäñòàâèìî ϕ ó âèãëÿäi ðÿäó

ϕ (y) =
∞∑
q=0

aqy
q, (3.122)

ùî ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (3.121) äà¹

∞∑
q=0

q (q − 1) aqy
q + (1 + 2k)

∞∑
q=0

qaqy
q

− 2β
∞∑
q=0

qaqy
q+1 + 2β

(
β − k − 1

2

) ∞∑
q=0

aqy
q+1 = 0

⇒
∞∑
q=0

q (q + 2k) aqy
q + 2β

∞∑
q=0

(
β − k − q − 1

2

)
aqy

q+1 = 0.

(3.123)

ßê ìîæíà áà÷èòè, ó 3-ìó ðÿäêó (3.123) â 1-é ñóìi äîäàíîê ïðè q = 0
ðiâíèé íóëþ, òîìó âiäìiííi âiä 0 äîäàíêè â öié ñóìi ìîæóòü ïî÷èíàòèñÿ
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ëèøå ç q = 1. Â ðåçóëüòàòi (3.123) ìîæíà ïåðåïèñàòè íàñòóïíèì ÷èíîì:

(3.123) ⇒
∞∑
q=1

q (q + 2k) aqy
q

+ 2β
∞∑
q=0

(
β − k − q − 1

2

)
aqy

q+1 = 0∣∣∣∣∣q = q̃ + 1

∣∣∣∣∣⇒
∞∑
q̃=0

(q̃ + 1) (q̃ + 1 + 2k) aq̃+1y
q̃+1

+ 2β
∞∑
q=0

(
β − k − q − 1

2

)
aqy

q+1 = 0

q̃ → q ⇒
∞∑
q=0

[
(q + 1) (q + 1 + 2k) aq+1

+ 2β

(
β − k − q − 1

2

)
aq

]
yq+1 = 0

⇔ (q + 1) (q + 1 + 2k) aq+1

+ 2β

(
β − k − q − 1

2

)
aq = 0,

(3.124)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó áóëî âèêîðèñòàíî òå, ùî ÷ëåíè ñòåïåíåâîãî ðÿ-
äó ëiíiéíî íåçàëåæíi. Îòæå, îñòàòî÷íî ç (3.124) îòðèìó¹ìî ðåêóðåíòíå
ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ êîåôiöi¹íòiâ aq:

aq+1 = 2β
q + k + 1

2
− β

(q + 1) (q + 1 + 2k)
aq, (3.125)

çà äîïîìîãîþ ÿêîãî ìîæíà âèçíà÷èòè âñi êîåôiöi¹íòè ðÿäó (3.122) ÷åðåç
ïåðøèé, ÿêèé ó ñâîþ ÷åðãó çíàõîäèòüñÿ ç óìîâè íîðìóâàííÿ õâèëüîâî¨
ôóíêöi¨.

3.4.5 Óìîâà îáðèâó ðÿäó

Äîñëiäèìî àñèìïòîòè÷íó ïîâåäiíêó êîåôiöi¹íòiâ aq. Ç (3.125)

aq+1

∣∣∣∣∣
q→∞

=
2β

q
aq. (3.126)
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Ïîðiâíÿâøè (3.126) ç

e2βζ =
∞∑
q=0

(2β)q

q!
ζq

=
∞∑
q=0

cqζ
q

⇒ cq+1 =
(2β)q+1

(q + 1)!

=
2β

q + 1
cq

cq+1

∣∣∣∣∣
q→∞

=
2β

q
cq,

(3.127)

áà÷èìî, ùî ϕ àñèìïòîòè÷íî âåäå ñåáå ÿê

ϕ ∼ e2βy. (3.128)

Ïiäñòàâèâøè àñèìïòîòè÷íèé âèðàç (3.128) ó âèðàç äëÿ ïîâíî¨ õâèëüîâî¨
ôóíêöi¨ ψ (3.117), îòðèìó¹ìî, ùî

ψ = yke−βye2βy

= ykeβy,
(3.129)

òîáòî ùî ïîâíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ åêñïîíåíöiàëüíî ðîçáiãà¹òüñÿ. Öå ñó-
ïåðå÷èòü óìîâi îáìåæåíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Ùîá çàäîâîëüíèòè öþ óìîâó, íåîáõiäíî îáiðâàòè ðÿä (3.122). Iíøè-
ìè ñëîâàìè, íàêëàäåìî óìîâó, ùî iñíó¹ òàêå ôiêñîâàíå çíà÷åííÿ n <∞,
äëÿ ÿêîãî

an+1 = 0, an ̸= 0

(3.125) ⇒ an+1 = 2β
n+ k + 1

2
− β

(n+ 1) (n+ 1 + 2k)
an

⇔ n+ k +
1

2
− β = 0.

(3.130)

Ïðè öüîìó, ÿê âèäíî ç ðåêóðåíòíîãî ñïiââiäíîøåííÿ (3.125), âñi íàñòó-
ïíi êîåôiöi¹íòè ðÿäó òàêîæ áóäóòü ðiâíi 0. Öå îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ ϕ ¹
ïîëiíîì ñòåïåíþ n <∞, i òîìó ïîâíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ íå ðîçáiãà¹òüñÿ.
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3.4.6 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

Ç (3.130) îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð:

k = β −
(
n+

1

2

)
(3.109) ⇒ k =

√
2m

ℏ2
V0
α2

−
(
n+

1

2

)
(3.116), (3.109) ⇒

√
−2m

ℏ2
E

α2
=

√
2m

ℏ2
V0
α2

−
(
n+

1

2

)
⇒ En = −V0

[
1− αℏ√

2mV0

(
n+

1

2

)]2
,

(3.131)

äå n = 0, 1, 2, . . . .
ßê áà÷èìî, åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ÷àñòèíêè çàëåæèòü âiä ÷èñëà n, òîá-

òî ¹ äèñêðåòíèì: ÷àñòèíêà â äàíîìó ïîòåíöiàëi ìîæå ìàòè ëèøå çíà-
÷åííÿ åíåðãi¨, ðiâíi En.

Îñêiëüêè k > 0, äèâ. (3.116), òî ç 2-ãî ðÿäêà (3.131)

k =

√
2m

ℏ2
V0
α2

−
(
n+

1

2

)
> 0

⇒ 0 ≤ n ≤ nmax <

√
2m

ℏ2
V0
α2

− 1

2
,

(3.132)

òîáòî êiëüêiñòü ðiâíiâ ñïåêòðó îáìåæåíà.
ßêùî √

2m

ℏ2
V0
α2

− 1

2
< 0

⇒ V0 <
α2ℏ2

8m
(3.132) ⇔ 0 ≤ nmax < 0,

(3.133)

òî â òàêîìó âèïàäêó ñïåêòð âçàãàëi âiäñóòíié.
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3.5 Ïîòåíöiàë Ïåøëü-Òåëëåðà

Çàäà÷à 100. Çíàéòè åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ÷à-
ñòèíêè ìàñè m ó ïîòåíöiàëi Ïåøëü-Òåëëåðà

V (x) = − V0

cosh2 αx
. (3.134)

Ðîçâ'ÿçîê.
Äëÿ åíåðãié E > 0, ÿê ñëiäó¹ ç (3.134), ñïåêòð áóäå íåïåðåðâíèé.

Ðîçãëÿíåìî îáëàñòü åíåðãié E < 0.

3.5.1 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

Ïîòåíöiàë (3.134) íå çàëåæèòü âiä ÷àñó, îòæå íåîáõiäíî ðîçâ'ÿçàòè íà-
ñòóïíå ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà[

− ℏ2

2m
∂2x −

V0

cosh2 αx

]
ψ = Eψ, (3.135)

äå E < 0.
Ââåäåìî íàñòóïíó çàìiíó çìiííèõ:

y = tanhαx, −1 < y < 1. (3.136)

Òîäi äëÿ îïåðàòîðà ∂x ìà¹ìî

∂x ≡
d

dx

=
dy

dx

d

dy

= (∂xy) ∂y

(3.136) ⇒ = (tanhαx)′ ∂y

=
α

cosh2 αx
∂y

= α
(
1− tanh2 αx

)
∂y

(3.136) ⇒ = α
(
1− y2

)
∂y,

(3.137)

äå ó 3-ìó ðÿäêó äóæêè () îçíà÷àþòü, ùî îïåðàòîð ïîõiäíî¨ ∂x äi¹ ëèøå
íà âèðàç ó äóæêàõ (â äàíîìó âèïàäêó íà çìiííó y), i íi íà ùî iíøå.
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Ïåðåïèøåìî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (3.135) ÷åðåç íîâó çìiííó y

(3.136) ⇒
[
− ℏ2

2m
∂2x − V0

(
1− y2

)]
ψ = Eψ

∂2x = ∂x∂x, (3.137) ⇒
(
1− y2

) [
− ℏ2

2m
α2∂y

(
1− y2

)
∂y − V0

]
ψ = Eψ

⇒
[
∂y
(
1− y2

)
∂y + β − ε

1− y2

]
ψ = 0,

(3.138)
äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

β =
2m

ℏ2
V0
α2
, β > 0

ε = −2m

ℏ2
E

α2
, ε > 0.

(3.139)

Îñêiëüêè çìiííà y îáìåæåíà, −1 < y < 1, òî ìîæíà çðîáèòè ùå îäíó
çàìiíó çìiííèõ

y = cos θ, 0 < θ < π. (3.140)

Òîäi äëÿ îïåðàòîðà ∂y ìà¹ìî

∂y = (∂yθ) ∂θ∣∣∣∣∣dxdz =

(
dz

dx

)−1
∣∣∣∣∣⇒ =

1

(∂θy)
∂θ

(3.140) ⇒ = − 1

sin θ
∂θ,

(3.141)

äå îïåðàòîð ó êðóãëèõ äóæêàõ äi¹ ëèøå íà òå, ùî âñåðåäèíi äóæîê, i íi
íà ùî iíøå.

Äëÿ ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà, äèâ. îñòàííié ðÿäîê (3.138), òîäi ìà¹ìî

(3.138), (3.140) ⇒
[
∂y
(
sin2 θ

)
∂y + β − ε

sin2 θ

]
ψ = 0

(3.141) ⇒
[

1

sin θ
∂θ sin (θ) ∂θ + β − ε

sin2 θ

]
ψ = 0.

(3.142)

Îñòàííié âèðàç ó (3.142) ñïiâïàäà¹ ç ðiâíÿííÿì äëÿ ïðè¹äíàíèõ ïîëiíî-
ìiâ Ëåæàíäðà P µ

l = P µ
l (cos θ), l = 0, 1, . . . , µ = 0, l[

1

sin θ
∂θ sin (θ) ∂θ + l (l + 1)− µ2

sin2 θ

]
P µ
l = 0, (3.143)
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ÿêùî ïåðåïîçíà÷èòè

β = l (l + 1) ⇔ l =

√
4β + 1− 1

2
ε = µ2.

(3.144)

Ïðèìiòêà. Çíà÷åííÿ êâàíòîâîãî ÷èñëà µ ¹ äèñêðåòíèìè ÿê íàñëiäîê
îäíîçíà÷íîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ó ïðîñòîði àçèìóòàëüíîãî êóòà φ ïðè
òðàíñëÿöi¨ (ïîâîðîòi) íà êóò φ = 2π. Ñèòóàöiÿ òóò ïîäiáíà äî êiëüöåâîãî
ðåçîíàòîðà: â êiëüöi-ðåçîíàòîði âíàñëiäîê äåñòðóêòèâíî¨ iíòåðôåðåíöi¨
çàëèøàþòüñÿ ñòàáiëüíèìè ëèøå äèñêðåòíi ìîäè.

3.5.2 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

Ââåäåìî êâàíòîâå ÷èñëî n = l − µ. Òîäi∣∣∣l ≥ µ
∣∣∣⇒ n = l − µ ≥ 0

(3.144) ⇒ =

√
4β + 1− 1

2
−√

ε

(3.139) ⇒ =
1

2

(√
8m

ℏ2
V0
α2

+ 1− 1

)
−
√

2m

ℏ2
(−E)
α2

.

(3.145)

Ç (3.145) îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ÷àñòèíêè ó ïîòåíöiàëi
Ïåøëü-Òåëëåðà

En = −α
2

4

ℏ2

2m

(
2n+ 1−

√
8m

ℏ2
V0
α2

+ 1

)2

. (3.146)

Äëÿ β òàêîæ ìîæíà çàïèñàòè, ùî

(3.144) ⇒ β = l (l + 1)

(3.145) ⇒ = (n+ µ) (n+ µ+ 1)

(3.144) ⇒ =
(
n+

√
ε
) (
n+

√
ε+ 1

)
= n (n+ 1) +

√
ε
(
2n+

√
ε+ 1

)∣∣∣√ε > 0
∣∣∣⇒ > n (n+ 1) ,

(3.147)

òîáòî êiëüêiñòü ðiâíiâ ¹ îáìåæåíîþ.
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3.6 Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð

Çàäà÷à 101. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ÷àñòèíêè
ìàñè m ó ïîòåíöiàëi ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ç ÷àñòîòîþ ω

V (x) =
mω2

2
x2. (3.148)

Ðîçâ'ÿçîê.

3.6.1 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà

Äëÿ ïîòåíöiàëó (3.148) ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ìà¹ âèãëÿä(
− ℏ2

2m
∂2x +

mω2

2
x2
)
ψ = Eψ

⇒
(
∂2x −

m2ω2

ℏ2
x2 +

2m

ℏ2
E

)
ψ = 0∣∣∣x = αy

∣∣∣⇒ (
1

α2
∂2y −

m2ω2

ℏ2
α2y2 +

2m

ℏ2
E

)
ψ = 0,

(3.149)

äå α = const. ßêùî âèáðàòè α íàñòóïíèì ÷èíîì

α =

√
ℏ
mω

, (3.150)

òî ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (3.149) ìàòèìå âèãëÿä(
∂2y − y2 + λ

)
ψ = 0, (3.151)

äå ââåäåíî ïîçíà÷åííÿ

λ =
2E

ℏω
. (3.152)

3.6.2 ÐiâíÿííÿØðåäiíãåðà: àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê

Äëÿ y → ±∞ ó ðiâíÿííi (3.151) ìîæíà çíåõòóâàòè λ (îñêiëüêè âîíà ¹
êîíñòàíòîþ), ùî äà¹ àñèìïòîòè÷íå ðiâíÿííÿ

∂2yψ∞ − y2ψ∞ = 0, (3.153)

àñèìïòîòè÷íi ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî

ψ∞ ∼ e±y
2/2. (3.154)

Ç óìîâè ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ íåîáõiäíî âiäêèíóòè â (3.154)
ðîçâ'ÿçîê ey

2/2. Îòæå, îñòàòî÷íî àñèìïòîòè÷íèé ðîçâ'ÿçîê (3.153) áóäå

ψ∞ = e−y
2/2. (3.155)
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3.6.3 Ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà: ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê

Ïîâíèé ðîçâ'ÿçîê ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà (3.151) øóêàòèìåìî ó âèãëÿäi

ψ = ψ∞ϕ

= e−y
2/2ϕ.

(3.156)

Çíàéäåìî ∂yψ = ψ′:

(3.156) ⇒ ψ′ =
(
e−y

2/2ϕ
)′

= e−y
2/2ϕ′ − ye−y

2/2ϕ

(3.156) ⇒ = e−y
2/2ϕ′ − yψ.

(3.157)

Äðóãà ïîõiäíà ∂2yψ = ψ′′:

ψ′′ = (ψ′)
′

(3.157) ⇒ =
(
e−y

2/2ϕ′ − yψ
)′

= e−y
2/2ϕ′′ − ye−y

2/2ϕ′ − yψ′ − ψ

(3.157) ⇒ = e−y
2/2ϕ′′ − 2ye−y

2/2ϕ′ +
(
y2 − 1

)
ψ

(3.156) ⇒ = e−y
2/2
[
ϕ′′ − 2yϕ′ +

(
y2 − 1

)
ϕ
]
.

(3.158)

Ïiäñòàâèâøè (3.158) òà (3.156) â (3.151), îòðèìó¹ìî íàñòóïíå äèôå-
ðåíöiéíå ðiâíÿííÿ äëÿ ϕ

ϕ′′ − 2yϕ′ + (λ− 1)ϕ = 0. (3.159)

Ïðåäñòàâèìî ϕ ó âèãëÿäi ñòåïåíåâîãî ðÿäó

ϕ =
∞∑
k=0

aky
k. (3.160)
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Ïiäñòàâèâøè (3.160) ó (3.159), îòðèìà¹ìî
∞∑
k=0

k (k − 1) aky
k−2 +

∞∑
k=0

(λ− 2k − 1) aky
k = 0

⇒
∞∑
k=2

k (k − 1) aky
k−2 +

∞∑
k=0

(λ− 2k − 1) aky
k = 0

∣∣∣q = k − 2
∣∣∣⇒ ∞∑

q=0

(q + 2) (q + 1) aq+2y
q +

∞∑
k=0

(λ− 2k − 1) aky
k = 0

∣∣∣q → k
∣∣∣⇒ ∞∑

k=0

(k + 2) (k + 1) ak+2y
k +

∞∑
k=0

(λ− 2k − 1) aky
k = 0

⇒
∞∑
k=0

[(k + 2) (k + 1) ak+2 + (λ− 2k − 1) ak] y
k = 0

⇔ (k + 2) (k + 1) ak+2 + (λ− 2k − 1) ak = 0,
(3.161)

äå ó äðóãîìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî, ùî ïåðøi 2 äîäàíêè ïåðøî¨ ñóìè ðiâíi
íóëþ.

Îñòàííÿ ðiâíiñòü (3.161) âèêîíó¹òüñÿ òîìó, ùî ÷ëåíè ñòåïåíåâîãî ðÿäó
ëiíiéíî íåçàëåæíi.

Ç îñòàííüîãî ðÿäêà (3.161) ìà¹ìî ðåêóðåíòíå ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ
êîåôiöi¹íòiâ ak:

ak+2 =
2k + 1− λ

(k + 2) (k + 1)
ak. (3.162)

3.6.4 Óìîâà îáðèâó ðÿäó

Çàïèøåìî ðÿä Òåéëîðà äëÿ ey
2
:

ey
2

=
∞∑
q=0

y2q

q!

=
∞∑
q=0

c2qy
2q

⇒ c2q =
1

q!

⇒ c2q+2

c2q

∣∣∣∣∣
q→∞

=
1

q + 1

∣∣∣∣∣
q→∞

=
1

q
.

(3.163)



3.6. ÃÀÐÌÎÍI×ÍÈÉ ÎÑÖÈËßÒÎÐ 83

Ç (3.162)

ak+2

ak

∣∣∣∣∣
k→∞

=
2k + 1− λ

(k + 2) (k + 1)

∣∣∣∣∣
k→∞

=
2

k
,

(3.164)

ùî, ÿê âèäíî, ñïiâïàäà¹ ç (3.163) ïðè çàìiíi k = 2q. Îòæå, ÿê áà÷èìî,
äëÿ äîñòàòíüî âåëèêèõ k ôóíêöiÿ ϕ âåäå ñåáå ÿê ey

2
. Òîäi õâèëüîâà ôóí-

êöiÿ ψ ∼ ey
2/2, äèâ. (3.156), ùî ñóïåðå÷èòü óìîâi ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨

ôóíêöi¨.
Ùîá çàáåçïå÷èòè óìîâó ñêií÷åííîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, íåîáõiäíî

îáiðâàòè ðÿä (3.160), òîáòî ïîêëàñòè, ùî äëÿ ÿêîãîñü ôiêñîâàíîãî çíà÷å-
ííÿ k = n {

an+2 = 0

an ̸= 0

(3.162) ⇒ 2n+ 1− λ = 0.

(3.165)

Âèêîíàííÿ (3.165) îçíà÷à¹, ùî ôóíêöiÿ ϕ � ïîëiíîìiàëüíà, à îòæå,
õâèëüîâà ôóíêöiÿ ψ � îáìåæåíà, äèâ. (3.156).

3.6.5 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

Ïiäñòàâèâøè (3.152) ó (3.165), îòðèìó¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ãàð-
ìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà

En = ℏω
(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, . . . (3.166)

Åíåðãåòè÷íi ðiâíi êâàíòîâîãî îñöèëÿòîðà åêâiäèñòàíòíi:

∀n ∆En = En+1 − En

(3.166) ⇒ = ℏω = const,
(3.167)

òîáòî âiäñòàíü ìiæ äîâiëüíèìè äâîìà ñóñiäíiìè ðiâíÿìè ðiâíà ℏω.
Îñíîâíîìó ðiâíþ E0, ÿê âèäíî ç (3.166), âiäïîâiäà¹ åíåðãiÿ

E0 =
ℏω
2

̸= 0. (3.168)

Ïðèìiòêà. Êëàñè÷íèé îñöèëÿòîð, íà âiäìiíó âiä êâàíòîâîãî, ìà¹ ìi-
íiìàëüíó åíåðãiþ, ðiâíó 0. Âiäìiííiñòü âiä 0 äëÿ îñíîâíîãî ðiâíÿ åíåðãi¨
êâàíòîâîãî îñöèëÿòîðà ¹ ïðîÿâîì ñàìå õâèëüîâèõ âëàñòèâîñòåé. Äàíó
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åíåðãiþ íåìîæëèâî âèäîáóòè ç îñöèëÿòîðà, îñêiëüêè íå iñíó¹ ðiâíÿ ç
åíåðãi¹þ, ìåíøîþ çà E0 =

ℏω
2
. Öåé ðiâåíü îïèñó¹ ò.çâ. íóëüîâi êîëèâà-

ííÿ âàêóóìó òà ¹ ïðè÷èíîþ åôåêòó Êàçèìèðà (âçà¹ìîäi¨ îá'¹êòiâ çà
ðàõóíîê iíòåðôåðåíöi¨ íóëüîâèõ êîëèâàíü ó âàêóóìi).

3.6.6 Õâèëüîâà ôóíêöiÿ

ßê âèäíî ç (3.151), äàíå ðiâíÿííÿ ñèìåòðè÷íå âiäíîñíî çàìiíè y → −y.
Âiäïîâiäíî, òàêîþ æ ñèìåòði¹þ ïîâèííi âîëîäiòè i éîãî ðîçâ'ÿçêè. Öå
îçíà÷à¹, ùî ìíîæèíà ðîçâ'ÿçêiâ {ψn} ðîçïàäà¹òüñÿ íà ïàðíi òà íåïàðíi.

Çíàþ÷è íîìåð ðiâíÿ n, çà äîïîìîãîþ (3.162) ìîæíà âèçíà÷èòè âñi
êîåôiöi¹íòè ðÿäó (3.160) ÷åðåç a0 (äëÿ ïàðíèõ ðîçâ'ÿçêiâ) àáî æ a1 (äëÿ
íåïàðíèõ). Îñòàííi, ó ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà çíàéòè ç óìîâè íîðìóâàííÿ
õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨.

Ðàçîì ç òèì, çíàéòè õâèëüîâi ôóíêöi¨ ìîæíà øâèäøå, ÿêùî çâåñòè
çàäà÷ó äî âæå âiäîìî¨. Çîêðåìà, ÿêùî ïiäñòàâèòè λ ç (3.165) ó (3.159),
òî îòðèìà¹ìî íàñòóïíå äèôåðåíöiéíå ðiâíÿííÿ

ϕ′′
n − 2yϕ′

n + 2nϕn = 0, (3.169)

ðîçâ'ÿçêàìè ÿêîãî, ÿê âiäîìî, ¹ ïîëiíîìè ×åáèøåâà-Åðìiòà Hn (y)

ϕn ≡ Hn (y) = (−1)n ey
2

∂ny e
−y2 , (3.170)

äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíîñòi∫ +∞

−∞
Hn (y)Hq (y) e

−y2dy = n!2n
√
πδnq, (3.171)

äå δnq � ñèìâîë δ-Êðîíåêåðà.
Îòæå, ìè ìîæåìî îäðàçó çàïèñàòè õâèëüîâó ôóíêöiþ îñöèëÿòîðà

ψn äëÿ ðiâíÿ åíåðãi¨ En (An � êîíñòàíòà íîðìóâàííÿ):

(3.156) ⇒ ψn = Ane
−y2/2ϕn

(3.170) ⇒ = Ane
−y2/2Hn (y)∣∣∣∣∣y =

x

α

∣∣∣∣∣, (3.150) ⇒ = Ane
−mω

2ℏ x
2

Hn

(√
mω

ℏ
x

)
(3.171) ⇒ =

1√
n!2n

(mω
πℏ

)1/4
Hn

(√
mω

ℏ
x

)
.

(3.172)

Çàäà÷à 102. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ ÷àñòèíêè
ìàñè m ó òðèâèìiðíîìó îñöèëÿòîðíîìó ïîòåíöiàëi

V (−→r ) = m

2

(
ω2
xx

2 + ω2
yy

2 + ω2
zz

2
)
. (3.173)
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3.7 Ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð: ôîðìàëiçì âòî-

ðèííîãî êâàíòóâàííÿ

Çàäà÷à 103. Çíàéòè ðiâíi åíåðãi¨ òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ äëÿ îñöèëÿòîð-
íîãî ïîòåíöiàëó

V̂ = V (x̂) =
mω2

2
x̂2, (3.174)

äå m � ìàñà ÷àñòèíêè, ω � ÷àñòîòà îñöèëÿòîðà, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîð-
ìàëiçì îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ.

Ðîçâ'ÿçîê.

3.7.1 Îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ â† òà çíèùåííÿ â: îçíà-
÷åííÿ i âëàñòèâîñòi

Îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ â† òà çíèùåííÿ â âèçíà÷àþòüñÿ ÿê

â† =
1√
2

(√
mω

ℏ
x̂− i√

mℏω
p̂

)
â =

1√
2

(√
mω

ℏ
x̂+

i√
mℏω

p̂

)
,

(3.175)

äå m,ω � ñòàëi, x̂ � îïåðàòîð êîîðäèíàòè, p̂ � îïåðàòîð iìïóëüñó, äëÿ
ÿêèõ, ÿê âiäîìî,

[x̂, p̂] = iℏ. (3.176)

ßê ìîæíà áà÷èòè ç (3.175), äàíi îïåðàòîðè íå åðìiòîâi:

(3.175) ⇒
(
â†
)†

=

[
1√
2

(√
mω

ℏ
x̂− i√

mℏω
p̂

)]†
=

1√
2

[(√
mω

ℏ
x̂

)†

−
(

i√
mℏω

p̂

)†
]

=
1√
2

[√
mω

ℏ
x̂† +

i√
mℏω

p̂†
]

∣∣∣x̂† = x̂, p̂† = p̂
∣∣∣⇒ =

1√
2

[√
mω

ℏ
x̂+

i√
mℏω

p̂

]
(3.175) ⇒ = â

̸= â†,

(3.177)
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òîáòî îïåðàòîðàì íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ íå âiäïîâiäà¹ æîäíà ñïî-
ñòåðåæóâàíà âåëè÷èíà.

Êîìóòàòîð îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ:

(3.175) ⇒
[
â, â†

]
=

1

2

[(√
mω

ℏ
x̂+

i√
mℏω

p̂

)
,

(√
mω

ℏ
x̂− i√

mℏω
p̂

)]
=
mω

2ℏ
[x̂, x̂]− i

2ℏ
[x̂, p̂] +

i

2ℏ
[p̂, x̂] +

1

2mℏω
[p̂, p̂]

= − i

2ℏ
[x̂, p̂] +

i

2ℏ
[p̂, x̂]

= − i

ℏ
[x̂, p̂]

(3.176) ⇒ = 1.
(3.178)

Çíàéäåìî äîáóòîê â†â:

(3.175) ⇒ â†â =
1√
2

(√
mω

ℏ
x̂− i√

mℏω
p̂

)
1√
2

(√
mω

ℏ
x̂+

i√
mℏω

p̂

)
=

1

2

(√
mω

ℏ
x̂− i√

mℏω
p̂

)(√
mω

ℏ
x̂+

i√
mℏω

p̂

)
=
mω

2ℏ
x̂2 +

1

2mℏω
p̂2 +

i

2ℏ
(x̂p̂− p̂x̂)

=
mω

2ℏ
x̂2 +

1

2mℏω
p̂2 +

i

2ℏ
[x̂, p̂]

(3.176) ⇒ =
mω

2ℏ
x̂2 +

1

2mℏω
p̂2 − 1

2
.

(3.179)
Äîáóòîê îïåðàòîðiâ ââ†:

ââ† = ââ† − â†â+ â†â

=
[
â, â†

]
+ â†â

(3.178) ⇒ = 1 + â†â

(3.179) ⇒ =
mω

2ℏ
x̂2 +

1

2mℏω
p̂2 +

1

2
.

(3.180)

Âèðàçè äëÿ îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ â† òà çíèùåííÿ â ìîæíà ïåðåïè-
ñàòè ó ïðîñòiøîìó âèãëÿäi, ââiâøè áåçðîçìiðíèé îïåðàòîð

ŷ =

√
mω

ℏ
x̂. (3.181)
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Òîäi â êîîðäèíàíòíîìó ïðåäñòàâëåííi îïåðàòîð iìïóëüñó p̂

p̂ = −iℏ∂x
= −iℏ (∂xy) ∂y

(3.181) ⇒ = −i
√
mℏω∂y,

(3.182)

äå äóæêè ó 2-ìó ðÿäêó îçíà÷àþòü, ùî îïåðàòîð ∂x âñåðåäèíi íèõ äi¹
ëèøå íà âèðàç ó äóæêàõ, i íi íà ùî iíøå.

Ïiäñòàâèâøè (3.181) òà (3.182) â îçíà÷åííÿ îïåðàòîðiâ â†, â, îòðèìà¹-
ìî îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ ó áåçðîçìiðíèõ çìiííèõ:

â† =
1√
2
(ŷ − ∂y)

â =
1√
2
(ŷ + ∂y) .

(3.183)

Ðîçâ'ÿçàâøè ÑËÀÐ (3.183) âiäíîñíî îïåðàòîðiâ ŷ òà ∂y, îòðèìó¹ìî

ŷ =
1√
2

(
â+ â†

)
∂y =

1√
2

(
â− â†

)
.

(3.184)

3.7.2 Ãàìiëüòîíiàí îñöèëÿòîðà ÷åðåç îïåðàòîðè â†, â

Çàïèøåìî ãàìiëüòîíiàí Ĥ äëÿ ïîòåíöiàëó (3.174):

Ĥ =
1

2m
p̂2 + V̂

(3.174) ⇒ =
1

2m
p̂2 +

mω2

2
x̂2

= ℏω
(

1

2mℏω
p̂2 +

mω

2ℏ
x̂2
)

(3.179) ⇒ = ℏω
(
â†â+

1

2

)
.

(3.185)

Îòæå, ÿê ñëiäó¹ ç (3.185), ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà äëÿ ãàðìîíi÷íîãî
îñöèëÿòîðà ìîæíà çàïèñàòè ÷åðåç îïåðàòîðè íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ
(3.175) ÿê

ℏω
(
â†â+

1

2

)
ψ = Eψ. (3.186)
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3.7.3 Ôiçè÷íèé çìiñò îïåðàòîðiâ â†, â

Ïîäi¹ìî íà (3.186) çëiâà îïåðàòîðîì â†:

∣∣∣â†•, (3.186)∣∣∣⇒ â†ℏω
(
â†â+

1

2

)
ψ = â†Eψ

⇒ ℏωâ†
(
â†â+

1

2

)
ψ = Eâ†ψ

(3.178) ⇒ ℏωâ†
(
ââ† − 1 +

1

2

)
ψ = Eâ†ψ

⇒ ℏωâ†
(
ââ† +

1

2

)
ψ =

(
Eâ† + ℏωâ†

)
ψ

⇒ ℏω
(
â†ââ† +

1

2
â†
)
ψ =

(
Eâ† + ℏωâ†

)
ψ

⇒ ℏω
(
â†â+

1

2

)
â†ψ = (E + ℏω) â†ψ.

(3.187)

Òîáòî ìè îòðèìàëè, ùî:

� ÿêùî ôóíêöi¨ ψ âiäïîâiäà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ E, òî ôóíêöi¨
ϕ = â†ψ � âëàñíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ E + ℏω

� ÿêùî ψ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ, òî â†ψ òàêîæ ¹ âëà-
ñíîþ ôóíêöi¹þ Ĥ.

Îòæå, ôiçè÷íèé çìiñò îïåðàòîðà íàðîäæåííÿ â† ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî âií ïåðåâîäèòü ñòàí ñèñòåìè ç åíåðãi¹þ E ó ñòàí ç åíåðãi¹þ E + ℏω
(�íàðîäæó¹� êâàíò åíåðãi¨ ℏω).

Óçàãàëüíþþ÷è (3.187), îòðèìó¹ìî, ùî

(3.186) ⇒ ψ : E

(3.187) ⇒ â†ψ : E + ℏω

(3.187) ⇒
(
â†
)2
ψ : E + 2ℏω
. . .

(3.187) ⇒
(
â†
)n
ψ : E + nℏω.

(3.188)
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Ïîäi¹ìî íà (3.186) çëiâà îïåðàòîðîì â:∣∣∣â•, (3.186)∣∣∣⇒ âℏω
(
â†â+

1

2

)
ψ = âEψ

⇒ ℏω
(
ââ†â+

1

2
â

)
ψ = Eâψ

⇒ ℏω
(
ââ† +

1

2

)
âψ = Eâψ

(3.178) ⇒ ℏω
(
â†â+ 1 +

1

2

)
âψ = Eâψ

⇒ ℏω
(
â†â+

1

2

)
âψ = (Eâ− ℏωâ)ψ

⇒ ℏω
(
â†â+

1

2

)
âψ = (E − ℏω) âψ.

(3.189)

Òîáòî ìè îòðèìàëè, ùî:

� ÿêùî ôóíêöi¨ ψ âiäïîâiäà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ E, òî ôóíêöi¨
χ = âψ � âëàñíå çíà÷åííÿ åíåðãi¨ E − ℏω

� ÿêùî ψ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ, òî âψ òàêîæ ¹ âëà-
ñíîþ ôóíêöi¹þ Ĥ.

Îòæå, ôiçè÷íèé çìiñò îïåðàòîðà çíèùåííÿ â ïîëÿãà¹ â òîìó,
ùî âií ïåðåâîäèòü ñòàí ñèñòåìè ç åíåðãi¹þ E ó ñòàí ç åíåðãi¹þ E − ℏω
(�çíèùó¹� êâàíò åíåðãi¨ ℏω).

Óçàãàëüíþþ÷è (3.189), îòðèìó¹ìî, ùî

(3.186) ⇒ ψ : E

(3.189) ⇒ âψ : E − ℏω
(3.189) ⇒ â2ψ : E − 2ℏω

. . .

(3.189) ⇒ ânψ : E − nℏω.

(3.190)

3.7.4 Îñíîâíèé ñòàí îñöèëÿòîðà

Ïîçíà÷èìî íîðìîâàíó õâèëüîâó ôóíêöiþ îñíîâíîãî ñòàíó îñöèëÿòîðà

÷åðåç ψ0 òà ôîðìàëüíî îá÷èñëèìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíà
〈
Ĥ
〉
0
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ó öüîìó ñòàíi:

E0 ≡
〈
Ĥ
〉
0
=

∫
ψ∗
0Ĥψ0dq

(3.185) ⇒ =

∫
ψ∗
0ℏω

(
â†â+

1

2

)
ψ0dq

= ℏω
∫
ψ∗
0 â

†âψ0dq +
ℏω
2

∫
ψ∗
0ψ0dq∣∣∣∣∣

∫
ψ∗
0ψ0dq = 1

∣∣∣∣∣ = ℏω
∫
ψ∗
0 â

† (âψ0) dq +
ℏω
2

= ℏω
∫ [(

â†
)†
ψ0

]∗
(âψ0) dq +

ℏω
2

(3.177) ⇒ = ℏω
∫

(âψ0)
∗ (âψ0) dq +

ℏω
2

= ℏω
∫

|âψ0|2 dq +
ℏω
2

≥ ℏω
2
.

(3.191)
Îòæå, ÿê âèäíî ç (3.191), åíåðãiÿ îñíîâíîãî ñòàíó E0 îáìåæåíà çíèçó
ìiíiìóìîì ℏω

2
̸= 0. Ðàçîì ç òèì, ÿê âiäîìî, îñíîâíèé ñòàí � öå ñòàí

iç ìiíiìàëüíî ìîæëèâîþ åíåðãi¹þ. Îñêiëüêè ìiíiìóìîì ¹ ℏω
2
, òî ìîæíà

ïîêëàñòè

E0 =
ℏω
2
, (3.192)

ùî ìîæëèâî ëèøå çà óìîâè

âψ0 = 0. (3.193)

Âèðàç (3.193) � öå îçíà÷åííÿ îñíîâíîãî ñòàíó ó ïðåäñòàâëåííi îïå-
ðàòîðiâ íàðîäæåííÿ òà çíèùåííÿ.

Õâèëüîâó ôóíêöiþ ψ0 ìîæíà çíàéòè â ÿâíîìó âèãëÿäi, ïiäñòàâèâøè
îçíà÷åííÿ îïåðàòîðà â ç (3.183) ó (3.193):

(3.183), (3.193) ⇒ 1√
2
(ŷ + ∂y)ψ0 = 0

⇒ ∂yψ0 = −yψ0∣∣∣∣∣•dyψ0

∣∣∣∣∣⇒ dψ0

ψ0

= −ydy

⇒ ψ0 = C0e
−y2/2,

(3.194)
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äå C0 � ñòàëà. �¨ çíà÷åííÿ çíàõîäèìî ç óìîâè íîðìóâàííÿ:

1 =

∫ +∞

−∞
|ψ0|2 dx

(3.194) ⇒ = |C0|2
∫ +∞

−∞
e−y

2

dx

(3.181) ⇒ = |C0|2
∫ +∞

−∞
e−mωx

2/ℏdx

= |C0|2
√
π

√
ℏ
mω

⇒ C0 =
(mω
πℏ

)1/4
.

(3.195)

Ïiñòàâèâøè (3.195) ó (3.194), çíàõîäèìî õâèëüîâó ôóíêöiþ îñíîâ-
íîãî ñòàíó îñöèëÿòîðà ψ0:

(3.194), (3.195) ⇒ ψ0 =
(mω
πℏ

)1/4
e−y

2/2

(3.181) ⇒ =
(mω
πℏ

)1/4
exp

(
−mω

2ℏ
x2
)
.

(3.196)

3.7.5 Åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð

ßê âèäíî ç (3.187) òà (3.188), ôóíêöiÿ
(
â†
)n
ψ0 òàêîæ ¹ âëàñíîþ ôóíêöi-

¹þ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ. Ïîçíà÷èâøè âiäïîâiäíå öié ôóíêöi¨ âëàñíå çíà÷åí-
íÿ åíåðãi¨ ÷åðåç En, îòðèìà¹ìî åíåðãåòè÷íèé ñïåêòð ãàðìîíi÷íîãî
îñöèëÿòîðà

(3.187), (3.188) ⇒ En = E0 + nℏω

(3.192) ⇒ = ℏω
(
n+

1

2

)
.

(3.197)

3.7.6 Âëàñíi ôóíêöi¨ ãàìiëüòîíiàíà Ĥ

ßê âñòàíîâëåíî âèùå, ôóíêöiÿ
(
â†
)n
ψ0 ¹ âëàñíîþ ôóíêöi¹þ ç åíåðãi-

¹þ En, ùî âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (3.197). Ðàçîì ç òèì, äàíà ôóíêöiÿ â
çàãàëüíîìó âèïàäêó íåíîðìîâàíà. Äëÿ çàáåçïå÷åííÿ óìîâè íîðìóâàííÿ
äîìíîæèìî ¨¨ íà ñòàëó íîðìóâàííÿ An

ψn = An
(
â†
)n
ψ0, An :

∫
ψ∗
nψndq = 1. (3.198)

Ç (3.198) î÷åâèäíî, ùî A0 = 1.
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Îñêiëüêè ψn � íîðìîâàíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ, òî

1 =

∫
ψ∗
nψndq

(3.198) ⇒ = |An|2
∫ [(

â†
)n
ψ0

]∗ (
â†
)n
ψ0dq

= |An|2
∫ [

â†
(
â†
)n−1

ψ0

]∗
â†
(
â†
)n−1

ψ0dq

(3.198) ⇒ = |An|2
∫ (

â†
ψn−1

An−1

)∗

â†
ψn−1

An−1

dq

=
|An|2

|An−1|2
∫ (

â†ψn−1

)∗
â†ψn−1dq

=
|An|2

|An−1|2
∫
ψ∗
n−1ââ

†ψn−1dq

(3.178) ⇒ =
|An|2

|An−1|2
∫
ψ∗
n−1

(
â†â+ 1

)
ψn−1dq

(3.185) ⇒ =
|An|2

|An−1|2
∫
ψ∗
n−1

(
1

ℏω
Ĥ +

1

2

)
ψn−1dq

(3.197), (3.198) ⇒ =
|An|2

|An−1|2
(
n− 1 +

1

2
+

1

2

)
= n

|An|2

|An−1|2
.

(3.199)

Îáðàâøè ôàçîâèé ìíîæíèê ðiâíèì 1 (îñêiëüêè çàãàëüíà ôàçà íå ñóòò¹-
âà), îòðèìà¹ìî

(3.199) ⇒ An =
1√
n
An−1

(3.199) ⇒ =
1√
n

1√
n− 1

An−2

. . .

(3.199) ⇒ =
A0√
n!

(3.198) ⇒ =
1√
n!
.

(3.200)

Îñòàòî÷íî, ïiäñòàâèâøè (3.200) â (3.198), çíàéäåìî

ψn =
1√
n!

(
â†
)n
ψ0. (3.201)
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ßâíèé âèãëÿä ôóíêöié ψn ìîæíà âñòàíîâèòè, ïiäñòàâèâøè ÿâíèé
âèãëÿä îïåðàòîðà â† ç (3.183) ó êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåííi â (3.201):

(3.183), (3.201) ⇒ ψn =
1√
n!2n

(y − ∂y)
n ψ0

(3.196) ⇒ =
1√
n!2n

(mω
πℏ

)1/4
(y − ∂y)

n e−y
2/2

=
1√
n!2n

(mω
πℏ

)1/4
e−y

2/2Hn (y)

(3.181) ⇒ =
1√
n!2n

(mω
πℏ

)1/4
exp

(
−mω

2ℏ
x2
)
Hn

(√
mω

ℏ
x

)
,

(3.202)
äå Hn � ïîëiíîìè ×åáèøåâà-Åðìiòà

Hn (y) = ey
2/2 (y − ∂y)

n e−y
2/2

= ey
2

(−1)n ∂ny e
−y2 .

(3.203)
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3.8 Òåõíiêà îïåðàòîðiâ â†, â

3.8.1 Îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèíîê N̂

Çàäà÷à 104. Ç'ÿñóâàòè, ÷è âiäïîâiäà¹ îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèíîê

N̂ = â†â. (3.204)

ñïîñòåðåæóâàíié âåëè÷èíi.

Ðîçâ'ÿçîê.

(3.204) ⇒ N̂ † =
(
â†â
)†

= â†
(
â†
)†

(3.177) ⇒ = â†â

(3.204) ⇒ = N̂ .

(3.205)

Îòæå, îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèíîê ¹ åðìiòîâèì, à òîìó éîìó âiäïîâiäà¹ ñïî-
ñòåðåæóâàíà.

Çàäà÷à 105. Ç'ÿñóâàòè ôiçè÷íèé çìiñò îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèíîê N̂ .

Ðîçâ'ÿçîê.

Âèïèøåìî ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ åíåðãi¨
〈
Ĥ
〉
n
ó ñòàíi n:

En ≡
〈
Ĥ
〉
n
=

∫
ψ∗
nĤψndq

(3.186) ⇒ =

∫
ψ∗
nℏω

(
â†â+

1

2

)
ψndq

(3.198) ⇒ = ℏω
∫
ψ∗
nâ

†âψndq +
ℏω
2

(3.197) ⇒ = ℏω
(
n+

1

2

)
⇒

∫
ψ∗
nâ

†âψndq = n.

(3.206)

Òîäi 〈
N̂
〉
n
=

∫
ψ∗
nN̂ψndq

(3.204) ⇒ =

∫
ψ∗
nâ

†âψndq

(3.206) ⇒ = n.

(3.207)
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ßê âèäíî ç (3.207), ñåðåäí¹ âiä îïåðàòîðà
〈
N̂
〉
n
ó ñòàíi ψn ðiâíå êiëüêîñòi

êâàíòiâ (÷àñòèíîê) n ç åíåðãi¹þ ℏω.
Çàäà÷à 106. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà N̂ .

Ðîçâ'ÿçîê.
Ãàìiëüòîíiàí Ĥ ìîæíà âèðàçèòè ÷åðåç îïåðàòîð N̂ , çîêðåìà

(3.185), (3.204) ⇒ Ĥ = ℏω
(
N̂ +

1

2

)
. (3.208)

Ïðèìiòêà. ßê âèïëèâà¹ ç (3.208), êâàíòîâèé ãàðìîíi÷íèé îñöèëÿòîð
ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè ÿê íàáið êâàíòiâ (÷àñòèíîê) ç åíåðãi¹þ ℏω. Äàíi
÷àñòèíêè íå âçà¹ìîäiþòü ìiæ ñîáîþ, îñêiëüêè ãàìiëüòîíiàí ÿâëÿ¹
ñîáîþ ïðîñòó ñóìó êâàíòiâ: ó íüîìó âiäñóòíi ïåðåõðåñíi ÷ëåíè, ÿêi áóëè
á âiäïîâiäàëüíi çà ìiæ÷àñòèíêîâó âçà¹ìîäiþ. Ïðè öüîìó îñíîâíèé ñòàí,
êîëè n = 0, âiäïîâiäà¹ âiäñóòíîñòi ÷àñòèíîê, òîáòî îñíîâíèé ñòàí îïèñó¹
âàêóóìíèé ñòàí. Åíåðãiÿ âàêóóìó ïðè öüîìó ðiâíà ℏω

2
̸= 0.

Çíàéäåìî êîìóòàòîð
[
Ĥ, N̂

]
:

(3.208) ⇒
[
Ĥ, N̂

]
= ℏω

[(
N̂ +

1

2

)
, N̂

]
= ℏω

[
N̂ , N̂

]
+ ℏω

[
1

2
, N̂

]
= 0.

(3.209)

Îñêiëüêè îïåðàòîðè N̂ òà Ĥ êîìóòóþòü, òî äëÿ íèõ iñíó¹ ñïiëüíèé áàçèñ
âëàñíèõ ôóíêöié.

Çíàéäåìî ìàòðè÷íèé åëåìåíò Hkn ãàìiëüòîíiàíà:

(3.197) ⇒ Hkn = ℏω
(
n+

1

2

)
δkn =

∫
ψ∗
kĤψndq

(3.208) ⇒ = ℏωNkn +
ℏω
2
δkn

⇒ Nkn =

∫
ψ∗
kN̂ψndq = nδkn,

(3.210)

äå âèêîðèñòàíî, ùî âëàñíi ôóíêöi¨ îïåðàòîðà Ĥ îðòîãîíàëüíi, δkn � ñèì-
âîë δ-Êðîíåêåðà. Îñòàííié ðÿäîê âèêîíó¹òüñÿ ëèøå çà óìîâè, ÿêùî

N̂ψn = nψn. (3.211)

Ç (3.211) âèïëèâà¹, ùî äëÿ îïåðàòîðà N̂ :

� âëàñíèìè ôóíêöiÿìè ¹ ψn ç (3.202)

� âëàñíèìè çíà÷åííÿìè ¹ êiëüêiñòü êâàíòiâ (÷àñòèíîê) n.



96 Ðîçäië 3. ÎÄÍÎÂÈÌIÐÍI ÏÎÒÅÍÖIÀËÈ

3.8.2 Äiÿ îïåðàòîðiâ â†, â íà ñòàíè îñöèëÿòîðà ψn

Çàäà÷à 107. Âèçíà÷èòè äiþ îïåðàòîðiâ íàðîäæåííÿ â† òà çíèùåííÿ
â íà õâèëüîâi ôóíêöi¨ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ψn.

Ðîçâ'ÿçîê.
Ç (3.201) äëÿ ôóíêöi¨ ψn+1 ìà¹ìî:

(3.201) ⇒ ψn+1 =
1√

(n+ 1)!

(
â†
)n+1

ψ0

=
1√
n+ 1

1√
n!
â†
(
â†
)n
ψ0

=
1√
n+ 1

â†
1√
n!

(
â†
)n
ψ0

(3.201) ⇒ =
1√
n+ 1

â†ψn,

(3.212)

çâiäêè
â†ψn =

√
n+ 1ψn+1. (3.213)

Äëÿ ψn−1 ìà¹ìî:

(3.211) ⇒ (n− 1)ψn−1 = N̂ψn−1

(3.204) ⇒ = â†âψn−1

(3.178) ⇒ = ââ†ψn−1 − ψn−1

(3.212) ⇒ =
√
nâψn − ψn−1,

(3.214)

çâiäêè
âψn =

√
nψn−1. (3.215)

Ïðèìiòêà. Ââiâøè ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà |n⟩ ≡ ψn, âèðàçè (3.213) òà
(3.215) ìîæíà ïåðåïèñàòè â åêâiâàëåíòíîìó âèãëÿäi:

â† |n⟩ =
√
n+ 1 |n+ 1⟩

â |n⟩ = √
n |n− 1⟩ .

(3.216)

Âèçíà÷åíi ïðàâèëà äi¨ (3.213) i (3.215) àáî òîòîæíi ¨ì (3.216) îïåðàòîðiâ
íàðîäæåííÿ â† i çíèùåííÿ â íà ñòàíè îñöèëÿòîðà äîçâîëÿþòü øâèäêî òà
åôåêòèâíî îá÷èñëþâàòè ìàòðè÷íi åëåìåíòè ðiçíîìàíiòíèõ îïåðàòîðiâ.
Çîêðåìà, ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà äîçâîëÿþòü ñóòò¹âî ñêîðîòèòè ÷àñ çà çàïè-
ñóâàííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ. Ïðèìiðîì, ñïiââiäíîøåííÿ îðòîãîíàëüíî-
ñòi äëÿ ñòàíiâ îñöèëÿòîðà çàïèñó¹òüñÿ ÿê∫

ψ∗
kψndq ≡ ⟨k |n⟩ = δkn. (3.217)
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Çàäà÷à 108. Çíàéòè âëàñíi ôóíêöi¨ òà ñïåêòð ãàìiëüòîíiàíó ĤE

ĤE = E1â†ââ†â+ E2â†â, E1, E2 > 0. (3.218)

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàéäåìî êîìóòàòîð îïåðàòîðà ÷èñëà ÷àñòèíîê N̂ ç ãàìiëüòîíiàíîì ĤE :

(3.204), (3.218) ⇒
[
N̂ , ĤE

]
=
[
N̂ ,
(
E1N̂2 + E2N̂

)]
(1.21) ⇒ = E1

[
N̂ , N̂2

]
+ E2

[
N̂ , N̂

]
= E1

(
N̂3 − N̂3

)
+ E2

(
N̂2 − N̂2

)
= 0.

(3.219)

Òàêèì ÷èíîì, çãiäíî (3.219), îïåðàòîð ÷èñëà ÷àñòèíîê N̂ êîìóòó¹ ç ãà-
ìiëüòîíiàíîì ĤE . Öå îçíà÷à¹, ùî äàíi îïåðàòîðè ìàþòü ñïiëüíèé ïîâíèé
áàçèñ âëàñíèõ ôóíêöié. Âëàñíèìè ôóíêöiÿìè îïåðàòîðà N̂ ¹ ñòàíè ãàð-
ìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ψn ≡ |n⟩ � îòæå, âîíè ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè é
ãàìiëüòîíiàíà ĤE

λn |n⟩ = ĤE |n⟩
(3.204), (3.218) ⇒ =

(
E1N̂2 + E2N̂

)
|n⟩

(3.211) ⇒ =
(
E1n2 + E2n

)
|n⟩

⇒ λn = E1n2 + E2n.

(3.220)

3.8.3 Îá÷èñëåííÿ ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ

Çàäà÷à 109. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà êîîðäèíàòè x̂
ó n-ìó ñòàíi îñöèëÿòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê.
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⟨x̂⟩n =

∫
ψ∗
nx̂ψndx

≡ ⟨n | x̂ |n⟩

(3.181) ⇒ =

√
ℏ
mω

⟨n | ŷ |n⟩

(3.184) ⇒ =

√
ℏ

2mω

〈
n
∣∣ (â+ â†

) ∣∣n〉
=

√
ℏ

2mω

(
⟨n | â |n⟩+

〈
n
∣∣ â† ∣∣n〉)

(3.216) ⇒ =

√
ℏ

2mω

(√
n ⟨n |n− 1⟩+

√
n+ 1 ⟨n |n+ 1⟩

)
(3.217) ⇒ =

√
ℏ

2mω

(√
n · 0 +

√
n+ 1 · 0

)
= 0.

(3.221)

Çàäà÷à 110. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ äëÿ îïåðàòîðà x̂2 ó n-ìó ñòà-
íi îñöèëÿòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê. 〈
x̂2
〉
n
=
〈
n
∣∣ x̂2 ∣∣n〉

(3.181) ⇒ =
ℏ
mω

〈
n
∣∣ ŷ2 ∣∣n〉

(3.184) ⇒ =
ℏ

2mω

〈
n
∣∣∣ (â+ â†

)2 ∣∣∣n〉
=

ℏ
2mω

(
⟨n | ââ |n⟩+

〈
n
∣∣ ââ† ∣∣n〉

+
〈
n
∣∣ â†â ∣∣n〉+ 〈n ∣∣ â†â† ∣∣n〉)

(3.216) ⇒ =
ℏ

2mω

[√
n
√
n− 1 ⟨n |n− 2⟩+ (n+ 1) ⟨n |n⟩

+ n ⟨n |n⟩+
√
n+ 1

√
n+ 2 ⟨n |n+ 2⟩

]
(3.217) ⇒ =

ℏ
2mω

[√
n
√
n− 1 · 0 + (n+ 1)

+ n+
√
n+ 1

√
n+ 2 · 0

]
=

ℏ
mω

(
n+

1

2

)
.

(3.222)
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Çàäà÷à 111. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà iìïóëüñó p̂ ó ñòàíi
îñöèëÿòîðà |n⟩.
Ðîçâ'ÿçîê.

⟨p̂⟩n = ⟨n | p̂ |n⟩
(3.182) ⇒ = −i

√
mℏω ⟨n | ∂y |n⟩

(3.184) ⇒ = i

√
mℏω
2

〈
n
∣∣ (â† − â

) ∣∣n〉
(3.216) ⇒ = i

√
mℏω
2

(√
n+ 1 ⟨n |n+ 1⟩ − √

n ⟨n |n− 1⟩
)

= 0.

(3.223)

Çàäà÷à 112. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà p̂2 ó n-ìó ñòàíi
îñöèëÿòîðà.

Çàäà÷à 113. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà x̂3 ó ñòàíi îñöè-
ëÿòîðà |n⟩.
Çàäà÷à 114. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Â = αx̂2 + βp̂3 ó
n-ìó ñòàíi îñöèëÿòîðà.

Çàäà÷à 115. Îá÷èñëèòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà âp̂2 ó ñòàíi îñöè-
ëÿòîðà |n⟩.
Çàäà÷à 116. Ïîðàõóâàòè íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò íà âëàñíèõ
ôóíêöiÿõ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà |n⟩:〈

k
∣∣ â†â† ∣∣n〉 . (3.224)

Ðîçâ'ÿçîê.

(3.216) ⇒
〈
k
∣∣ â†â† ∣∣n〉 = 〈k ∣∣∣ â†√n+ 1

∣∣∣n+ 1
〉

=
√
n+ 1

〈
k
∣∣ â† ∣∣n+ 1

〉
(3.216) ⇒ =

√
n+ 1

√
n+ 2 ⟨k |n+ 2⟩

(3.217) ⇒ =
√
(n+ 1) (n+ 2) δk,n+2.

(3.225)

Çàäà÷à 117. Îá÷èñëèòè íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò íà âëàñíèõ
ôóíêöiÿõ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà |n⟩:〈

k
∣∣ â3 ∣∣n〉 . (3.226)

Çàäà÷à 118. Çíàéòè íàñòóïíèé ìàòðè÷íèé åëåìåíò íà âëàñíèõ ôóí-
êöiÿõ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà |n⟩:〈

k
∣∣ âââ†â† ∣∣n〉 . (3.227)
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3.9 Êîãåðåíòíi ñòàíè ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿ-

òîðà

Êîãåðåíòíi ñòàíè |α⟩ � öå âëàñíi ñòàíè îïåðàòîðà çíèùåííÿ â,
òîáòî

â |α⟩ = α |α⟩ . (3.228)

Ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi ìiíiìiçó¹òüñÿ ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà-
÷åíîñòåé, çîêðåìà

∆2
x∆

2
p =

ℏ2

4
, (3.229)

äå ∆2
x = ⟨x̂2⟩−⟨x̂⟩2 òà ∆2

p = ⟨p̂2⟩−⟨p̂⟩2 � ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íå âiäõèëåííÿ
êîîðäèíàòè òà iìïóëüñó âiäïîâiäíî.

Çàäà÷à 119. Çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä êîãåðåíòíèõ ñòàíiâ ó ïðåäñòàâëåí-
íi ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê.
Âëàñíi ñòàíè |n⟩ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà óòâîðþþòü ïîâíèé áàçèñ. Ðîç-
êëàäåìî êîãåðåíòíèé ñòàí |α⟩ â äàíîìó áàçèñi

|α⟩ =
∞∑
n=0

cn |n⟩ , (3.230)

òîáòî çâåäåìî çàäà÷ó äî çíàõîäæåííÿ àìïëiòóä ðîçêëàäó cn.
Çãiäíî îçíà÷åííÿ êîãåðåíòíîãî ñòàíó,

(3.228) ⇒ â |α⟩ = α |α⟩

(3.230) ⇒ â

∞∑
n=0

cn |n⟩ = α

∞∑
n=0

cn |n⟩

(3.216) ⇒
∞∑
n=0

cn
√
n |n− 1⟩ = α

∞∑
n=0

cn |n⟩

•
∣∣∣
n→n+1

= • ⇒
∞∑
n=0

cn+1

√
n+ 1 |n⟩ = α

∞∑
n=0

cn |n⟩

⇔ cn+1

√
n+ 1 = αcn,

(3.231)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âðàõîâàíî, ùî åëåìåíòè áàçèñó |n⟩ ¹ ëiíiéíî íå-
çàëåæíèìè.
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Òàêèì ÷èíîì,

(3.231) ⇒ cn =
α√
n
cn−1

(3.231) ⇒ =
α2√

n (n− 1)
cn−2

. . .

(3.231) ⇒ =
αn√
n!
c0,

(3.232)

çâiäêè

(3.228) ⇒ |α⟩ = c0

∞∑
n=0

αn√
n!

|n⟩

(3.201) ⇒ = c0

∞∑
n=0

αn

n!

(
â†
)n |0⟩

= c0e
αâ† |0⟩ .

(3.233)

Çàäà÷à 120. Ïîêàçàòè, ùî âëàñíèõ ôóíêöié îïåðàòîðà íàðîäæåííÿ â†

íå iñíó¹.

Çàäà÷à 121. Çíàéòè êîãåðåíòíi ñòàíè â êîîðäèíàòíîìó ïðåäñòàâëåí-
íi.

Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ (3.175); äèâ. òàêîæ Çàäà÷ó 40.

Çàäà÷à 122∗. Ïîêàçàòè, ùî ñòàí |α⟩ = eαâ
† |0⟩ ¹ êîãåðåíòíèì ñòàíîì,

êîðèñòóþ÷èñü òåõíiêîþ îïåðàòîðiâ â†, â.

Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ ðåçóëüòàòîì Çàäà÷i 29.

Çàäà÷à 123. Çíàéòè ñòàëó íîðìóâàííÿ äëÿ íîðìîâàíèõ êîãåðåíòíèõ
ñòàíiâ, ñêîðèñòàâøèñü ïðåäñòàâëåííÿì âëàñíèõ ñòàíiâ ãàðìîíi÷íîãî
îñöèëÿòîðà.

Ðîçâ'ÿçîê.
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1 = ⟨α |α⟩

(3.233) = c∗0

∞∑
n=0

(α∗)n√
n!

⟨n| c0
∞∑
k=0

αk√
k!

|k⟩

= |c0|2
∞∑

n,k=0

(α∗)n√
n!

αk√
k!

⟨n | k⟩

(3.217) ⇒ = |c0|2
∞∑

n,k=0

(α∗)n√
n!

αk√
k!
δnk

= |c0|2
∞∑
n=0

|α|2n
n!

= |c0|2 e|α|
2

⇒ c0 = e−|α|2/2.

(3.234)

Çàäà÷à 124. Çíàéòè ñòàëó íîðìóâàííÿ äëÿ íîðìîâàíèõ êîãåðåíòíèõ
ñòàíiâ, âèêîðèñòîâóþ÷è òåõíiêó îïåðàòîðiâ â†, â.

Ðîçâ'ÿçîê.

⟨α| = |α⟩†

(3.233) ⇒ =
(
c0e

αâ† |0⟩
)†

(1.77), (1.88) ⇒ = c∗0 ⟨0| eα
∗â.

(3.235)

Òàêèì ÷èíîì, äëÿ íîðìîâàíîãî êîãåðåíòíîãî ñòàíó ìà¹ìî

1 = ⟨α |α⟩
(3.235) ⇒ = c∗0

〈
0
∣∣ eα∗â

∣∣α〉
(3.228), (1.72) ⇒ = c∗0

〈
0
∣∣ eα∗α

∣∣α〉
= c∗0e

|α|2 ⟨0 |α⟩
(3.233) ⇒ = |c0|2 e|α|

2
〈
0
∣∣∣ eαâ† ∣∣∣ 0〉

(1.43) ⇒ = |c0|2 e|α|
2

⇒ c0 = e−|α|2/2.

(3.236)

Òàêèì ÷èíîì, íîðìîâàíi êîãåðåíòíi ñòàíè |α⟩ ìàþòü âèãëÿä

|α⟩ = e−|α|2/2
∞∑
n=0

αn√
n!

|n⟩

= e−|α|2/2eαâ
† |0⟩ ,

(3.237)
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äå |n⟩ � íîðìîâàíi âëàñíi ñòàíè ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà.
Ïðèìiòêà. Âàêóóìíèé ñòàí ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà |0⟩ ¹ êîãåðåí-

òíèì ñòàíîì |α = 0⟩, ÿêîìó âiäïîâiäà¹ âëàñíå çíà÷åííÿ α = 0 îïåðàòîðà
â, äèâ. (3.193) òà (3.228).

Çàäà÷à 125. Îá÷èñëèòè ⟨n |α⟩. ßêèé ôiçè÷íèé çìiñò äàíî¨ âåëè÷èíè?

Çàäà÷à 126. Ñèñòåìà çíàõîäèòüñÿ ó êîãåðåíòíîìó ñòàíi |α⟩. Îá÷è-
ñëèòè iìîâiðíiñòü çíàéòè ñèñòåìó ó ñòàíi ç ïåâíèì çíà÷åííÿì åíåðãi¨
En ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ãàìiëüòîíiàíà
Ĥ ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ó ñòàíi |α⟩.

Çàäà÷à 127. Îá÷èñëèòè ñïiââiäíîøåííÿ íåâèçíà÷åíîñòåé (3.229) ó êî-
ãåðåíòíîìó ñòàíi |α⟩.

Çàäà÷à 128. Ïîêàçàòè, ùî êîãåðåíòíèé ñòàí |α⟩ ïiä äi¹þ ãàìiëüòî-
íiàíà ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà çàëèøà¹òüñÿ êîãåðåíòíèì, i ïðè öüîìó
çìiíþ¹òüñÿ ç ÷àñîì ÿê

|α⟩ Ĥ→ |α (t)⟩ = e−iωt/2
∣∣αe−iωt〉 , (3.238)

äå Ĥ � ãàìiëüòîíiàí ãàðìîíi÷íîãî îñöèëÿòîðà ç ÷àñòîòîþ ω.
Ïiäêàçêà. Ñêîðèñòàòèñÿ (2.38).

Çàäà÷à 129. Çíàéòè çàëåæíiñòü âiä ÷àñó ñåðåäíiõ çíà÷åíü êîîðäèíàòè
⟨x̂⟩ òà iìïóëüñó ⟨p̂⟩ ó ñòàíi |α (t)⟩, äèâ. (3.238).
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Ðîçäië 4

Ïðîõîäæåííÿ òà âiäáèâàííÿ íà

áàð'¹ðàõ

4.1 Áàð'¹ðè

Çàäà÷à 130. Îá÷èñëèòè ïîòiê ãóñòèíè iìîâiðíîñòi j äëÿ ÷àñòèíêè
ìàñè m, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ ñòàíîì

ψ (x) = Aeikx. (4.1)

Ðîçâ'ÿçîê.

(2.5) ⇒ j = i
ℏ
2m

(ψ∂xψ
∗ − ψ∗∂xψ)

(4.1) ⇒ = i
ℏ
2m

(
Aeikx∂xA

∗e−ikx − A∗e−ikx∂xAe
ikx
)

(1.6) ⇒ = i
ℏ
2m

|A|2
(
eikx∂xe

−ikx − e−ikx∂xe
ikx
)

= i
ℏ
2m

|A|2 (−ik − ik)

=
ℏk
m

|A|2 .

(4.2)

Çàäà÷à 131. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà ïðîõî-
äèòü êðiçü δ-ïîòåíöiàë

V (x) = αδ (x) . (4.3)

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè ïîòåíöiàëüíèé áàð'¹ð ¹ δ-ïîäiáíèì, òîáòî äîðiâíþ¹ íóëþ âñþäè

105
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x

V (x)

0

Aeikx

Be−ikx

Ceikx

1 2

Ðèñ. 4.1: Ïðîõîäæåííÿ ÷àñòèíêè êðiçü δ-áàð'¹ð. Åíåðãåòè÷íèé ìàñøòàá
äëÿ õâèëü íå äîòðèìàíî

çà âèíÿòêîì òî÷êè x = 0, òî ñòàí ÷àñòèíêè äî òà ïiñëÿ ïðîõîäæåííÿ
áàð'¹ðó îïèñó¹òüñÿ ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ ïëîñêèõ õâèëü:

ψ (x) =

{
Aeikx +Be−ikx, x < 0

Ceikx +De−ikx, x > 0.
(4.4)

Áåç âòðàòè çàãàëüíîñòi íàäàëi ââàæàòèìåìî, ùî íàëiòàþ÷à ÷àñòèí-
êà ïàäà¹ íà δ-ïîäiáíèé áàð'¹ð çëiâà íàïðàâî, äèâ. Ðèñ. 4.1. Öå îçíà÷à¹,
ùî àìïëiòóäà D ó âèðàçi (4.4) äîðiâíþ¹ íóëþ: õâèëÿ, ÿê ïàäà¹ íà áàð'¹ð
ñïðàâà (i îïèñó¹òüñÿ iìïóëüñîì p = −ℏk), âiäñóòíÿ. Ïðàâîðó÷ âiä áàð'¹ðà
çàëèøà¹òüñÿ ëèøå òà õâèëÿ, ÿêà ïðîéøëà (îïèñó¹òüñÿ, âiäïîâiäíî, iì-
ïóëüñîì p = ℏk). Ëiâîðó÷ âiä áàð'¹ðà iñíóþòü ÿê ïàäàþ÷à, òàê i âiäáèòà
õâèëi.

Òàêèì ÷èíîì, õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

ψ (x) =

{
Aeikx +Be−ikx, x < 0

Ceikx, x > 0.
(4.5)

Òîäi ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ îòðèìó¹ìî

ψ (0−) = ψ (0+)

(4.5) ⇒ A+B = C,
(4.6)

äå 0− òà 0+ ïîçíà÷àþòü îáëàñòi, ÿê çàâãîäíî áëèçüêi äî òî÷êè x = 0 çëiâà
òà ñïðàâà âiäïîâiäíî.
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Ïðîiíòåãðóâàâøè ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà ç δ-ïîòåíöiàëîì
(4.3) â iíòåðâàëi x ∈ [−ε, ε] òà âçÿâøè limε→0 àíàëîãi÷íî òîìó, ÿê áó-
ëî çðîáëåíî â Çàäà÷i 93 ó âèêëàäöi (3.30), çíàõîäèìî ðîçðèâ ïîõiäíî¨
õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 0:

ℏ2

2m
[ψ′ (0+)− ψ′ (0−)] = αψ (0)

(4.5) ⇒ ik
ℏ2

2m
(C − A+B) = αC

⇒ −A+B = − (1 + iκ)C,

(4.7)

äå

κ =
2mα

ℏ2k
. (4.8)

Ç (4.6) i (4.7) îòðèìó¹ìî îäíîðiäíó ÑËÀÐ 3-ãî ïîðÿäêó{
A+B − C = 0

−A+B + (1 + iκ)C = 0.
(4.9)

Îáðàâøè â ÿêîñòi ïàðàìåòðè÷íî¨ çìiííî¨ àìïëiòóäóA, çíàõîäèìî ðîçâ'ÿçêè
ÑËÀÐ (4.9)

B = − iκ
2 + iκ

A

C =
2

2 + iκ
A.

(4.10)

Òàêèì ÷èíîì, õâèëüîâà ôóíêöiÿ ÷àñòèíêè, ÿêà ïðîõîäèòü êðiçü
δ-áàð'¹ð, ìà¹ âèãëÿä

(4.5), (4.10) ⇒ ψ (x) =

{
Aeikx − iκ

2+iκAe
−ikx, x < 0

2
2+iκAe

ikx, x > 0,
(4.11)

äå âåëè÷èíà κ âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (4.8).

Çàäà÷à 132. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà ïðîõî-
äèòü íàä δ-áàð'¹ðîì

V (x) = −αδ (x) . (4.12)

ßêà ïðèðîäà íàÿâíîñòi äîäàíêó ∝ e−ikx (ÿâèùå íàäáàð'¹ðíîãî âiäáè-

òòÿ) â îòðèìàíîìó âèðàçi?

Çàäà÷à 133. Ðîçðàõóâàòè ïîòîêè ãóñòèíè iìîâiðíîñòi äëÿ ÷àñòèíêè
ìàñè m, ÿêà ïðîõîäèòü êðiçü δ-áàð'¹ð V (x) = αδ (x).
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Ðîçâ'ÿçîê.
Âåêòîð ñòàíó ÷àñòèíêè, ÿêà ïðîõîäèòü êðiçü δ-áàð'¹ð, áóëî çíàéäåíî â
Çàäà÷i 131. Çîêðåìà, çi ñòðóêòóðè õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨, äèâ. (4.11) òà
Ðèñ. 4.1, âèäíî, ùî âîíà ìiñòèòü äåêiëüêà ñêëàäîâèõ, à ñàìå:

� íàëiòàþ÷ó (ïàäàþ÷ó) õâèëþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ äîäàíêîì ∝ eikx â
îáëàñòi x < 0 � çîáðàæåíà ñèíiì êîëüîðîì

� âiäáèòó õâèëþ, ÿêà âèçíà÷à¹òüñÿ âêëàäîì ∝ e−ikx â îáëàñòi x < 0 �
ïîêàçàíà ÷åðâîíèì êîëüîðîì

� õâèëþ, ÿêà ïðîéøëà; îïèñó¹òüñÿ äîäàíêîì ∝ eikx â îáëàñòi x > 0 �
çîáðàæåíà çåëåíèì êîëüîðîì.

Êîæíà ç öèõ õâèëü âèçíà÷à¹ âiäïîâiäíèé ïîòiê ãóñòèíè iìîâiðíîñòi,
ðîçðàõóíîê ÿêîãî ïðîâîäèòüñÿ ïîâíiñòþ àíàëîãi÷íî äî Çàäà÷i 130, äèâ.
(4.2):

j0 =
ℏk
m

|A|2

jR = −ℏk
m

|A|2 m2α2

ℏ4k2 +m2α2

jT =
ℏk
m

|A|2 ℏ4k2

ℏ4k2 +m2α2
,

(4.13)

äå âðàõîâàíî (4.8); j0 ïîçíà÷à¹ ïàäàþ÷èé ïîòiê; jR � âiäáèòèé; jT � ïîòiê,
ÿêèé ïðîéøîâ êðiçü δ-áàð'¹ð.

Ïðèìiòêè:

1. Ïîòiê jR äà¹ âiä'¹ìíèé âêëàä, îñêiëüêè âií ñïðÿìîâàíèé ó áiê, ïðî-
òèëåæíèé äî íàëiòàþ÷îãî ïîòîêó j0

2. Âiäìiííiñòü âiä íóëÿ ïîòîêó ñïðàâà âiä δ-áàð'¹ðó îçíà÷à¹, ùî êâàí-
òîâà ÷àñòèíêà ïðîõîäèòü êðiçü áàð'¹ð. Öå ¹ ñóòî êâàíòîâèì åôå-
êòîì òà ìà¹ õâèëüîâó ïðèðîäó. Àíàëîãi÷íå ÿâèùå ñïîñòåðiãà¹òüñÿ ó
õâèëüîâié îïòèöi: ÿêùî äîâæèíà õâèëi áiëüøà çà òîâùèíó áàð'¹ðó,
òî õâèëÿ ïðîõîäèòü êðiçü íüîãî (ïîðóøåíå ïîâíå âíóòðiøí¹ âiäáè-
âàííÿ). Ç òî÷êè æ çîðó êëàñè÷íî¨ ôiçèêè, ÷àñòèíêà íå ìîæå ïîäî-
ëàòè δ-ïîòåíöiàë, îñêiëüêè éîãî âèñîòà ¹ íåñêií÷åííîþ.

3. ßê ìîæíà áà÷èòè ç (4.13), ñóìàðíèé ïîòiê çëiâà òà ñïðàâà âiä áàð'¹ðó
¹ îäíàêîâèì:

(4.13) ⇒ j0 + jR = jT , (4.14)

òîáòî ïiä ÷àñ ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó ïîòiê ãóñòèíè iìîâiðíîñòi
çáåðiãà¹òüñÿ. Öå ¹ íàñëiäêîì íåïåðåðâíîñòi (çáåðåæåííÿ) ïîòîêó.
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Çàäà÷à 134. Îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ òà ïðîõîäæåííÿ äëÿ
÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà ïðîõîäèòü êðiçü δ-áàð'¹ð V = αδ (x).

Ðîçâ'ÿçîê.
Êîåôiöi¹íò âiäáèòòÿ R âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

R =
|jR|
|j0|

(4.13) ⇒ =
m2α2

ℏ4k2 +m2α2
.

(4.15)

Àíàëîãi÷íî äëÿ êîåôiöi¹íòà ïðîõîäæåííÿ T ìà¹ìî

T =
|jT |
|j0|

(4.13) ⇒ =
ℏ4k2

ℏ4k2 +m2α2
.

(4.16)

Äëÿ ñóìè öèõ êîåôiöi¹íòiâ ìà¹ìî

(4.15), (4.16) ⇒ R+ T =
m2α2

ℏ4k2 +m2α2
+

ℏ4k2

ℏ4k2 +m2α2

= 1,

(4.17)

ÿê i ïîâèííî áóòè. Öå ¹ íàñëiäêîì çáåðåæåííÿ ïîòîêó, äèâ. (4.14).

Çàäà÷à 135. Îá÷èñëèòè êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ R òà ïðîõîäæåííÿ T
äëÿ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà ïðîëiòà¹ íàä δ-áàð'¹ðîì V = −αδ (x). ßêà
ïðè÷èíà òîãî, ùî â äàíîìó âèïàäêó êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ T < 1?

Çàäà÷à 136. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà íàëiòà¹
çëiâà íà áàð'¹ð

V (x) = V0θ (x)−
ℏ2

2m
αδ (x) , (4.18)

äå θ (x) � θ-ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà, äèâ. Ðèñ. 4.2. Åíåðãiþ ÷àñòèíêè ââàæàòè
äîäàòíüîþ, E > 0.
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x

V (x)

0

V0

1 2

Ðèñ. 4.2: δ-ÿìà çi ñõîäèíêîþ

Ðîçâ'ÿçîê.
Âèõîäÿ÷è çi ñòðóêòóðè ïîòåíöiàëó (4.18), ìîæíà âèäiëèòè äâi îáëàñòi,
äèâ. Ðèñ. 4.2. Ó êîæíié iç öèõ îáëàñòåé ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà
ìàòèìå ñâî¨ âëàñíi ôóíêöi¨, äèâ. Çàäà÷ó 84. Çîêðåìà:

x < 0: ⇒ − ℏ2

2m
∂2xψ1 (x) = Eψ1 (x)

ψ1 (x) = Aeikx +Be−ikx

x > 0: ⇒

(
− ℏ2

2m
∂2x + V0

)
ψ2 (x) = Eψ2 (x)

ψ2 (x) = Ceiqx,

(4.19)

äå

k =

√
2mE

ℏ2

q =

√
2m (E − V0)

ℏ2
.

(4.20)

Ó (4.19) âæå âðàõîâàíî, ùî â îáëàñòi x > 0, çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i,
âiäáèòà õâèëÿ âiäñóòíÿ âíàñëiäîê çàêîíó çáåðåæåííÿ iìïóëüñó.

Ç óìîâè íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ â òî÷öi x = 0 ìà¹ìî:

ψ1 (0) = ψ2 (0)

(4.19) ⇒ A+B = C.
(4.21)
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Ïðîiíòåãðóâàâøè ðiâíÿííÿ Øðåäiíãåðà â iíòåðâàëi x ∈ [−ε, ε] , ε→ 0,
äèâ. Çàäà÷ó 93 (3.30), îòðèìó¹ìî

(3.30), (4.18) ⇒ − ℏ2

2m
[ψ′

2 (0)− ψ′
1 (0)]−

ℏ2

2m
αψ (0) = 0

(4.19) ⇒ ik (A−B)− iqC = αC

A−B =
q − iα

k
C.

(4.22)

Îòæå, ìà¹ìî îäíîðiäíó ÑËÀÐ 3-ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäîìèõ àì-
ïëiòóä A,B,C:

(4.21), (4.22) ⇒
{
A+B − C = 0

A−B − q−iα
k
C = 0

⇒
{
B = k−q+iα

k+q−iαA

C = 2k
k+q−iαA.

(4.23)

Îñòàòî÷íî, øóêàíà õâèëüîâà ôóíêöiÿ ïðèéìà¹ âèãëÿä

(4.19), (4.23) ⇒ ψ (x) =

{
Aeikx + k−q+iα

k+q−iαAe
−ikx, x < 0

2k
k+q−iαAe

iqx, x > 0,
(4.24)

äå õâèëüîâi âåêòîðè k i q âèçíà÷àþòüñÿ (4.20).

Çàäà÷à 137. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ìàñè m äëÿ áàð'¹ðó
(4.18) ó âèïàäêó âiä'¹ìíèõ åíåðãié, E < 0.

Çàäà÷à 138. Çíàéòè êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ R òà ïðîõîäæåííÿ T äëÿ
÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà ïðîëiòà¹ íàä áàð'¹ðîì (4.18). Ââàæàòè, ùî åíåð-
ãiÿ ÷àñòèíêè äîäàòíÿ, E > 0.

Çàäà÷à 139. Çíàéòè õâèëüîâó ôóíêöiþ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà íàëiòà¹
çëiâà íà ïîäâiéíèé δ-áàð'¹ð V (x)

V (x) =
ℏ2

2m
[αδ (x+ a) + βδ (x− a)] , (4.25)

äèâ. Ðèñ. 4.3.
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x

V (x)

0−a a

h̄2

2mα h̄2

2mβ

1 2 3

Ðèñ. 4.3: Ïîäâiéíèé δ-áàð'¹ð

Ðîçâ'ÿçîê.
Ïîòåíöiàë ðîçáèâà¹ âiñü êîîðäèíàò íà 3 îáëàñòi, äèâ. Ðèñ. 4.3, ó êîæíié
ç ÿêèõ V = 0. ßê íàñëiäîê, äëÿ öèõ îáëàñòåé ñòàöiîíàðíå ðiâíÿííÿ Øðå-
äiíãåðà ìà¹ âèãëÿä[

− ℏ2

2m
∂2x + V (x)

]
ψ (x) = Eψ (x)

(4.25) ⇒ − ℏ2

2m
∂2xψi (x) = Eψi (x) , i = 1, 3

⇒ ∂2xψi (x) + k2ψi (x) = 0, k =

√
2mE

ℏ2
∈ R,

(4.26)

ðîçâ'ÿçêè ÿêîãî

(4.26) ⇒


ψ1 (x) = Aeikx +Be−ikx

ψ2 (x) = Ceikx +De−ikx

ψ3 (x) = Feikx,

(4.27)

äå äëÿ ðîçâ'ÿçêó ψ3 âæå âðàõîâàíî, ùî â îáëàñòi 3 õâèëÿ, ÿêà ðóõà¹-
òüñÿ ñïðàâà íàëiâî (∝ e−ikx), âiäñóòíÿ çãiäíî ç óìîâîþ çàäà÷i òà çàêîíîì
çáåðåæåííÿ iìïóëüñó.

Ç óìîâ íåïåðåðâíîñòi õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨{
ψ1 (−a) = ψ2 (−a)
ψ2 (a) = ψ3 (a)

(4.27) ⇒
{
Ae−ika +Beika = Ce−ika +Deika

Ceika +De−ika = Feika.

(4.28)
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Â òî÷êàõ x = ±a ïîõiäíà õâèëüîâî¨ ôóíêöi¨ ìà¹ ðîçðèâ, äèâ. Çàäà-
÷ó 93 (3.30), ùî äà¹{

ψ′
2 (−a)− ψ′

1 (−a) = αψ2 (−a)
ψ′
3 (a)− ψ′

2 (a) = βψ3 (a)

(4.27) ⇒
{
ik
(
Ce−ika −Deika − Ae−ika +Beika

)
= α

(
Ae−ika +Beika

)
ik
(
Feika − Ceika +De−ika

)
= βFeika.

(4.29)
Òàêèì ÷èíîì, ìà¹ìî îäíîðiäíó ÑËÀÐ 5-ãî ïîðÿäêó âiäíîñíî íåâiäî-

ìèõ àìïëiòóä A,B,C,D, F

(4.28), (4.29) ⇒


Ae−ika +Beika − Ce−ika −Deika = 0

Ceika +De−ika − Feika = 0

−
(
1 + α

ik

)
Ae−ika +

(
1− α

ik

)
Beika + Ce−ika −Deika = 0

−Ceika +De−ika +
(
1− β

ik

)
Feika = 0.

(4.30)
Îáðàâøè àìïëiòóäó A â ÿêîñòi ïàðàìåòðè÷íî¨ çìiííî¨ òà ðîçâ'ÿçàâøè
ÑËÀÐ, îòðèìó¹ìî

(4.30) ⇒



B =

[
4k2 − γ

γ
e−2ika + 4

βk

γ
sin (2ka)

]
A

C = 2
k (2k + iβ)

γ
A

D = −2i
βk

γ
e2ikaA

F =
4k2

γ
A,

(4.31)

äå
γ = αβe4ika + (2k + iα) (2k + iβ) . (4.32)

Òàêèì ÷èíîì, õâèëüîâà ôóíêöiÿ ìà¹ âèãëÿä

(4.27), (4.31) ⇒



ψ1 (x) = Aeikx +

[
4k2 − γ

γ
e−2ika + 4

βk

γ
sin (2ka)

]
Ae−ikx

ψ2 (x) = 2
k (2k + iβ)

γ
Aeikx − 2i

βk

γ
e2ikaAe−ikx

ψ3 (x) =
4k2

γ
Aeikx.

(4.33)
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Çàäà÷à 140. Ïîêàçàòè, ùî êîåôiöi¹íò ïðîõîäæåííÿ T äëÿ ïîäâiéíîãî
δ-ïîòåíöiàëó (4.25) ìà¹ âèãëÿä

T =

({
1− αβ

4k2
[1− cos (4ka)]

}2

+

[
αβ

4k2
sin (4ka) +

α + β

2k

]2)−1

. (4.34)

Çà ÿêèõ óìîâ T = 1 (ðåçîíàíñíå ïðîõîäæåííÿ áàð'¹ðó)?

Çàäà÷à 141. Çíàéòè êîåôiöi¹íòè âiäáèòòÿ R òà ïðîõîäæåííÿ T äëÿ
÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà íàëiòà¹ çëiâà íà áàð'¹ð

V (x) = V0θ (x) , (4.35)

äå θ (x) � θ-ôóíêöiÿ Õåâiñàéäà, äèâ. Ðèñ. 4.4. Åíåðãiÿ ÷àñòèíêè E > V0.

ßê çìiíÿòüñÿ êîåôiöi¹íòè R òà T , ÿêùî E < V0?

x

V (x)

0

V0

1 2

Ðèñ. 4.4: Ñõîäèíêîâèé áàð'¹ð

Çàäà÷à 142. ßâèùå íàäáàð'¹ðíîãî âiäáèòòÿ. Çíàéòè êîåôiöi¹íòè
âiäáèòòÿ R òà ïðîõîäæåííÿ T äëÿ ÷àñòèíêè ìàñè m, ÿêà íàëiòà¹
çëiâà íà áàð'¹ð

V (x) = V0θ (−x) , (4.36)

äèâ. Ðèñ. 4.5.
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x

V (x)

0

V0

1 2

Ðèñ. 4.5: Íàäáàð'¹ðíå âiäáèòòÿ

Ïðèìiòêà. ßâèùå íàäáàð'¹ðíîãî âiäáèòòÿ � ñóòî êâàíòîâî-õâèëüîâèé
åôåêò, ÿêå íåìîæëèâå äëÿ êëàñè÷íèõ ÷àñòèíîê.
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Ðîçäië 5

Ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó

5.1 Âëàñíi ôóíêöi¨ òà çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ìî-

ìåíòó êiëüêîñòi ðóõó

5.1.1 Îïåðàòîð ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó òà éîãî êâà-
äðàò

Îïåðàòîð ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó
−̂→
J � öå îïåðàòîð, ÿêèé âiäïî-

âiäà¹ ñïîñòåðåæóâàíié ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó. Çâiäñè ñëiäó¹, ùî âií ¹
åðìiòîâèì,

−̂→
J

†
=

−̂→
J . (5.1)

Ðîçìiðíiñòü ìîìåíòó ðiâíà ℏ. Äëÿ ñïðîùåííÿ âèðàçiâ íàäàëi ââàæà-

òèìåìî
−̂→
J îáåçðîçìiðåíèì, òîáòî ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó âèìiðþâàòèìåìî

â îäèíèöÿõ ℏ. Ùîá ïåðåéòè äî ðîçìiðíèõ âåëè÷èí ó âèêëàäêàõ íèæ÷å,

îïåðàòîð
−̂→
J íåîáõiäíî ïîìíîæèòè íà ℏ.

Äëÿ êîìïîíåíò îïåðàòîðà
−̂→
J âèêîíóþòüñÿ íàñòóïíi êîìóòàöiéíi ñïiâ-

âiäíîøåííÿ: [
Ĵi, Ĵj

]
= iεijkĴk, (5.2)

äå εijk � ñèìâîë Ëåâi-×èâiòè. Ó ïîêîìïîíåíòíîìó âèãëÿäi (5.2) ìàòèìå
âèãëÿä [

Ĵx, Ĵy

]
= iĴz[

Ĵy, Ĵz

]
= iĴx[

Ĵz, Ĵx

]
= iĴy.

(5.3)

117
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Îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó
−̂→
J

2

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

−̂→
J

2

=
−̂→
J · −̂→J

= ĴiĴi

= Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z ,

(5.4)

äå ó äðóãîìó ðÿäêó äëÿ ñêîðî÷åííÿ âæèòî ñòàíäàðòíå ïðàâèëî: ïî iíäå-
êñàõ, ùî ïîâòîðþþòüñÿ, âåäåòüñÿ ïiäñóìîâóâàííÿ.

Çàäà÷à 143. Ïîêàçàòè, ùî[−̂→
J

2

, Ĵj

]
= 0, j = 1, 3. (5.5)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.4) ⇒
[−̂→
J

2

, Ĵj

]
=
[
ĴiĴi, Ĵj

]
∣∣∣∣∣∣
[
ÂB̂, Ĉ

]
= Â

[
B̂, Ĉ

]
+
[
Â, Ĉ

]
B̂

∣∣∣∣∣∣⇒ =
(
Ĵi

[
Ĵi, Ĵj

]
+
[
Ĵi, Ĵj

]
Ĵi

)
(5.2) ⇒ = iεijkĴiĴk + iεijkĴkĴi

= iεijk

(
ĴiĴk + ĴkĴi

)
= 0,

(5.6)

äå â îñòàííüîìó ðÿäêó âèêîðèñòàíî, ùî

∀Aik : Aik = Aki, εijkAik = 0. (5.7)

5.1.2 Ĵz òà îïåðàòîð êâàäðàòà ìîìåíòó: ñïiëüíèé áà-
çèñ

Îñêiëüêè áóäü-ÿêà êîìïîíåíòà Ĵi êîìóòó¹ ç
−̂→
J

2

, òî äëÿ íèõ ìîæíà ïî-

áóäóâàòè ñïiëüíèé áàçèñ, â ÿêîìó ñåðåäíi
〈
Ĵi

〉
,

〈−̂→
J

2
〉

ìàòèìóòü ïåâíi

çíà÷åííÿ.
Âèáåðåìî Ĵi = Ĵz � ïðîåêöiþ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó íà âiñü Oz (âiñü

êâàíòóâàííÿ). Ñïiëüíèé áàçèñ îïåðàòîðiâ Ĵz òà
−̂→
J

2

ïîçíà÷èìî ÿê {|jm⟩},
ïðè÷îìó éîãî ìîæíà îáðàòè òàê, ùîá

⟨jm | j′m′⟩ = δjj′δmm′ . (5.8)
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Îñêiëüêè áàçèñ ¹ ïîâíèì, òî äîâiëüíó ôóíêöiþ â ïðîñòîði ìîìåíòiâ êiëü-
êîñòi ðóõó ìîæíà ðîçêëàñòè çà öèì áàçèñîì.

Âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ĵz ïîçíà÷èìî ÿê m, òîáòî

Ĵz |jm⟩ = m |jm⟩ . (5.9)

Âëàñíi çíà÷åííÿ îïåðàòîðà
−̂→
J

2

ïîçíà÷èìî ÿê λj, òîáòî

−̂→
J

2

|jm⟩ = λj |jm⟩ . (5.10)

Ïðèìiòêà. Îáðàíèé áàçèñ {|jm⟩} íå ìiñòèòü âëàñíèõ ôóíêöié òà âëà-
ñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðiâ Ĵx òà Ĵy: ÿê âèäíî ç (5.2) àáî ç (5.3), âîíè íå
êîìóòóþòü ç Ĵz. Â ÿêîñòi îñi êâàíòóâàííÿ ìîæíà îáðàòè áóäü-ÿêó iíøó
êîìïîíåíòó (Ĵx àáî Ĵy), òà âèçíà÷àòè áàçèñ âiäíîñíî íîâîãî íàáîðó îïåðà-

òîðiâ (

{
Ĵx,

−̂→
J

2
}
òà

{
Ĵy,

−̂→
J

2
}
âiäïîâiäíî). Öå íi÷îãî íå çìiíèòü, îñêiëüêè

¹äèíèé êðèòåðié âèáîðó áàçèñó â ïðîñòîði Ãiëüáåðòà � ïîâíîòà áàçèñó.

Çàäà÷à 144. Ïîêàçàòè, ùî ñïåêòð âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà Ĵz ¹
îáìåæåíèì.

Ðîçâ'ÿçîê.

Çàïèøåìî ñåðåäí¹

〈−̂→
J

2
〉
íà éîãî âëàñíèõ ôóíêöiÿõ:

(5.10), (5.8) ⇒ λj =

〈
jm

∣∣∣∣ −̂→J 2
∣∣∣∣ jm〉

(5.4) ⇒ =
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

x

∣∣∣ jm〉+
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

y

∣∣∣ jm〉
+
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

z

∣∣∣ jm〉
(5.9), (5.8) ⇒ =

〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

x

∣∣∣ jm〉+
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

y

∣∣∣ jm〉+m2

⇒ λj −m2 =
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

x

∣∣∣ jm〉+
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

y

∣∣∣ jm〉
≥ 0

⇒ λj −m2 ≥ 0,

(5.11)

çâiäêè
mmin ≤ m ≤ mmax, (5.12)

äå

mmin ≥ −
√
λj

mmax ≤
√
λj,

(5.13)

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
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5.1.3 Ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè Ĵ+ òà Ĵ−

Ââåäåìî íàñòóïíi îïåðàòîðè:

Ĵ+ = Ĵx + iĴy

Ĵ− = Ĵx − iĴy.
(5.14)

Çàäà÷à 145. Ïîêàçàòè, ùî [−̂→
J

2

, Ĵ+

]
= 0. (5.15)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.14) ⇒
[−̂→
J

2

, Ĵ+

]
=

[−̂→
J

2

, Ĵx + iĴy

]
=

[−̂→
J

2

, Ĵx

]
+ i

[−̂→
J

2

, Ĵy

]
(5.5) ⇒ = 0.

(5.16)

Çàäà÷à 146. Ïîêàçàòè, ùî [
Ĵz, Ĵ+

]
= Ĵ+. (5.17)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.14) ⇒
[
Ĵz, Ĵ+

]
=
[
Ĵz, Ĵx + iĴy

]
=
[
Ĵz, Ĵx

]
+ i
[
Ĵz, Ĵy

]
(5.3) ⇒ = iĴy + i

(
−iĴx

)
= iĴy + Ĵx

(5.14) ⇒ = Ĵ+.

(5.18)

Çàäà÷à 147. Ïîêàçàòè, ùî

−̂→
J

2

= Ĵ+Ĵ− + Ĵ2
z − Ĵz. (5.19)

Ðîçâ'ÿçîê.
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(5.14) ⇒ Ĵ+Ĵ− =
(
Ĵx + iĴy

)(
Ĵx − iĴy

)
= Ĵ2

x + Ĵ2
y + i

(
ĴyĴx − ĴxĴy

)
(5.3) ⇒ = Ĵ2

x + Ĵ2
y + i

(
−iĴz

)
= Ĵ2

x + Ĵ2
y + Ĵz

⇒ Ĵ+Ĵ− − Ĵz = Ĵ2
x + Ĵ2

y

(5.4) ⇒ =
−̂→
J

2

− Ĵ2
z ,

(5.20)

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.

Çàäà÷à 148. Ïîêàçàòè, ùî

[−̂→
J

2

, Ĵ−

]
= 0. (5.21)

Çàäà÷à 149. Ïîêàçàòè, ùî

[
Ĵz, Ĵ−

]
= −Ĵ−. (5.22)

Çàäà÷à 150. Ïîêàçàòè, ùî

−̂→
J

2

= Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2
z + Ĵz. (5.23)

5.1.4 Ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè Ĵ+ òà Ĵ−: äiÿ íà |jm⟩

Çàäà÷à 151. Ïîêàçàòè, ùî

Ĵ+ |jm⟩ = c+ |j,m+ 1⟩ , c+ = const. (5.24)

Ðîçâ'ÿçîê.



122 Ðîçäië 5. ÌÎÌÅÍÒ ÊIËÜÊÎÑÒI ÐÓÕÓ

Ðîçãëÿíåìî äiþ êîìóòàòîðà
[
Ĵz, Ĵ+

]
íà ñòàí |jm⟩:

(5.17) ⇒ Ĵ+ |jm⟩ =
[
Ĵz, Ĵ+

]
|jm⟩

=
(
ĴzĴ+ − Ĵ+Ĵz

)
|jm⟩

= ĴzĴ+ |jm⟩ − Ĵ+Ĵz |jm⟩
(5.9) ⇒ = ĴzĴ+ |jm⟩ −mĴ+ |jm⟩

⇒ ĴzĴ+ |jm⟩ = (m+ 1) Ĵ+ |jm⟩∣∣∣ |ζ⟩ ≡ Ĵ+ |jm⟩
∣∣∣⇒ Ĵz |ζ⟩ = (m+ 1) |ζ⟩

(5.9), (5.15), (5.21) ⇔ |ζ⟩ ∼ |j,m+ 1⟩∣∣∣ |ζ⟩ ≡ Ĵ+ |jm⟩
∣∣∣⇒ Ĵ+ |jm⟩ = c+ |j,m+ 1⟩ , c+ = const.

(5.25)

Çàäà÷à 152. Ïîêàçàòè, ùî

Ĵ− |jm⟩ = c− |j,m− 1⟩ , c− = const. (5.26)

5.1.5 Ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè Ĵ+ òà Ĵ−: ôiçè÷íèé çìiñò

Çàäà÷à 153. Ïîêàçàòè, ùî (
Ĵ±

)†
= Ĵ∓. (5.27)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.14) ⇒
(
Ĵ±

)†
=
(
Ĵx ± iĴy

)†
= Ĵ†

x ±
(
iĴy

)†
= Ĵ†

x ∓ iĴ†
y

(5.1) ⇒ = Ĵx ∓ iĴy

(5.14) ⇒ = Ĵ∓.

(5.28)

Ôiçè÷íèé çìiñò îïåðàòîðiâ Ĵ±:

� Ç (5.24), (5.26) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîð Ĵ+ (Ĵ−) çáiëüøó¹ (çìåíøó¹)
êâàíòîâå ÷èñëîm íà 1. Iíøèìè ñëîâàìè, äàíi îïåðàòîðè çìiíþþòü
âåëè÷èíó ïðîåêöi¨ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó íà âiñü êâàíòóâà-
ííÿ Oz.
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� Ç (5.27) âèïëèâà¹, ùî îïåðàòîðè Ĵ± íå åðìiòîâi. Öå îçíà÷à¹, ùî ¨ì
íå âiäïîâiäà¹ æîäíà ñïîñòåðåæóâàíà (ÿê i îïåðàòîðàì íàðî-
äæåííÿ òà çíèùåííÿ ÷àñòèíîê).

Îòæå, ìè îòðèìàëè, ùî ñõîäèíêîâi îïåðàòîðè Ĵ± çìiíþþòü ÷èñëî m
íà äèñêðåòíó âåëè÷èíó, ðiâíó 1. Ðàçîì ç òèì, ç (5.12), (5.13) âèïëèâà¹
îáìåæåíiñòü çíà÷åíü m. Öå îçíà÷à¹, ùî âåêòîðè Ĵ+ |jmmax⟩ òà Ĵ− |jmmin⟩
ïîâèííi ëåæàòè çà ìåæàìè ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó ìîìåíòó êiëüêîñòi
ðóõó � iíàêøå, âðàõîâóþ÷è ïîâíîòó áàçèñó âåêòîðiâ {|jm⟩}, ¨õ ìîæíà
áóëî á âèçíà÷èòè â öüîìó áàçèñi. Òîáòî

mmax ≥ m′ = mmax + 1 > mmax

(5.13) ⇒ ∄m′

mmin ≤ m′′ = mmin − 1 < mmin

(5.13) ⇒ ∄m′′.

(5.29)

ßê ñëiäó¹ ç (5.29), íå iñíó¹ m′ òà m′′. Òîìó ìîæíà ïîêëàñòè

Ĵ+ |jmmax⟩ = 0

Ĵ− |jmmin⟩ = 0.
(5.30)

5.1.6 Ñïåêòð îïåðàòîðà êâàäðàòà ìîìåíòó êiëüêîñòi
ðóõó

Çàäà÷à 154. Äëÿ îïåðàòîðà
−̂→
J

2

çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä âëàñíèõ çíà÷åíü
λj.

Ðîçâ'ÿçîê.

Çíàéäåìî
−̂→
J

2

|jmmax⟩:

(5.10) ⇒ λj |jmmax⟩ =
−̂→
J

2

|jmmax⟩
(5.23) ⇒ =

(
Ĵ−Ĵ+ + Ĵ2

z + Ĵz

)
|jmmax⟩

(5.30) ⇒ =
(
Ĵ2
z + Ĵz

)
|jmmax⟩

(5.9) ⇒ =
(
m2

max +mmax

)
|jmmax⟩

⇔ λj = mmax (mmax + 1) .

(5.31)



124 Ðîçäië 5. ÌÎÌÅÍÒ ÊIËÜÊÎÑÒI ÐÓÕÓ

Àíàëîãi÷íî çíàéäåìî
−̂→
J

2

|jmmin⟩:

(5.10) ⇒ λj |jmmin⟩ =
−̂→
J

2

|jmmin⟩
(5.19) ⇒ =

(
Ĵ+Ĵ− + Ĵ2

z − Ĵz

)
|jmmin⟩

(5.30) ⇒ =
(
Ĵ2
z − Ĵz

)
|jmmin⟩

(5.9) ⇒ =
(
m2

min −mmin

)
|jmmin⟩

⇔ λj = mmin (mmin − 1) .

(5.32)

Òîäi

(5.31) ⇒ mmax (mmax + 1) = λj

(5.32) ⇒ = mmin (mmin − 1)

⇒ mmin (mmin − 1) = mmax (mmax + 1)

⇒ mmin =

[
mmax + 1

−mmax∣∣∣mmin ≤ mmax

∣∣∣⇒ mmin = −mmax.

(5.33)

ßê ñëiäó¹ ç ôiçè÷íèõ âëàñòèâîñòåé îïåðàòîðiâ Ĵ±, ïðîåêöiÿ mmin ≤
m ≤ mmax çìiíþ¹òüñÿ äèñêðåòíî ç êðîêîì 1 âiä mmin äî mmax. Òîìó
mmax −mmin = n ïîâèííî áóòè öiëèì ÷èñëîì, ùî äà¹

mmax −mmin = n, n ∈ N
(5.33) ⇒ 2mmax = n, n ∈ N.

(5.34)

Äëÿ ïðîñòîòè çàïèñó ïîçíà÷àþòü mmax = j. Òîäi ç (5.31), (5.10)

λj = j (j + 1) , j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, . . . (5.35)

5.1.7 Âëàñíi çíà÷åííÿ òà ôóíêöi¨ îïåðàòîðà êiëüêîñòi
ðóõó

Çiáðàâøè ðàçîì âèðàçè (5.9), (5.10), (5.35), îòðèìà¹ìî:

−̂→
J

2

|jm⟩ = j (j + 1) |jm⟩ , j = 0,
1

2
, 1,

3

2
, 2, . . .

Ĵz |jm⟩ = m |jm⟩ , −j ≤ m ≤ j.

(5.36)

Âèðàçè (5.36) ïîâíiñòþ âèçíà÷àþòü îïåðàòîð êiëüêîñòi ðóõó
−̂→
J ÷åðåç:
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� âëàñíi ôóíêöi¨ |jm⟩

� âëàñíi çíà÷åííÿ j (j + 1) éîãî êâàäðàòà
−̂→
J

2

� âëàñíi çíà÷åííÿ m éîãî ïðîåêöi¨
−̂→
J z íà âiñü êâàíòóâàííÿ Oz.

Ìíîæèíà ñòàíiâ {|jm⟩} ç ôiêñîâàíèì çíà÷åííÿì j íàçèâà¹òüñÿ ìóëü-
òèïëåòîì. Êiëüêiñòü ñòàíiâ ó ìóëüòèïëåòi, ÿê ñëiäó¹ ç (5.36), ðiâíà 2j+1.

Ïðèìiòêà. Íàÿâíiñòü íàïiâöiëèõ çíà÷åíü j ïîâ'ÿçàíà ç òèì, ùî ìîìåíò
êiëüêîñòi ðóõó â çàãàëüíîìó âèïàäêó ¹ ñóìîþ îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó iì-
ïóëüñó òà âëàñíîãî ìîìåíòó iìïóëüñó ÷àñòèíêè (ñïiíó). Ìàòåìàòè÷íî öå
çàïèñó¹òüñÿ ÿê

−̂→
J =

−̂→
L +

−̂→
S , (5.37)

äå
−̂→
L = −̂→r × −̂→p � îïåðàòîð êóòîâîãî (îðáiòàëüíîãî) ìîìåíòó (ïðèéìà¹

ëèøå öiëi çíà÷åííÿ),
−̂→
S � îïåðàòîð ñïiíó ÷àñòèíêè (ìîæå ïðèéìàòè ÿê

öiëi, òàê i íàïiâöiëi çíà÷åííÿ). Êëàñè÷íîãî àíàëîãó ñïiíó íå iñíó¹.

5.1.8 Çíàõîäæåííÿ êîåôiöi¹íòiâ c±

Çàäà÷à 155. Ïîêàçàòè, ùî

c+ =
√
j (j + 1)−m (m+ 1). (5.38)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.24) ⇒ c+ |j,m+ 1⟩ = Ĵ+ |jm⟩∣∣ •† ∣∣⇒ c∗+ ⟨j,m+ 1| = ⟨jm|
(
Ĵ+

)†
(5.27) ⇒ = ⟨jm| Ĵ−

(5.39)
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Òîäi äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ

〈
jm

∣∣∣∣ −̂→J 2
∣∣∣∣ jm〉 ó ñòàíi |jm⟩ ìà¹ìî:

(5.36), (5.8) ⇒ j (j + 1) =

〈
jm

∣∣∣∣ −̂→J 2
∣∣∣∣ jm〉

(5.23) ⇒ =
〈
jm
∣∣∣ Ĵ−Ĵ+ ∣∣∣ jm〉

+
〈
jm
∣∣∣ Ĵ2

z

∣∣∣ jm〉
+
〈
jm
∣∣∣ Ĵz ∣∣∣ jm〉

(5.36), (5.8) =
〈
jm
∣∣∣ Ĵ−Ĵ+ ∣∣∣ jm〉+m (m+ 1)

⇒
〈
jm
∣∣∣ Ĵ−Ĵ+ ∣∣∣ jm〉 = j (j + 1)−m (m+ 1)

(5.24), (5.39), (5.8) ⇒ |c+|2 = j (j + 1)−m (m+ 1)

c+ =
√
j (j + 1)−m (m+ 1).

(5.40)

Çàäà÷à 156. Ïîêàçàòè, ùî

c− =
√
j (j + 1)−m (m− 1). (5.41)

Ïðèìiòêà. Âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíèé âèãëÿä c± ç (5.38) òà (5.41), ìîæíà
îá'¹äíàòè âèðàçè (5.24) òà (5.26) ç âèðàçàìè (5.30):

Ĵ+ |jm⟩ =
√
j (j + 1)−m (m+ 1) |j,m+ 1⟩

Ĵ− |jm⟩ =
√
j (j + 1)−m (m− 1) |j,m− 1⟩ .

(5.42)

Î÷åâèäíî, ùî (5.30) çàäîâîëüíÿþòüñÿ àâòîìàòè÷íî, ÿêùî ïiäñòàâèòè â
(5.42) çíà÷åííÿ m = mmax = j òà m = mmin = −j.

5.1.9 Äîäàâàííÿ ìîìåíòiâ

Íåõàé ¹ ïiäñèñòåìè 1 i 2, êîæíà ç ÿêèõ âèçíà÷à¹òüñÿ îïåðàòîðîì êiëüêîñòi

ðóõó
−̂→
J1 i

−̂→
J2 âiäïîâiäíî:

−̂→
J1

2

|j1m1⟩ = j1 (j1 + 1) |j1m1⟩
Ĵ1z |j1m1⟩ = m1 |j1m1⟩
−̂→
J2

2

|j2m2⟩ = j2 (j2 + 1) |j2m2⟩
Ĵ2z |j2m2⟩ = m2 |j2m2⟩ ,

(5.43)



5.1. ÂËÀÑÍI ÔÓÍÊÖI� ÒÀ ÇÍÀ×ÅÍÍßÎÏÅÐÀÒÎÐÀÌÎÌÅÍÒÓÊIËÜÊÎÑÒI ÐÓÕÓ127

äå êâàíòîâi ÷èñëà j1,m1, j2,m2 òà õâèëüîâi ôóíêöi¨ |j1m1⟩ , |j2m2⟩ âiäîìi.
Íåîáõiäíî çíàéòè ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó ïîâíî¨ ñèñòåìè

−̂→
J . Ïî àíà-

ëîãi¨ ç êëàñè÷íîþ ìåõàíiêîþ,

−̂→
J =

−̂→
J1 +

−̂→
J2. (5.44)

Äëÿ âèçíà÷åííÿ îïåðàòîðà
−̂→
J íåîáõiäíî çíàéòè ìíîæèíó âëàñíèõ çíà-

÷åíü éîãî êâàäðàòà
−̂→
J

2

i éîãî ïðîåêöi¨ íà âiñü êâàíòóâàííÿ Ĵz.
Ç (5.44) âèïëèâà¹, ùî

Ĵz = Ĵ1z + Ĵ2z. (5.45)

Ïðåäñòàâèâøè õâèëüîâó ôóíêöiþ ñèñòåìè ÿê äîáóòîê õâèëüîâèõ ôóí-
êöié ïiäñèñòåì

|jm⟩ = |j1m1⟩ |j2m2⟩ , (5.46)

ïiñëÿ ïiäñòàíîâêè â (5.45) îòðèìà¹ìî

m |jm⟩ = Ĵz |jm⟩
(5.46) ⇒ = Ĵz |j1m1⟩ |j2m2⟩
(5.45) ⇒ =

(
Ĵ1z + Ĵ2z

)
|j1m1⟩ |j2m2⟩

(5.43) ⇒ = (m1 +m2) |j1m1⟩ |j2m2⟩
(5.46) = (m1 +m2) |jm⟩ .

(5.47)

Ç (5.47)
m = m1 +m2. (5.48)

Âðàõîâóþ÷è (5.36), ìà¹ìî

(5.48) ⇒ m = m1 +m2

(5.36) ⇒ ≤ j1 + j2,
(5.49)

òîáòî
j ≤ jmax = j1 + j2. (5.50)

Ðàçîì ç òèì, (5.50) âèçíà÷à¹ ëèøå ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ÷èñëà j.
Âèðàç (5.44) ¹ âåêòîðíîþ ñóìîþ îïåðàòîðiâ, ¹äèíå îáìåæåííÿ íà ÿêó âè-
çíà÷à¹òüñÿ âèðàçàìè (5.45) òà (5.48). Ñàìi ìîìåíòè ìîæóòü ïðè öüîìó
äîäàâàòèñÿ ïî-ðiçíîìó, i ïðè öüîìó óòâîðþâàòè ðiçíi ìóëüòèïëåòè ç ði-
çíèìè çíà÷åííÿìè j ≤ jmax. Ïîçíà÷èìî ìiíiìàëüíèé ìóëüòèïëåò ÷åðåç
jmin. Òîäi ïîâíà ðîçìiðíiñòü N (êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ)
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ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà âñi¹¨ ñèñòåìè áóäå ñóìîþ ðîçìiðíîñòåé ïiäïðîñòîðiâ
âiäïîâiäíèõ ìóëüòèïëåòiâ, òîáòî

N =

jmax∑
j=jmin

j∑
m=−j

1

=

jmax∑
j=jmin

(2j + 1)

=
2jmin + 1 + 2jmax + 1

2
(jmax − jmin + 1)

= (jmax + 1 + jmin) (jmax + 1− jmin)

= (jmax + 1)2 − j2min.

(5.51)

Îñêiëüêè ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó íå çàëåæèòü âiä âèáîðó áàçèñó, òî ðîç-
ìiðíiñòü ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà N âñi¹¨ ñèñòåìè ðiâíà òàêîæ äîáóòêó ðîç-
ìiðíîñòåé ïiäïðîñòîðiâ ïiäñèñòåì 1 i 2, òîáòî

N = (2j1 + 1) (2j2 + 1) . (5.52)

Â ðåçóëüòàòi ìà¹ìî

(5.52) ⇒ (2j1 + 1) (2j2 + 1) = N

(5.51) ⇒ = (jmax + 1)2 − j2min

(5.50) ⇒ = (j1 + j2 + 1)2 − j2min

⇒ j2min = (j1 + j2 + 1)2 − (2j1 + 1) (2j2 + 1)

= (j1 − j2)
2

⇒ jmin = ± |j1 − j2|∣∣∣jmin ≥ 0
∣∣∣⇒ jmin = |j1 − j2| .

(5.53)
Îòæå, ïðàâèëî äîäàâàííÿ ìîìåíòiâ: äëÿ ñèñòåìè, ùî ñêëàäà¹òüñÿ

ç äâîõ ïiäñèñòåì ç îïåðàòîðàìè ìîìåíòó
−̂→
J1 òà

−̂→
J2, ïîâíèé ìîìåíò

−̂→
J

âèçíà÷à¹òüñÿ âèðàçîì (5.44); êâàíòîâi ÷èñëà òàêî¨ ñèñòåìè çìiíþþòüñÿ â
ìåæàõ

|j1 − j2| ≤ j ≤ j1 + j2

−j ≤ m ≤ j.
(5.54)
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5.2 Ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà ìîìåíòó êiëü-

êîñòi ðóõó òà éîãî âëàñíèõ ôóíêöié ó âè-

ïàäêó j = 1/2

Ó âèïàäêó j = 1/2 (â îäèíèöÿõ ℏ) ïðîåêöiÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó m íà
âiñü êâàíòóâàííÿ ìîæå ïðèéìàòè 2 çíà÷åííÿ:

j =
1

2
⇒ m =

{
1

2
,−1

2

}
. (5.55)

Áàçèñ {|jm⟩} ≡
{∣∣1

2
,m
〉}

òîäi ñêëàäà¹òüñÿ ç äâîõ ôóíêöié:{∣∣∣∣12 ,m
〉}

≡
{∣∣∣∣12 , 12

〉
,

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉}
, (5.56)

òîáòî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó (êiëüêiñòü ëiíiéíî íåçàëåæíèõ âåêòîðiâ ó
ïðîñòîði) Ãiëüáåðòà, ÿêèé âiäïîâiäà¹ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó ç j = 1/2,
ðiâíà 2.

Äàíèé áàçèñ (5.56) ¹ îðòîíîðìîâàíèì〈
1

2
,m

∣∣∣∣ 12 ,m′
〉

= δmm′ , (5.57)

îñêiëüêè åëåìåíòè áàçèñó ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè åðìiòîâîãî îïåðàòîðà
Ĵz, ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿì:

Ĵz

∣∣∣∣12 ,m
〉

= m

∣∣∣∣12 ,m
〉
. (5.58)

Îêðiì òîãî, ÿê âiäîìî,

−̂→
J

2
∣∣∣∣12 ,m

〉
= j (j + 1)

∣∣∣∣12 ,m
〉

∣∣∣∣j = 1

2

∣∣∣∣⇒ =
3

4

∣∣∣∣12 ,m
〉
.

(5.59)

Îñêiëüêè ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà ðiâíà 2, òî äîâiëüíèé îïåðà-
òîð Â, ùî âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà ç j = 1/2, ìîæíà ïðåäñòàâèòè
ó âèãëÿäi êîìïëåêñíî¨ ìàòðèöi 2× 2, çîêðåìà

Â =


〈

1
2
, 1
2

∣∣∣ Â ∣∣∣ 12 , 12〉 〈
1
2
, 1
2

∣∣∣ Â ∣∣∣ 12 ,−1
2

〉
〈

1
2
,−1

2

∣∣∣ Â ∣∣∣ 12 , 12〉 〈
1
2
,−1

2

∣∣∣ Â ∣∣∣ 12 ,−1
2

〉
 . (5.60)

Âèðàç (5.60) íàçèâà¹òüñÿ îïåðàòîðîì Â ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.
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5.2.1 Ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ Ĵ±

Çàäà÷à 157. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ+ ó áàçèñi (5.56).

Ðîçâ'ÿçîê.
ßê âiäîìî, äiÿ îïåðàòîðà Ĵ+ íà äîâiëüíèé âåêòîð

∣∣1
2
,m
〉
âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì âèðàçîì:

Ĵ+

∣∣∣∣12 ,m
〉

=
√
j (j + 1)−m (m+ 1)

∣∣∣∣12 ,m+ 1

〉
∣∣∣∣j = 1

2

∣∣∣∣⇒ =

√
3

4
−m (m+ 1)

∣∣∣∣12 ,m+ 1

〉
.

(5.61)

Çíàéäåìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè
〈

1
2
,m
∣∣∣ Ĵ+ ∣∣∣ 12 ,m′

〉
:

(5.61) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵ+ ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=

√
3

4
− 3

4

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 , 12 + 1

〉
(5.57) ⇒ =

√
0 · 0

= 0

(5.61) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵ+ ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
=

√
3

4
+

1

4

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 , 12
〉

(5.57) ⇒ =
√
1 · 1

= 1

(5.61) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵ+ ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=

√
3

4
− 3

4

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 , 12 + 1

〉
(5.57) ⇒ =

√
0 · 0

= 0

(5.61) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵ+ ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
=

√
3

4
+

1

4

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 , 12
〉

(5.57) ⇒ =
√
1 · 0

= 0.

(5.62)

Îòæå, ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ+ ó áàçèñi
{∣∣1

2
,m
〉}
:

(5.60), (5.62) ⇒ Ĵ+ =

(
0 1
0 0

)
. (5.63)

Çàäà÷à 158. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ− ó áàçèñi (5.56).
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Ðîçâ'ÿçîê.
ßê âiäîìî, äiÿ îïåðàòîðà Ĵ− íà äîâiëüíèé âåêòîð

∣∣1
2
,m
〉
âèçíà÷à¹òüñÿ

íàñòóïíèì âèðàçîì:

Ĵ−

∣∣∣∣12 ,m
〉

=
√
j (j + 1)−m (m− 1)

∣∣∣∣12 ,m− 1

〉
∣∣∣∣j = 1

2

∣∣∣∣⇒ =

√
3

4
−m (m− 1)

∣∣∣∣12 ,m− 1

〉
.

(5.64)

Çíàéäåìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè
〈

1
2
,m
∣∣∣ Ĵ− ∣∣∣ 12 ,m′

〉
:

(5.64) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵ− ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=

√
3

4
+

1

4

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
(5.57) ⇒ =

√
1 · 0

= 0

(5.64) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵ− ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
=

√
3

4
− 3

4

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2
− 1

〉
(5.57) ⇒ =

√
0 · 0

= 0

(5.64) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵ− ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=

√
3

4
+

1

4

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
(5.57) ⇒ =

√
1 · 1

= 1

(5.64) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵ− ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
=

√
3

4
− 3

4

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2
− 1

〉
(5.57) ⇒ =

√
0 · 0

= 0.

(5.65)

Îòæå, ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ− ó áàçèñi
{∣∣1

2
,m
〉}
:

(5.60), (5.62) ⇒ Ĵ− =

(
0 0
1 0

)
. (5.66)

Ïðèìiòêà. Ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ− ìîæíà çíàéòè øâèäøå
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íàñòóïíèì ÷èíîì:

Ĵ− =
(
Ĵ+

)†
(5.63) ⇒ =

(
0 1
0 0

)†

=

(
0 0
1 0

)
.

(5.67)

5.2.2 Ìàòðè÷íèé âèãëÿä êîìïîíåíò îïåðàòîðà ìîìåí-
òó êiëüêîñòi ðóõó

Çàäà÷à 159. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵx ó áà-
çèñi

{∣∣1
2
,m
〉}

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

Ĵx =
1

2

(
0 1
1 0

)
≡ 1

2
σ̂x, (5.68)

äå σ̂x � x-ìàòðèöÿ Ïàóëi.

Ðîçâ'ÿçîê.∣∣∣∣∣
{
Ĵ+ = Ĵx + iĴy

Ĵ− = Ĵx − iĴy

∣∣∣∣∣⇒ Ĵx =
1

2

(
Ĵ+ + Ĵ−

)
(5.63), (5.66) ⇒ =

1

2

[(
0 1
0 0

)
+

(
0 0
1 0

)]
=

1

2

(
0 1
1 0

)
.

(5.69)

Çàäà÷à 160. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵy ó áà-
çèñi

{∣∣1
2
,m
〉}

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

Ĵy =
1

2

(
0 −i
i 0

)
≡ 1

2
σ̂y, (5.70)

äå σ̂y � y-ìàòðèöÿ Ïàóëi.

Ðîçâ'ÿçîê.
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∣∣∣∣∣
{
Ĵ+ = Ĵx + iĴy

Ĵ− = Ĵx − iĴy

∣∣∣∣∣⇒ Ĵy =
1

2i

(
Ĵ+ − Ĵ−

)
(5.63), (5.66) ⇒ =

1

2i

[(
0 1
0 0

)
−
(
0 0
1 0

)]
=

1

2i

(
0 1
−1 0

)
=

1

2

(
0 −i
i 0

)
.

(5.71)

Çàäà÷à 161. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵz ó áà-
çèñi

{∣∣1
2
,m
〉}

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê

Ĵz =
1

2

(
1 0
0 −1

)
≡ 1

2
σ̂z, (5.72)

äå σ̂z � z-ìàòðèöÿ Ïàóëi.

Ðîçâ'ÿçîê.
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Çíàéäåìî ìàòðè÷íi åëåìåíòè
〈

1
2
,m
∣∣∣ Ĵz ∣∣∣ 12 ,m′

〉
:

(5.58) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵz ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=
1

2

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 , 12
〉

(5.57) ⇒ =
1

2
· 1

=
1

2

(5.58) ⇒
〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ Ĵz ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
= −1

2

〈
1

2
,
1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
(5.57) ⇒ = −1

2
· 0

= 0

(5.58) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵz ∣∣∣∣ 12 , 12
〉

=
1

2

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 , 12
〉

(5.57) ⇒ =
1

2
· 0

= 0

(5.58) ⇒
〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ Ĵz ∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
= −1

2

〈
1

2
,−1

2

∣∣∣∣ 12 ,−1

2

〉
(5.57) ⇒ = −1

2
· 1

= −1

2
.

(5.73)

Îòæå, ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵz ó áàçèñi
{∣∣1

2
,m
〉}
:

(5.60), (5.73) ⇒ Ĵz =
1

2

(
1 0
0 −1

)
. (5.74)

Ïðèìiòêà. Îïåðàòîð Ĵz ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi ìîæíà òàêîæ îòðè-
ìàòè, ñêîðèñòàâøèñü êîìóòàöiéíèìè ñïiââiäíîøåííÿìè äëÿ êîìïîíåíò
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îïåðàòîðà
−̂→
J :

∣∣∣∣ [Ĵi, Ĵj] = iεijkĴk

∣∣∣∣⇒ iĴz =
[
Ĵx, Ĵy

]
= ĴxĴy − ĴyĴx

(5.68), (5.70) ⇒ =
1

4

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
− 1

4

(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

1

4

(
i 0
0 −i

)
− 1

4

(
−i 0
0 i

)
=
i

2

(
1 0
0 −1

)
.

(5.75)

5.2.3 Ìàòðè÷íèé âèãëÿä êâàäðàòà îïåðàòîðà êiëüêî-
ñòi ðóõó äëÿ j = 1/2

Çàäà÷à 162. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà
−̂→
J

2

äëÿ j =
1/2

−̂→
J

2

=
3

4
Î . (5.76)

Ðîçâ'ÿçîê.

−̂→
J

2

= Ĵ2
x + Ĵ2

y + Ĵ2
z

(5.68), (5.70), (5.72) ⇒ =
1

4

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
+

1

4

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)
+

1

4

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=

1

4

(
1 0
0 1

)
+

1

4

(
1 0
0 1

)
+

1

4

(
1 0
0 1

)
=

3

4
Î .

(5.77)
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5.2.4 ßâíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ áàçèñó
{∣∣1

2 ,m
〉}

Åëåìåíòè áàçèñó
{∣∣1

2
,m
〉}

ó ìàòðè÷íîìó ïðåäñòàâëåííi ìàþòü âèãëÿä

{∣∣∣∣12 , 12
〉
,

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉}
=

{(
1
0

)
,

(
0
1

)}
. (5.78)

Çàäà÷à 163. Âèêîðèñòîâóþ÷è ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðiâ Ĵ±, äîâå-
ñòè, ùî áàçèñíi åëåìåíòè

{∣∣1
2
,m
〉}

ìàþòü âèãëÿä (5.78).

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè ó âèïàäêó j = 1/2 ãiëüáåðòiâ ïðîñòið äâîâèìiðíèé, òî áàçèñíi
åëåìåíòè

{∣∣1
2
,m
〉}

ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi äâîâèìiðíèõ âåêòîð-
ñòîâï÷èêiâ, çîêðåìà

∣∣∣∣12 , 12
〉

=

(
α
β

)
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

(
γ
δ

)
.

(5.79)

Äëÿ Ĵ+
∣∣1
2
, 1
2

〉
ìà¹ìî:

(5.61) ⇒ 0 = Ĵ+

∣∣∣∣12 , 12
〉

(5.63), (5.79) ⇒ =

(
0 1
0 0

)(
α
β

)
=

(
β
0

)
⇒ β = 0

(5.79) ⇒
∣∣∣∣12 , 12

〉
= α

(
1
0

)
(5.57) ⇒

∣∣∣∣12 , 12
〉

=

(
1
0

)
.

(5.80)
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Äëÿ Ĵ−
∣∣1
2
,−1

2

〉
ìà¹ìî:

(5.61) ⇒ 0 = Ĵ−

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
(5.66), (5.79) ⇒ =

(
0 0
1 0

)(
γ
δ

)
=

(
0
γ

)
⇒ γ = 0

(5.79) ⇒
∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
= δ

(
0
1

)
(5.57) ⇒

∣∣∣∣12 ,−1

2

〉
=

(
0
1

)
.

(5.81)

5.2.5 Îïåðàòîðè ïîâîðîòó íàâêîëî êîîðäèíàòíèõ îñåé
äëÿ j = 1/2

Äëÿ ÷àñòèíêè ç j = 1/2 îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂k,ϕ íà êóò ϕ íàâêîëî îñi
Oxk ìà¹ âèãëÿä

R̂k,ϕ = eiϕĴk

(5.68), (5.70), (5.72) ⇒ ≡ eiϕσ̂k/2.
(5.82)

Çàäà÷à 164. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂x,ϕ íà êóò ϕ íàâêîëî
îñi Ox ìà¹ âèãëÿä

R̂x,ϕ =

(
cos ϕ

2
i sin ϕ

2

i sin ϕ
2

cos ϕ
2

)
. (5.83)

Ðîçâ'ÿçîê.
Çíàéäåìî σ̂2

x:

σ̂2
x =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= Î .

(5.84)
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Òîäi äëÿ R̂x,ϕ ìà¹ìî:

(5.82) ⇒ R̂x,ϕ = eiϕσ̂x/2

=
∞∑
n=0

(iϕ/2)n

n!
σ̂nx

=
∞∑
n=0

(iϕ/2)2n

(2n)!
σ̂2n
x +

∞∑
n=0

(iϕ/2)2n+1

(2n+ 1)!
σ̂2n+1
x

(5.84) ⇒ =
∞∑
n=0

(iϕ/2)2n

(2n)!
Î +

∞∑
n=0

(iϕ/2)2n+1

(2n+ 1)!
σ̂x

= cosh

(
iϕ

2

)
Î + sinh

(
iϕ

2

)
σ̂x

= cos

(
ϕ

2

)
Î + i sin

(
ϕ

2

)
σ̂x

=

(
cos ϕ

2
0

0 cos ϕ
2

)
+

(
0 i sin ϕ

2

i sin ϕ
2

0

)

=

(
cos ϕ

2
i sin ϕ

2

i sin ϕ
2

cos ϕ
2

)
.

(5.85)

Çàäà÷à 165. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂y,ϕ íà êóò ϕ íàâêîëî
îñi Oy ìà¹ âèãëÿä

R̂y,ϕ =

(
cos ϕ

2
sin ϕ

2

− sin ϕ
2

cos ϕ
2

)
. (5.86)

Çàäà÷à 166. Ïîêàçàòè, ùî îïåðàòîð ïîâîðîòó R̂z,ϕ íà êóò ϕ íàâêîëî
îñi Oz ìà¹ âèãëÿä

R̂z,ϕ =

(
eiϕ/2 0
0 e−iϕ/2

)
. (5.87)
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5.3 ßâíèé âèãëÿä îïåðàòîðà ìîìåíòó êiëü-

êîñòi ðóõó òà éîãî âëàñíèõ ôóíêöié ó âè-

ïàäêó j = 1

Ó âèïàäêó j = 1 (â îäèíèöÿõ ℏ) ïðîåêöiÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó m íà
âiñü êâàíòóâàííÿ ìîæå ïðèéìàòè 3 çíà÷åííÿ: m = {1, 0,−1}. Öå îçíà÷à¹,
ùî áàçèñ {|j = 1,m⟩} ñêëàäà¹òüñÿ ç 3 åëåìåíòiâ

{|1,m⟩} ≡ {|1, 1⟩ , |1, 0⟩ , |1,−1⟩} , (5.88)

òîáòî ðîçìiðíiñòü ïðîñòîðó Ãiëüáåðòà äëÿ ìîìåíòó êiëüêîñòi ðóõó ó âè-
ïàäêó j = 1 ðiâíà 3.

Áàçèñíi åëåìåíòè (5.88) ¹ âëàñíèìè ôóíêöiÿìè åðìiòîâîãî îïåðàòîðà
Ĵz

Ĵz |1,m⟩ = m |1,m⟩ , (5.89)

ùî âiäïîâiäàþòü ðiçíèì âëàñíèì çíà÷åííÿìm. Îòæå, âîíè ¹ îðòîãîíàëü-
íi; íîðìóâàâøè ¨õ íà îäèíèöþ, îòðèìà¹ìî

⟨1,m | 1,m′⟩ = δmm′ . (5.90)

Äîâiëüíèé îïåðàòîð Â, ùî âèçíà÷åíèé ó ïðîñòîði Ãiëüáåðòà äëÿ ìî-
ìåíòó êiëüêîñòi ðóõó j = 1, ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi êîìïëåêñíî¨
ìàòðèöi 3× 3:

Â =



〈
1, 1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 1〉 〈
1, 1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 0〉 〈
1, 1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1,−1
〉

〈
1, 0

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 1〉 〈
1, 0

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 0〉 〈
1, 0

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1,−1
〉

〈
1,−1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 1〉 〈
1,−1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1, 0〉 〈
1,−1

∣∣∣ Â ∣∣∣ 1,−1
〉

 . (5.91)

Çàäà÷à 167. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ+ ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.

Çàäà÷à 168. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵ− ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.

Çàäà÷à 169. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵx ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.

Çàäà÷à 170. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵy ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.



140 Ðîçäië 5. ÌÎÌÅÍÒ ÊIËÜÊÎÑÒI ÐÓÕÓ

Çàäà÷à 171. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà Ĵz ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.

Çàäà÷à 172. Çíàéòè ìàòðè÷íèé âèãëÿä îïåðàòîðà
−̂→
J

2

ó áàçèñi {|jm⟩}
äëÿ j = 1.

Çàäà÷à 173. Çíàéòè ÿâíèé âèãëÿä åëåìåíòiâ áàçèñó {|jm⟩} äëÿ j = 1.
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5.4 Ñïií. Ìàòðèöi Ïàóëi

5.4.1 Ìàòðèöi Ïàóëi

ßê âiäîìî, ïîâíèé ìîìåíò êiëüêîñòi ðóõó, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ îïåðàòîðîì
−̂→
J , ìîæíà ðîçêëàñòè íà äâi ñêëàäîâi:

−̂→
J =

−̂→
L +

−̂→
S , (5.92)

äå
−̂→
L � îïåðàòîð îðáiòàëüíîãî ìîìåíòó,

−̂→
S � îïåðàòîð âëàñíîãî ìîìåíòó

÷àñòèíêè (ñïiíó).
Îðáiòàëüíèé ìîìåíò îïèñó¹òüñÿ êâàíòîâèì ÷èñëîì l, ÿêå ìîæå ïðè-

éìàòè ëèøå çíà÷åííÿ 0, ℏ, 2ℏ, . . . . Ñïií îïèñó¹òüñÿ êâàíòîâèì ÷èñëîì
s, ÿêå ìîæå ïðèéìàòè ÿê öiëi, òàê i íàïiâöiëi çíà÷åííÿ 0, ℏ

2
, ℏ, 3ℏ

2
, . . . .

Ðîçëÿíåìî âèïàäîê, êîëè ÷àñòèíêà îïèñó¹òüñÿ ëèøå ñïiíîâèì êâàí-
òîâèì ÷èñëîì s = ℏ

2
. Òîáòî l = 0, ml = 0, à ðiâíiñòü (5.92) ìà¹ âèãëÿä

−̂→
J

∣∣∣∣
l=0

=
−̂→
S . (5.93)

Âëàñíi çíà÷åííÿ ïðîåêöi¨ ñïiíó
−̂→
S òîäi ñïiâïàäàþòü iç âëàñíèìè çíà÷åí-

íÿìè
−̂→
J òà äîðiâíþþòü ±ℏ

2
. Êîìóòàöiéíi ñïiââiäíîøåííÿ äëÿ

−̂→
S :[

Ĵi, Ĵj

]
= iℏεijkĴk

(5.93) ⇒
[
Ŝi, Ŝj

]
= iℏεijkŜk,

(5.94)

äå εijk � ñèìâîë Ëåâi-×èâiòè.
Îñêiëüêè âëàñíi çíà÷åííÿ ñïiíó âèìiðþþòüñÿ â îäèíèöÿõ ℏ

2
, òî çðó÷íî

ïåðåéòè äî áåçðîçìiðíèõ îïåðàòîðiâ

−̂→
S =

ℏ
2
−̂→σ , (5.95)

äå −̂→σ � ò.çâ.ìàòðèöi Ïàóëi. Âëàñíi çíà÷åííÿ ìàòðèöü Ïàóëi, âiäïîâiäíî,
áóäóòü äîðiâíþâàòè ±1 (âëàñíi çíà÷åííÿ ñïiíó, ïîäiëåíi íà ℏ

2
).

Î÷åâèäíî, ùî
−̂→
S

†
=

−̂→
S

(5.95) ⇒ −̂→σ
†
= −̂→σ ,

(5.96)

òîáòî ìàòðèöi Ïàóëi åðìiòîâi.
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Çàäà÷à 174. Ïîêàçàòè, ùî

∀i = 1, 3, σ̂2
i = Î , (5.97)

äå Î � îäèíè÷íà ìàòðèöÿ.

Ðîçâ'ÿçîê.
Âëàñíi çíà÷åííÿ áóäü-ÿêî¨ ìàòðèöi Ïàóëi ðiâíi ±1. Öå îçíà÷à¹, ùî ó âëà-
ñíîìó áàçèñi (êîëè áàçèñ ñïiâïàäà¹ ç âëàñíèìè âåêòîðàìè) äîâiëüíà ìà-
òðèöÿ Ïàóëi ìà¹ âèãëÿä

Ûiσ̂iÛ
†
i = σ̂i, diag =

(
±1 0
0 ∓1

)
, (5.98)

äå Ûi � óíiòàðíà ìàòðèöÿ, ÿêà ïðèâîäèòü ìàòðèöþ σ̂i äî äiàãîíàëüíîãî
âèãëÿäó.

Îá÷èñëèìî (σ̂i, diag)
2:

(5.98) ⇒ (σ̂i, diag)
2 =

(
±1 0
0 ∓1

)(
±1 0
0 ∓1

)
=

(
(±1)2 0

0 (∓1)2

)
=

(
1 0
0 1

)
= Î .

(5.99)

Îòæå,

(5.99) ⇒ Î = (σ̂i, diag)
2

(5.98) ⇒ = Ûiσ̂iÛ
†
i Ûiσ̂iÛ

†
i

= Ûiσ̂iσ̂iÛ
†
i

= Ûiσ̂
2
i Û

†
i∣∣∣∣Û †

i • Ûi
∣∣∣∣⇒ σ̂2

i = Û †
i ÎÛi

= Û †
i Ûi

= Î ,

(5.100)

ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè.
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5.4.2 Ìàòðèöi Ïàóëi: êîìóòàòîð

Çàäà÷à 175. Ïîêàçàòè, ùî êîìóòàòîð ìàòðèöü Ïàóëi ðiâíèé

[σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k. (5.101)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.94), (5.95) ⇒
[
ℏ
2
σ̂i,

ℏ
2
σ̂j

]
= iℏεijk

ℏ
2
σ̂k

⇒ ℏ2

4
[σ̂i, σ̂j] = i

ℏ2

2
εijkσ̂k

⇒ [σ̂i, σ̂j] = 2iεijkσ̂k.

(5.102)

5.4.3 Ìàòðèöi Ïàóëi: àíòèêîìóòàòîð

Çàäà÷à 176. Ïîêàçàòè, ùî àíòèêîìóòàòîð ìàòðèöü Ïàóëi ðiâ-
íèé

{σ̂i, σ̂j} = 2δij, (5.103)

äå δij � ñèìâîë δ-Êðîíåêåðà.

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.101) ⇒ σ̂iσ̂j − σ̂jσ̂i = ±2iσ̂k, i ̸= j ̸= k∣∣∣∣∣
{
σ̂i•
•σ̂i

∣∣∣∣∣⇒
{
σ̂2
i σ̂j − σ̂iσ̂jσ̂i = ±2iσ̂iσ̂k

σ̂iσ̂jσ̂i − σ̂jσ̂
2
i = ±2iσ̂kσ̂i

, i ̸= j ̸= k

(5.97) ⇒
{
σ̂j − σ̂iσ̂jσ̂i = ±2iσ̂iσ̂k

σ̂iσ̂jσ̂i − σ̂j = ±2iσ̂kσ̂i
, i ̸= j ̸= k

⇒ ± 2i (σ̂iσ̂k + σ̂kσ̂i) = 0, i ̸= k∣∣∣∣k → j

∣∣∣∣⇒ σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = 0, i ̸= j

(5.97) ⇒ σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = 2δij.

(5.104)

5.4.4 Äîáóòîê ìàòðèöü Ïàóëi

Çàäà÷à 177. Ïîêàçàòè, ùî

σ̂iσ̂j = δij + iεijkσ̂k. (5.105)
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Ðîçâ'ÿçîê.

(5.101), (5.103) ⇒
{
σ̂iσ̂j − σ̂jσ̂i = 2iεijkσ̂k

σ̂iσ̂j + σ̂jσ̂i = 2δij

⇒ σ̂iσ̂j + σ̂iσ̂j = 2δij + 2iεijkσ̂k

⇒ σ̂iσ̂j = δij + iεijkσ̂k

(5.106)

Ïðèìiòêà. Ç (5.105) âèïëèâà¹, ùî äîâiëüíèé âèðàç, ÿêèé ìiñòèòü äîáó-
òîê äîâiëüíîãî ÷èñëà ìàòðèöü Ïàóëi, ìîæíà çâåñòè äî ëiíiéíîãî âèãëÿäó.
Òîáòî, äëÿ äîâiëüíî¨ ôóíêöi¨ f (x) âèêîíó¹òüñÿ íàñòóïíå:

f
(−̂→σ ) = aÎ +

−→
b · −̂→σ , (5.107)

äå a = const,
−→
b � ñòàëèé âåêòîð.

5.4.5 ßâíèé âèãëÿä ìàòðèöü Ïàóëi

ßêùî çà âiñü êâàíòóâàííÿ îáðàòè âiñü Oz, òî îïåðàòîð σ̂z òîäi áóäå ìàòè
äiàãîíàëüíèé âèãëÿä (îñêiëüêè éîãî âëàñíi âåêòîðè áóäóòü ôîðìóâàòè
áàçèñ), äå íà äiàãîíàëi ñòîÿòèìóòü âëàñíi çíà÷åííÿ ±1:

σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
. (5.108)

Òîäi äëÿ âåêòîðà |1, z⟩, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíîìó çíà÷åííþ +1, ìîæíà
çàïèñàòè

σ̂z |1, z⟩ = |1, z⟩∣∣∣∣(5.108), |1, z⟩ = (αβ
) ∣∣∣∣⇒ (

1 0
0 −1

)(
α
β

)
=

(
α
β

)
⇒

(
α
−β

)
=

(
α
β

)
⇒ |1, z⟩ =

(
α
0

)
∣∣∣∣ ⟨1, z | 1, z⟩ = 1

∣∣∣∣⇒ |1, z⟩ =
(
1
0

)
.

(5.109)

Àíàëîãi÷íî çíàõîäèìî, ùî äëÿ âåêòîðà |−1, z⟩, ùî âiäïîâiäà¹ âëàñíî-
ìó çíà÷åííþ −1,

σ̂z |−1, z⟩ = − |−1, z⟩

⇒ |−1, z⟩ =
(
0
1

)
.

(5.110)
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Ïðèìiòêà. Áàçèñ, â ÿêîìó σ̂z ìà¹ âèãëÿä (5.108) iç âëàñíèìè âåêòîðàìè
(5.109) òà (5.110), íàçèâà¹òüñÿ z-ïðåäñòàâëåííÿì.

Çàäà÷à 178. Ïîêàçàòè, ùî ó z-ïðåäñòàâëåííi îïåðàòîð (ìàòðèöÿ Ïà-
óëi) σ̂x ìà¹ âèãëÿä

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
. (5.111)

Ðîçâ'ÿçîê.
Â çàãàëüíîìó âèïàäêó îïåðàòîð σ̂x ìîæíà ïðåäñòàâèòè ÿê êîìïëåêñíó
ìàòðèöþ âèäó

σ̂x =

(
a b
c d

)
. (5.112)

Òîäi

(5.103) ⇒ σ̂xσ̂z = −σ̂zσ̂x

⇒ σ̂x =

(
0 b
c 0

)
(5.96), (5.97) ⇒ σ̂x =

(
0 eiϕ

e−iϕ 0

)
,

(5.113)

çâiäêè, ïîêëàâøè ϕ = 0, îòðèìó¹ìî (5.111).

Çàäà÷à 179. Ïîêàçàòè, ùî ó z-ïðåäñòàâëåííi σ̂y ìà¹ âèãëÿä

σ̂y =

(
0 −i
i 0

)
. (5.114)

Ðîçâ'ÿçîê.

(5.105) ⇒ σ̂zσ̂x = iσ̂y

(5.108), (5.111) ⇒ iσ̂y =

(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
=

(
0 1
−1 0

)
= i

(
0 −i
i 0

)
.

(5.115)

Çàäà÷à 180. Çíàéòè âëàñíèé âåêòîð |1, x⟩ îïåðàòîðà σ̂x ó z-ïðåäñòàâëåííi.
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Ðîçâ'ÿçîê.

σ̂x |1, x⟩ = |1, x⟩∣∣∣∣(5.111), |1, x⟩ = (αβ
) ∣∣∣∣⇒ (

0 1
1 0

)(
α
β

)
=

(
α
β

)
⇒

(
β
α

)
=

(
α
β

)
⇒ |1, x⟩ = α

(
1
1

)
∣∣∣∣ ⟨1, x | 1, x⟩ = 1

∣∣∣∣⇒ |1, x⟩ = 1√
2

(
1
1

)
.

(5.116)

Çàäà÷à 181. Çíàéòè âëàñíèé âåêòîð |−1, x⟩ îïåðàòîðà σ̂x ó z-ïðåäñòàâëåííi.

Çàäà÷à 182. Çíàéòè âëàñíèé âåêòîð |1, y⟩ îïåðàòîðà σ̂y ó z-ïðåäñòàâëåííi.

Çàäà÷à 183. Çíàéòè âëàñíèé âåêòîð |−1, y⟩ îïåðàòîðà σ̂y ó z-ïðåäñòàâëåííi.



Ðîçäië 6

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè

6.1 Ìàòðèöÿ ãóñòèíè îäíîêîìïîíåíòíî¨ ñè-

ñòåìè. ×èñòi òà çìiøàíi ñòàíè

Îïèñ çà äîïîìîãîþ õâèëüîâèõ ôóíêöié íå îõîïëþ¹ âñi ìîæëèâi ñòàíè, â
ÿêèõ ìîæå ïåðåáóâàòè êâàíòîâà ñèñòåìà. Ïðèìiðîì, ÿêùî ñèñòåìà ïåðå-
áóâà¹ ç iìîâiðíiñòþ p ̸= 0 ó ñòàíi |ψ⟩ òà ç iìîâiðíiñòþ q = 1 − p ̸= 0 � ó
ñòàíi |φ⟩ ̸= |ψ⟩, òî òàêèé ñòàí íå ìîæíà îïèñàòè ëiíiéíîþ êîìáiíàöi¹þ
(ñóïåðïîçèöi¹þ) ñòàíiâ |ψ⟩ òà |φ⟩.

Òàêèé âèïàäîê ìîæíà îïèñàòè ÿê ñòàòèñòè÷íó ñóìiø (ç âàãîâèìè
êîåôiöi¹íòàìè p òà q = 1− p) ñòàíiâ |ψ⟩ òà |φ⟩.

Ìàòåìàòè÷íî òàêi ñóìiøi îïèñóþòüñÿ çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ãóñòè-
íè (àáî ñòàòèñòè÷íîãî îïåðàòîðà) ρ̂, ÿêà ìà¹ âèãëÿä

ρ̂ = p |ψ⟩ ⟨ψ|+ q |φ⟩ ⟨φ| . (6.1)

Ïðèìiòêà. Êâàíòîâi ñòàíè, ÿêi ìîæíà îïèñàòè îäíi¹þ õâèëüîâîþ ôóí-
êöi¹þ, íàçèâàþòü ÷èñòèìè ñòàíàìè. Êâàíòîâi ñòàíè, ÿêi ìîæíà îïèñà-
òè ëèøå ÿê ñòàòèñòè÷íó ñóìiø õâèëüîâèõ ôóíêöié, íàçèâàþòü çìiøà-
íèìè ñòàíàìè.

Îïèñ êâàíòîâèõ ñèñòåì çà äîïîìîãîþ ìàòðèöi ãóñòèíè ¹ íàéáiëüø
ïîâíèì ñïîñîáîì îïèñó ñòàíiâ ó êâàíòîâié ìåõàíiöi.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó, ÿêùî ¹ íàáið õâèëüîâèõ ôóíêöié {|ψn⟩} ç âiä-
ïîâiäíèìè âàãîâèìè êîåôiöi¹íòàìè {pn}, òî ìàòðèöÿ ãóñòèíè òàêî¨ ñè-
ñòåìè âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

ρ̂ =
∑
n

pn |ψn⟩ ⟨ψn| , 0 ≤ pn ≤ 1,
∑
n

pn = 1, (6.2)

òîáòî pn � öå iìîâiðíiñòü çíàéòè ñèñòåìó ó ñòàíi |ψn⟩.

147
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Ç (6.2) âèäíî, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè ¹ åðìiòîâèì îïåðàòîðîì,
òîáòî

ρ̂† = ρ̂, (6.3)

îòæå ¨é âiäïîâiäà¹ ñïîñòåðåæóâàíà âåëè÷èíà.
ßêùî pn = δnn′ , òî ìàòðèöÿ ãóñòèíè òàêî¨ ñèñòåìè áóäå

(6.2) ⇒ ρ̂ =
∑
n

pn |ψn⟩ ⟨ψn|

=
∑
n

δnn′ |ψn⟩ ⟨ψn|

= |ψn′⟩ ⟨ψn′ | ,

(6.4)

òîáòî ñèñòåìà ïåðåáóâàòèìå ó ÷èñòîìó ñòàíi |ψn′⟩.
Óìîâó íîðìóâàííÿ ìàòðèöi ãóñòèíè ìîæíà âèçíà÷èòè íàñòóïíèì

÷èíîì:
Tr ρ̂ = 1. (6.5)

ßêùî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ÷èñòîìó ñòàíi (= ìîæå áóòè îïèñàíà
õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ), òî

ρ̂2 = ρ̂

⇓
Tr ρ̂2 = Tr ρ̂ = 1.

(6.6)

ßêùî ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó çìiøàíîìó ñòàíi (= íå ìîæå áóòè îïè-
ñàíà îäíi¹þ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ), òî

ρ̂2 ̸= ρ̂

⇓
Tr ρ̂2 < 1 ̸= Tr ρ̂ = 1,

(6.7)

òîáòî ó çìiøàíîìó ñòàíi êâàäðàò ìàòðèöi ãóñòèíè íå ñïiâïàäà¹ ç
íåþ, à òðåéñ ¨¨ êâàäðàòà íå äîðiâíþ¹ òðåéñó âiä íå¨. ßêùî ìàòðèöÿ
ãóñòèíè íîðìîâàíà íà îäèíèöþ, äèâ. (6.5), òî ó çìiøàíîìó ñòàíi òðåéñ
êâàäðàòà ìàòðèöi ãóñòèíè çàâæäè ìåíøèé çà îäèíèöþ.

Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ô ó ñòàíi, ùî îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ
ãóñòèíè ρ̂, âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

⟨O⟩ = Tr ρ̂Ô. (6.8)

Ïîçíà÷åííÿ. Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ

∀n, |ψn⟩ ≡ |n⟩ , (6.9)
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ïðè÷îìó ñòàíè {|n⟩} óòâîðþþòü îðòîíîðìîâàíèé áàçèñ, òîáòî

⟨n | k⟩ = δnk. (6.10)

Ïðèìiòêà. Óìîâà (6.10) íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ. Òóò âîíà âèêîðèñòîâó¹òüñÿ
âèêëþ÷íî ç ìåòîþ ïðîñòîòè âèêëàäó ìàòåðiàëó.

Ïðèìiòêà. Íàäàëi ââàæà¹ìî, ùî ãiëüáåðòiâ ïðîñòið äâîâèìiðíèé, òîá-
òî ùî n = 0, 1. Òîäi áàçèñ {|n⟩} â òàêîìó ïðîñòîði ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó
âèãëÿäi âåêòîðiâ

|0⟩ =
(
1
0

)
|1⟩ =

(
0
1

)
. (6.11)

Äàíà óìîâà íàêëàäà¹òüñÿ ç ìåòîþ ïðîñòîòè âèêëàäó ìàòåðiàëó (çîêðå-
ìà, äëÿ ñïðîùåííÿ ðîáîòè â ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi) òà íå ¹ îáîâ'ÿçêîâîþ.
Âåñü ôîðìàëiçì ìàòðèöi ãóñòèíè çàñòîñîâíèé äëÿ ïðîñòîðiâ Ãiëüáåðòà
äîâiëüíî¨ ðîçìiðíîñòi, ÿêi ìîæóòü âêëþ÷àòè íåïåðåðâíèé ñïåêòð áàçè-
ñíèõ ñòàíiâ.

Îïåðàöiÿ âçÿòòÿ òðåéñó âiä äîâiëüíîãî îïåðàòîðà Ô, íàïðèêëàä, ó
áàçèñi {|n⟩} â ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà âèãëÿäàòèìå íàñòóïíèì ÷èíîì:

Tr Ô =
∑
n

⟨n |O |n⟩ ≡
∑
n

Onn, (6.12)

äå Onn � äiàãîíàëüíi ìàòðè÷íi åëåìåíòè îïåðàòîðà Ô ó ìàòðè÷íîìó âè-
ãëÿäi.

Çàäà÷à 184. Äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ïåðåáóâà¹ ó ñòàíi

|0⟩ =
(
1
0

)
, (6.13)

ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè â:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Ðîçâ'ÿçîê.
Iìîâiðíiñòü ïåðåáóâàííÿ ñèñòåìè ó ñòàíi |0⟩ ðiâíà 1.

� Ìàòðèöÿ ãóñòèíè â ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñòàíó
(6.13):

(6.2), (6.13) ⇒ ρ̂ = |0⟩ ⟨0| . (6.14)
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� Ìàòðè÷íèé âèãëÿä ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñòàíó (6.13):

(6.14) ⇒ ρ̂ = |0⟩ ⟨0|

=

(
1
0

)(
1 0

)
=

(
1 0
0 0

)
.

(6.15)

Çàäà÷à 185. Äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ïåðåáóâà¹ â ñòàíàõ |χ1⟩ òà |χ2⟩ ç âiä-
ïîâiäíèìè iìîâiðíîñòÿìè p1 òà p2

|χ1⟩ = |1⟩ , p1 =
1

3

|χ2⟩ =
1√
2
(|0⟩ − |1⟩) , p2 =

2

3
,

(6.16)

ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè â:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Ðîçâ'ÿçîê.

� Ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà:

(6.2) ⇒ ρ̂ = p1 |χ1⟩ ⟨χ1|+ p2 |χ2⟩ ⟨χ2|

(6.16) ⇒ =
1

3
|1⟩ ⟨1|+ 2

3
· 1
2
(|0⟩ − |1⟩) (⟨0| − ⟨1|)

=
1

3
|1⟩ ⟨1|+ 1

3
(|0⟩ ⟨0| − |0⟩ ⟨1| − |1⟩ ⟨0|+ |1⟩ ⟨1|)

=
1

3
(|0⟩ ⟨0| − |0⟩ ⟨1| − |1⟩ ⟨0|) + 2

3
|1⟩ ⟨1| .

(6.17)
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� Ìàòðè÷íèé âèãëÿä:

(6.17) ⇒ ρ̂ =
1

3
(|0⟩ ⟨0| − |0⟩ ⟨1| − |1⟩ ⟨0|) + 2

3
|1⟩ ⟨1|

(6.11) ⇒ =
1

3

[(
1
0

)(
1 0

)
−
(
1
0

)(
0 1

)
−
(
0
1

)(
1 0

)]
+

2

3

(
0
1

)(
0 1

)
=

1

3

[(
1 0
0 0

)
−
(
0 1
0 0

)
−
(
0 0
1 0

)]
+

2

3

(
0 0
0 1

)
=

1

3

(
1 −1
−1 0

)
+

2

3

(
0 0
0 1

)
=

(
1
3

−1
3

−1
3

2
3

)
.

(6.18)

Çàäà÷à 186. Äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ïåðåáóâà¹ â ñòàíàõ |χ1⟩ òà |χ2⟩ ç âiä-
ïîâiäíèìè iìîâiðíîñòÿìè p1 òà p2

|χ1⟩ =
1

2
|0⟩+

√
3

2
|1⟩ , p1 =

1

2

|χ2⟩ = |1⟩ , p2 =
1

2
,

(6.19)

ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè â:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Çàäà÷à 187. Ïåðåâiðèòè óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêà
âiäïîâiäà¹ ñòàíîâi (6.13), ó:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Ðîçâ'ÿçîê.

� Ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà:

(6.14) ⇒ Tr ρ̂ = Tr |0⟩ ⟨0|
(6.12) ⇒ = ⟨0| (|0⟩ ⟨0|) |0⟩+ ⟨1| (|0⟩ ⟨0|) |1⟩

= ⟨0 | 0⟩ ⟨0 | 0⟩+ ⟨1 | 0⟩ ⟨0 | 1⟩
(6.10) ⇒ = 12 + 02

= 1.

(6.20)
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� Ìàòðè÷íèé âèãëÿä:

(6.15) ⇒ Tr ρ̂ = Tr

(
1 0
0 0

)
= 1 + 0

= 1.

(6.21)

Ïðèìiòêà. Ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè çàçâè÷àé ïðîñòi-
øi ó âèêîðèñòàííi, îñêiëüêè íå âèìàãàþòü ïîïåðåäíüîãî îá÷èñëåííÿ âñiõ
ìàòðè÷íèõ åëåìåíòiâ ó ÿâíîìó âèãëÿäi.

Çàäà÷à 188. Ïåðåâiðèòè óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè, ÿêà
âiäïîâiäà¹ ñòàíîâi (6.19), ó:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Çàäà÷à 189. Ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñòà-
íó (6.13), îïèñó¹ ÷èñòèé ñòàí. Ðîçðàõóíêè ïðîâåñòè ó:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Ðîçâ'ÿçîê.

� Ïîçíà÷åííÿ Äiðàêà:

(6.14) ⇒ ρ̂2 = (|0⟩ ⟨0|)2

= |0⟩ ⟨0 | 0⟩ ⟨0|
(6.10) ⇒ = |0⟩ ⟨0|
(6.14) ⇒ = ρ̂

⇓
Tr ρ̂2 = Tr ρ̂,

(6.22)

îòæå ñòàí ÷èñòèé.
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� Ìàòðè÷íèé âèãëÿä:

(6.15) ⇒ ρ̂2 =

(
1 0
0 0

)(
1 0
0 0

)
=

(
1 0
0 0

)
(6.15) ⇒ = ρ̂

⇓
Tr ρ̂2 = Tr ρ̂,

(6.23)

îòæå ñòàí ÷èñòèé.

Çàäà÷à 190. Ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ñòàí � ÷èñòèé ÷è çìiøàíèé � îïèñó¹
ìàòðèöÿ ãóñòèíè

ρ̂ =
1

2

(
1 −1
−1 1

)
. (6.24)

Çàäà÷à 191. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñòàíó
(6.16), îïèñó¹ çìiøàíèé ñòàí. Ðîçðàõóíêè ïðîâåñòè ó:

� ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà

� ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi.

Çàäà÷à 192. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ
〈
Ĥ
〉
îïåðàòîðà

Ĥ =
1√
2

(
1 1
1 −1

)
(6.25)

ó ñòàíi (6.13), âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìàëiçì ìàòðèöi ãóñòèíè.

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè îïåðàòîð Ĥ çàäàíèé ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi, òî ðîçðàõóíêè ïðî-
âîäèòèìåìî òàêîæ ó ìàòðè÷íîìó âèãëÿäi. Ñòàíó (6.13) âiäïîâiäà¹ ìàòðè-
öÿ ãóñòèíè (6.15), îòæå

(6.8) ⇒ ⟨H⟩ = Tr ρ̂Ĥ

(6.15), (6.25) ⇒ = Tr

[
1√
2

(
1 0
0 0

)(
1 1
1 −1

)]
= Tr

1√
2

(
1 1
0 0

)
=

1√
2
+ 0

=
1√
2
.

(6.26)
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Çàäà÷à 193. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà

σ̂z = |0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1| (6.27)

ó ñòàíi (6.16).

Ðîçâ'ÿçîê.
Îñêiëüêè îïåðàòîð σ̂z ïðåäñòàâëåíèé â ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà, òî é ìàòðè-
öþ ãóñòèíè äëÿ ñòàíó (6.16) âiçüìåìî â ïîçíà÷åííÿõ Äiðàêà (6.17).

Çíàéäåìî äîáóòîê îïåðàòîðiâ ρ̂σ̂z:

(6.17), (6.27) ⇒ ρ̂σ̂z =

[
1

3
(|0⟩ ⟨0| − |0⟩ ⟨1| − |1⟩ ⟨0|) + 2

3
|1⟩ ⟨1|

]
× (|0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨1|)

=
1

3
(|0⟩ ⟨0 | 0⟩ ⟨0| − |0⟩ ⟨1 | 0⟩ ⟨0| − |1⟩ ⟨0 | 0⟩ ⟨0|)

+
2

3
|1⟩ ⟨1 | 0⟩ ⟨0|

− 1

3
(|0⟩ ⟨0 | 1⟩ ⟨1| − |0⟩ ⟨1 | 1⟩ ⟨1| − |1⟩ ⟨0 | 1⟩ ⟨1|)

− 2

3
|1⟩ ⟨1 | 1⟩ ⟨1|

(6.10) ⇒ =
1

3
|0⟩ ⟨0| − 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1| − 2

3
|1⟩ ⟨1| .

(6.28)
Òîäi äëÿ ñåðåäíüîãî çíà÷åííÿ îïåðàòîðà ⟨σz⟩

(6.8) ⇒ ⟨σz⟩ = Tr ρ̂σ̂z

(6.28) ⇒ = Tr

(
1

3
|0⟩ ⟨0| − 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1| − 2

3
|1⟩ ⟨1|

)
(6.12) ⇒ = ⟨0|

(
1

3
|0⟩ ⟨0| − 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1| − 2

3
|1⟩ ⟨1|

)
|0⟩

+ ⟨1|
(
1

3
|0⟩ ⟨0| − 1

3
|1⟩ ⟨0|+ 1

3
|0⟩ ⟨1| − 2

3
|1⟩ ⟨1|

)
|1⟩

(6.10) ⇒ =
1

3
· 12 − 1

3
· 0 · 1 + 1

3
· 1 · 0− 2

3
· 02

+
1

3
· 02 − 1

3
· 1 · 0 + 1

3
· 0 · 1− 2

3
· 12

=
1

3
− 2

3

= −1

3
.

(6.29)
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Çàäà÷à 194. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà

σ̂x =

(
0 1
1 0

)
(6.30)

ó ñòàíi, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ãóñòèíè (6.24).
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6.2 Ìàòðèöÿ ãóñòèíè áàãàòîêîìïîíåíòíî¨ ñè-

ñòåìè

Ñèñòåìó, ÿêà ñêëàäà¹òüñÿ ç êiëüêîõ ïiäñèñòåì (íàïðèêëàä, äâîõ), òà ïå-
ðåáóâà¹ ó ÷èñòîìó ñòàíi (òîáòî îïèñó¹òüñÿ îäíi¹þ õâèëüîâîþ ôóíêöi¹þ),
ìîæíà ïðåäñòàâèòè â çàãàëüíîìó âèïàäêó ÿê

|ψ⟩ =
∑
ij

aij |χiφj⟩ ≡
∑
ij

aij |χi⟩1 |φj⟩2 =
∑
ij

aij |χi⟩1 ⊗ |φj⟩2 , (6.31)

äå iíäåêñè 1 òà 2 ïîçíà÷àþòü ðiçíi ïiäñèñòåìè, à ⊗ � îïåðàöiÿ òåíçîðíîãî
äîáóòêó.

Ïðèìiòêà. Ùîá ïðåäñòàâèòè âåêòîðè |χi⟩1 ⊗ |φj⟩2 ó âèãëÿäi âåêòîðiâ-
ñòîâï÷èêiâ, íåîáõiäíî êîæíèé åëåìåíò âåêòîðà-ñòîâï÷èêà |χi⟩1 ïîìíî-
æèòè íà âåñü âåêòîð-ñòîâï÷èê |φj⟩2 (äèâ. (6.33)).

Íàäàëi äëÿ ïðîñòîòè ðîçãëÿäàòèìåìî òàêi ïiäñèñòåìè, êîæíà ç ÿêèõ
âèçíà÷åíà ó äâîâèìiðíîìó ãiëüáåðòîâîìó ïðîñòîði. Âiäïîâiäíî, ðîçìið-
íiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó âñi¹¨ ñèñòåìè áóäå ðiâíà 4.

Ïðèìiòêà. Ðîçìiðíiñòü ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ïiäñèñòåì (ÿê i âñi¹¨
ñèñòåìè) ìîæå áóòè äîâiëüíîþ.

Â ÿêîñòi áàçèñíèõ âåêòîðiâ ïiäñèñòåì 1 òà 2 îáåðåìî áàçèñ (6.11); òîäi
áàçèñíi âåêòîðè ñèñòåìè áóäóòü

|00⟩ |01⟩ |10⟩ |11⟩ . (6.32)

Çîêðåìà, ÿêùî ïðåäñòàâèòè êîæíèé åëåìåíò áàçèñó (6.32) ó âèãëÿäi
âåêòîðà-ñòîâï÷èêà â ïîçíà÷åííÿõ (6.11), òî âîíè ìàòèìóòü íàñòóïíèé
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âèãëÿä (äèâ. Ïðèìiòêà. ïiä âèðàçîì (6.31)):

|00⟩ ≡ |0⟩1 |0⟩2 = |0⟩1 ⊗ |0⟩2 =
(
1
0

)
⊗
(
1
0

)
=

1

(
1
0

)
0

(
1
0

)
 =


1
0
0
0



|01⟩ ≡ |0⟩1 |1⟩2 = |0⟩1 ⊗ |1⟩2 =
(
1
0

)
⊗
(
0
1

)
=

1

(
0
1

)
0

(
0
1

)
 =


0
1
0
0



|10⟩ ≡ |1⟩1 |0⟩2 = |1⟩1 ⊗ |0⟩2 =
(
0
1

)
⊗
(
1
0

)
=

0

(
1
0

)
1

(
1
0

)
 =


0
0
1
0



|11⟩ ≡ |1⟩1 |1⟩2 = |1⟩1 ⊗ |1⟩1 =
(
0
1

)
⊗
(
0
1

)
=

0

(
0
1

)
1

(
0
1

)
 =


0
0
0
1

 .

(6.33)

Ñòàí (6.31) ìîæíà çàïèñàòè â áàçèñi (6.32) ÿê

|ψ⟩ =
∑
ij

αij |i⟩1 |j⟩2 ≡
∑
ij

αij |ij⟩ . (6.34)

Ìàòðèöÿ ãóñòèíè ρ̂, ÿêà âiäïîâiäà¹ ñòàíó (6.34), âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

(6.2) ⇒ ρ̂ = |ψ⟩ ⟨ψ|
= |ψ⟩ (|ψ⟩)†

(6.34) ⇒ =
∑
ij

αij |ij⟩
∑
i′j′

α∗
i′j′ ⟨i′j′|

=
∑
ii′jj′

αijα
∗
i′j′ |ij⟩ ⟨i′j′| .

(6.35)

Ñêàëÿðíèé äîáóòîê áàçèñíèõ âåêòîðiâ |i⟩1 |j⟩2 ≡ |ij⟩ âèçíà÷à¹-
òüñÿ ÿê

⟨ij |nk⟩ ≡ ( ⟨i|1 ⊗ ⟨j|2 ) (|n⟩1 ⊗ |k⟩2)
= ⟨i |n⟩1 1 ⟨j | k⟩2 2

(6.10) ⇒ = (δin)1 (δjk)2
= δinδjk,

(6.36)
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òîáòî áàçèñ (6.32) ¹ îðòîíîðìîâàíèì.
Ïðèìiòêà. Ôîðìóëó (6.36) ìîæíà çàïàì'ÿòàòè, ÿêùî êåðóâàòèñÿ íà-

ñòóïíèì ïðàâèëîì: â îðòîíîðìîâàíîìó áàçèñi ñêàëÿðíèé äîáóòîê
äîðiâíþ¹:

� îäèíèöi, ÿêùî âèðàçè çëiâà i ñïðàâà âiä âåðòèêàëüíî¨ ðèñêè ñïiâ-
ïàäàþòü

� íóëþ, ÿêùî âèðàçè çëiâà i ñïðàâà âiä âåðòèêàëüíî¨ ðèñêè íå ñïiâ-
ïàäàþòü.

Â çàãàëüíîìó âèïàäêó ñòàíè ïiäñèñòåì 1 òà 2, ç ÿêèõ ñêëàäà¹òüñÿ
ñèñòåìà, íå ìîæíà ïðåäñòàâèòè ó âèãëÿäi ïåâíîãî ÷èñòîãî ñòàíó � íàâiòü
ÿêùî ñàìà ñèñòåìà ïåðåáóâà¹ ó ÷èñòîìó ñòàíi. Ñàìå äëÿ îïèñó òàêèõ
ñèòóàöié i ïîòðiáåí ôîðìàëiçì ìàòðèöi ãóñòèíè.

Çîêðåìà, íåõàé ñèñòåìà îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ãóñòèíè ρ̂. Òîäi ïiäñè-
ñòåìè 1 òà 2 îïèñóþòüñÿ ìàòðèöÿìè ãócòèíè ρ̂1 òà ρ̂2 âiäïîâiäíî, ÿêi
áóäóþòüñÿ íàñòóïíèì ÷èíîì:

(6.12) ⇒ ρ̂1 = Tr2 ρ̂ =
∑
n

⟨n | ρ̂ |n⟩2 2

(6.12) ⇒ ρ̂2 = Tr1 ρ̂ =
∑
k

⟨k | ρ̂ | k⟩1 1 ,
(6.37)

äå Tr2 îçíà÷à¹ ÷àñòêîâèé òðåéñ ïî áàçèñíèõ ñòàíàõ ëèøå ïiäñè-
ñòåìè 2, à Tr1 � ïî áàçèñíèõ ñòàíàõ ëèøå ïiäñèñòåìè 1. Ïðè öüîìó
êîìïîíåíòè iíøî¨ ïiäñèñòåìè (òà, ïî ÿêié íå áåðåòüñÿ ÷àñòêîâèé òðåéñ)
çàëèøàþòüñÿ áåç çìií.

Íåõàé îïåðàòîð Ô1 âèçíà÷åíèé ëèøå äëÿ ïiäñèñòåìè 1, à îïåðàòîð Ô2

� ëèøå äëÿ ïiäñèñòåìè 2. Òîäi ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ô1 àáî Ô2

âèçíà÷à¹òüñÿ ÿê

⟨O1⟩ = Tr1 ρ̂1Ô1

⟨O2⟩ = Tr2 ρ̂2Ô2,
(6.38)

Ïðèìiòêà. Îñêiëüêè ρ̂1, Ô1 òà ρ̂2, Ô2 âèçíà÷åíi ëèøå ó ïðîñòîði ïiäñè-
ñòåì 1 òà 2, òî iíäåêñè áiëÿ òðåéñó â (6.38) ìîæíà îïóñòèòè ÿê íàñëiäîê
òîãî, ùî ïiäïðîñòið iíøî¨ ïiäñèñòåìè (2 òà 1 âiäïîâiäíî) ïiñëÿ âçÿòòÿ
÷àñòêîâîãî òðåéñó æîäíèì ÷èíîì íå âïëèâàòèìå íà ðåçóëüòàò.

Ïðèìiòêà. Ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ îïåðàòîðà Ô, âèçíà÷åíîãî äëÿ âñi¹¨ ñè-
ñòåìè, çíàõîäèòüñÿ çãiäíî (6.8), òîáòî

⟨O⟩ = Tr ρ̂Ô. (6.39)
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Ïðè öüîìó òðåéñ áåðåòüñÿ ïî áàçèñíèõ ñòàíàõ âñi¹¨ ñèñòåìè (íàïðèêëàä,
{|ij⟩}).

Çàäà÷à 195. Çíàéòè ìàòðèöþ ãóñòèíè ñèñòåìè, ÿêà çíàõîäèòüñÿ ó
ñòàíi

|ψ⟩ = 1√
2
(|00⟩ − |11⟩) . (6.40)

Ðîçâ'ÿçîê.

(6.35), (6.40) ⇒ ρ̂ =
1

2
(|00⟩ − |11⟩) (⟨00| − ⟨11|)

=
1

2
(|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|) .

(6.41)

Çàäà÷à 196. Ïåðåâiðèòè óìîâó íîðìóâàííÿ äëÿ ìàòðèöi ãóñòèíè (6.41).

Ðîçâ'ÿçîê.

(6.41) ⇒ Tr ρ̂ = Tr
1

2
(|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|)

(6.32) ⇒ =
1

2
⟨00| (|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|) |00⟩

+
1

2
⟨01| (|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|) |01⟩

+
1

2
⟨10| (|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|) |10⟩

+
1

2
⟨11| (|00⟩ ⟨00| − |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ |11⟩ ⟨11|) |11⟩

(6.36) ⇒ =
1

2

(
12 − 1 · 0− 0 · 1 + 02

)
+

1

2

(
02 − 02 − 02 + 02

)
+

1

2

(
02 − 02 − 02 + 02

)
+

1

2

(
02 − 0 · 1− 1 · 0 + 12

)
= 1,

(6.42)
îòæå óìîâà íîðìóâàííÿ äëÿ ρ̂ âèêîíó¹òüñÿ.

Çàäà÷à 197. Ïîêàçàòè, ùî ìàòðèöÿ ãóñòèíè (6.41) îïèñó¹ ÷èñòèé
ñòàí ñèñòåìè.
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Çàäà÷à 198. Äëÿ ñòàíó (6.40) çíàéòè ìàòðèöþ ãóñòèíè ïåðøî¨ ïiä-
ñèñòåìè ρ̂1.

Ðîçâ'ÿçîê.

(6.37) ⇒ ρ̂1 = Tr2 ρ̂

(6.37) ⇒ = ⟨0 | ρ̂ | 0⟩2 2 + ⟨1 | ρ̂ | 1⟩2 2

(6.41) ⇒ =
1

2
⟨0|2

(
|0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

− |0⟩1 |0⟩2 ⟨1|1 ⟨1|2

− |1⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

+ |1⟩1 |1⟩2 ⟨1|1 ⟨1|2

)
|0⟩2

+
1

2
⟨1|2

(
|0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

− |0⟩1 |0⟩2 ⟨1|1 ⟨1|2

− |1⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

+ |1⟩1 |1⟩2 ⟨1|1 ⟨1|2

)
|1⟩2

=
1

2

(
|0⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 0⟩2 2 ⟨0 | 0⟩2 2

− |0⟩1 ⟨1|1 ⟨0 | 0⟩2 2 ⟨1 | 0⟩2 2

− |1⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 1⟩2 2 ⟨0 | 0⟩2 2

+ |1⟩1 ⟨1|1 ⟨0 | 1⟩2 2 ⟨1 | 0⟩2 2

)
+

1

2

(
|0⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 0⟩2 2 ⟨0 | 1⟩2 2

− |0⟩1 ⟨1|1 ⟨1 | 0⟩2 2 ⟨1 | 1⟩2 2

− |1⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 1⟩2 2 ⟨0 | 1⟩2 2

+ |1⟩1 ⟨1|1 ⟨1 | 1⟩2 2 ⟨1 | 1⟩2 2

)
(6.10) ⇒ =

1

2

(
|0⟩ ⟨0| · 12 − |0⟩ ⟨1| · 1 · 0− |1⟩ ⟨0| · 0 · 1 + |1⟩ ⟨1| · 02

)
+

1

2

(
|0⟩ ⟨0| · 02 − |0⟩ ⟨1| · 0 · 1− |1⟩ ⟨0| · 1 · 0 + |1⟩ ⟨1| · 12

)
=

1

2
|0⟩ ⟨0|+ 1

2
|1⟩ ⟨1|

(6.11) ⇒ =

(
1
2

0

0 1
2

)
,

(6.43)
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äå â îñòàííiõ 4õ ðÿäêàõ iíäåêñ 1 îïóùåíî, îñêiëüêè çàëèøèëàñÿ ëèøå
ïiäñèñòåìà 1, äèâ. Ïðèìiòêà ïiñëÿ (6.38).

Ïðèìiòêà. Iíäåêñ 2 ïiä ÷àñ îá÷èñëåííÿ òðåéñó îçíà÷à¹, ùî ñêàëÿðíi
äîáóòêè áåðóòüñÿ ëèøå äëÿ äðóãèõ ñèìâîëiâ ó âåêòîðàõ ñèñòåìè. Òi æ
÷àñòèíè âåêòîðiâ, ÿêi âiäíîñÿòüñÿ äî ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè, çàëèøàþòüñÿ
áåç çìií, äèâ. ïåðåõiä âiä 3-ãî òà 4-ãî ðÿäêiâ äî âiäïîâiäíî 5-ãî òà 6-ãî ó
(6.43).

Çàäà÷à 199. Ïîêàçàòè, ùî ñòàí ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè (6.43) ¹ çìiøàíèì.

Çàäà÷à 200. Äëÿ ñòàíó (6.40) çíàéòè ìàòðèöþ ãóñòèíè äðóãî¨ ïiäñè-
ñòåìè ρ̂2.

Çàäà÷à 201. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ïåðåáó-
âà¹ â ñòàíàõ |ψ1⟩ òà |ψ2⟩ ç âiäïîâiäíèìè iìîâiðíîñòÿìè p1 òà p2:

|ψ1⟩ = |00⟩ , p1 =
1

4

|ψ2⟩ =
1√
2
(|01⟩+ i |10⟩) , p2 =

3

4
.

(6.44)

Ðîçâ'ÿçîê.

(6.2) ⇒ ρ̂ = p1 |ψ1⟩ ⟨ψ1|+ p2 |ψ2⟩ ⟨ψ2|

(6.35), (6.44) ⇒ =
1

4
|00⟩ ⟨00|+ 3

4

1

2
(|01⟩+ i |10⟩) (⟨01| − i ⟨10|)

=
1

4
|00⟩ ⟨00|+ 3

8
|01⟩ ⟨01| − 3i

8
|01⟩ ⟨10|

+
3i

8
|10⟩ ⟨01|+ 3

8
|10⟩ ⟨10| .

(6.45)

Çàäà÷à 202. Ïîáóäóâàòè ìàòðèöþ ãóñòèíè äëÿ ñèñòåìè, ÿêà ïåðåáó-
âà¹ â ñòàíàõ |ψ1⟩ òà |ψ2⟩ ç âiäïîâiäíèìè iìîâiðíîñòÿìè p1 òà p2:

|ψ1⟩ = |01⟩ , p1 =
2

3

|ψ2⟩ =
1√
3
|00⟩+ i

√
2

3
|01⟩ , p2 =

1

3
.

(6.46)

Ðîçâ'ÿçîê.
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(6.2) ⇒ ρ̂ = p1 |ψ1⟩ ⟨ψ1|+ p2 |ψ2⟩ ⟨ψ2|

(6.35), (6.46) ⇒ =
2

3
|01⟩ ⟨01|

+
1

3

(
1√
3
|00⟩+ i

√
2

3
|01⟩

)(
1√
3
⟨00| − i

√
2

3
⟨01|

)

=
2

3
|01⟩ ⟨01|+ 1

9
|00⟩ ⟨00|+ i

√
2

9
|01⟩ ⟨00|

− i

√
2

9
|00⟩ ⟨01|+ 2

9
|01⟩ ⟨01|

=
1

9
|00⟩ ⟨00|+ i

√
2

9
|01⟩ ⟨00| − i

√
2

9
|00⟩ ⟨01|

+
8

9
|01⟩ ⟨01| .

(6.47)

Çàäà÷à 203. Ç'ÿñóâàòè, ÿêèé ñòàí � ÷èñòèé ÷è çìiøàíèé � âiäïîâiäà¹
ñòàíó (6.46).

Çàäà÷à 204. Äëÿ ñòàíó (6.46) çíàéòè ìàòðèöþ ãóñòèíè ρ̂1 ïåðøî¨
ïiäñèñòåìè. ßêèé ñòàí � ÷èñòèé ÷è çìiøàíèé � îïèñó¹ ρ̂1?

Ðîçâ'ÿçîê.
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(6.37) ⇒ ρ̂1 = Tr2 ρ̂

(6.37) ⇒ = ⟨0 | ρ̂ | 0⟩2 2 + ⟨1 | ρ̂ | 1⟩2 2

(6.47) ⇒ =
1

9
⟨0|2

(
|0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

+ i
√
2 |0⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

− i
√
2 |0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨1|2

+ 8 |0⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨1|2

)
|0⟩2

+
1

9
⟨1|2

(
|0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

+ i
√
2 |0⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨0|2

− i
√
2 |0⟩1 |0⟩2 ⟨0|1 ⟨1|2

+ 8 |0⟩1 |1⟩2 ⟨0|1 ⟨1|2

)
|1⟩2

=
1

9

(
|0⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 0⟩2 2 ⟨0 | 0⟩2 2

+ i
√
2 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 1⟩2 2 ⟨0 | 0⟩2 2

− i
√
2 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 0⟩2 2 ⟨1 | 0⟩2 2

+ 8 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨0 | 1⟩2 2 ⟨1 | 0⟩2 2

)
+

1

9

(
|0⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 0⟩2 2 ⟨0 | 1⟩2 2

+ i
√
2 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 1⟩2 2 ⟨0 | 1⟩2 2

− i
√
2 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 0⟩2 2 ⟨1 | 1⟩2 2

+ 8 |0⟩1 ⟨0|1 ⟨1 | 1⟩2 2 ⟨1 | 1⟩2 2

)
(6.10) ⇒ =

1

9

(
|0⟩ ⟨0| · 12 + i

√
2 |0⟩ ⟨0| · 0 · 1− i

√
2 |0⟩ ⟨0| · 1 · 0

+ 8 |0⟩ ⟨0| · 02
)

+
1

9

(
|0⟩ ⟨0| · 02 + i

√
2 |0⟩ ⟨0| · 1 · 0− i

√
2 |0⟩ ⟨0| · 0 · 0

+
8

9
|0⟩ ⟨0| · 12

)
=

1

9
|0⟩ ⟨0|+ 8

9
|0⟩ ⟨0|

= |0⟩ ⟨0| ,

(6.48)

äå â îñòàííiõ 6è ðÿäêàõ iíäåêñ 1 îïóùåíî, îñêiëüêè çàëèøèëàñÿ ëèøå
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ïiäñèñòåìà 1, äèâ. Ïðèìiòêà ïiñëÿ (6.38).
Ïåðåâiðêà ÷èñòîòè ñòàíó ïåðøî¨ ïiäñèñòåìè:

(6.48) ⇒ (ρ̂1)
2 = (|0⟩ ⟨0|)2

= |0⟩ ⟨0 | 0⟩ ⟨0|
(6.10) ⇒ = |0⟩ ⟨0|
(6.48) ⇒ = ρ̂1

⇓
Tr (ρ̂1)

2 = Tr ρ̂1.

(6.49)

Îòæå, ïåðøà ïiäñèñòåìà ïåðåáóâà¹ â ÷èñòîìó ñòàíi.

Çàäà÷à 205. Äëÿ ñòàíó (6.46) çíàéòè ìàòðèöþ ãóñòèíè ρ̂2 äðóãî¨ ïiä-
ñèñòåìè. ßêèé ñòàí � ÷èñòèé ÷è çìiøàíèé � îïèñó¹ ρ̂2?

Çàäà÷à 206. Çíàéòè ñåðåäí¹ çíà÷åííÿ ⟨A⟩ îïåðàòîðà

Â = |00⟩ ⟨11| − |11⟩ ⟨00|+ a |01⟩ ⟨10|+ b |10⟩ ⟨01| , a, b ∈ C (6.50)

ó ñòàíi, ÿêèé îïèñó¹òüñÿ ìàòðèöåþ ãóñòèíè (6.41). ×îìó ⟨A⟩ íå çàëå-
æèòü âiä çíà÷åííÿ ñòàëèõ a òà b?
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