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Вступ

Навчальний посiбник є доповненням до лекцiйного курсу «Лiнiйна алгебра та
аналiтична геометрiя», що читається для студентiв фiзичного факультету. Книга
призначена для аудиторних занять i самостiйної роботи, а також може використову-
ватися викладачами при пiдготовцi до практичних занять з даного курсу.

Посiбник включає теоретичнi вiдомостi про рiзнi роздiли лiнiйної алгебри: матри-
цi, визначники, системи лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, а також алгоритми розв’язку
та приклади типових задач. Теоретичний матерiал має чiтку та просту для розумiння
iєрархiю, однаковiсть використовуваної термiнологiї та символьних позначень. Стру-
ктура матерiалу носить практикоорiєнтований характер. Окрiм стислого викладення
найбiльш важливих означень та теорем, задача посiбника полягає у розвитку обчи-
слювальних навичок та логiчного мислення, якi допомагатимуть у вивченнi курса
«Лiнiйна алгебра та аналiтична геометрiя», а також в подальшому у засвоєннi бiльш
складних фiзичних та математичних курсiв.

На завершення частини курсу лекцiй, охопленої даним посiбником, та вiдповiдних
практичних занять студент повинен:

знати

— означення матрицi та лiнiйних операцiй над матрицями;

— означення та властивостi визначника матрицi;

— означення та властивостi лiнiйно незалежної системи векторiв, критерiї лiнiйної
незалежностi;

— означення та властивостi добутку матриць;

— означення симетричної, антисиметричної, ортогональної, ермiтової, унiтарної
матриць;

— означення мiнору, базисного мiнору та рангу матрицi;

— теореми Крамера та Кронекера-Капеллi;

— що таке Фундаментальна Система Розв’язкiв, Нормальна Фундаментальна Си-
стема Розв’язкiв i Загальний Розв’язок заданої СЛАР та яка мiж ними рiзниця;

вмiти

— розрахувати визначник матрицi за довiльним рядком або стовпчиком;

— знаходити суму i рiзницю матриць, добуток матрицi на число, матрицю, транс-
поновану по вiдношенню до заданої;
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— множити матрицi;

— шукати матрицю, обернену до даної методом Гауса;

— шукати ранг матрицi методом Гауса;

— шукати розв’язок СЛАР типу (n× n) методом Крамера та методом Гауса;

— знаходити нормальну фундаментальну систему розв’язкiв, фундаментальну си-
стему розв’язкiв i загальний розв’язок для СЛАР типу (m× n),m 6= n.

8



Роздiл 1
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10 РОЗДIЛ 1. МАТРИЦI

1.1 Означення матрицi

Основнi поняття та означення 1.1. Означення. Прямокутною матрицею роз-
мiромm×n, (m,n = 1, 2, 3 ...) називають сукупнiсть математичних об’єктiв, поданих
у виглядi таблицi з m рядкiв i n стовпчикiв:

A =


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 ≡


a11 a12 ... a1n
a21 a22 ... a2n
... ... ... ...
am1 am2 ... amn

 (1.1)

Об’єкти, що складають матрицю, називають її елементами. Елементи матрицi
позначають буквами з двома iндексами aij або aij. Якщо обидва iндекси розташованi
знизу, то перший з них позначає номер рядка, а другий – номер стовпчика, на перети-
нi яких розташований даний елемент матрицi. Якщо ж один з iндексiв розташовано
зверху, то цей iндекс означає номер рядка, а нижнiй – номер стовпчика. (Не можна
плутати верхнi iндекси з показниками степеня!). Елементи матрицi можуть мати
рiзноманiтну природу – це можуть бути дiйснi або комплекснi числа, координати
векторiв, функцiї i т. п.

Прямокутну матрицю, що складається з m рядкiв i n стовпчикiв часто називають
m×n матрицею. Для m×n матрицi A можна використовувати позначення (aij)m×n,
а якщо розмiри матрицi обумовлено завчасно, то, не вказуючи їх, можна писати
A = (aij).

Якщо кiлькiсть рядкiв матрицi дорiвнює кiлькостi стовпчикiв, то матрицю нази-
ваєть квадратною, а кiлькiсть її рядкiв (стовпчикiв) називають порядком матрицi.
Елементи квадратної матрицi з iндексами i = j називають дiагональними елемента-
ми; сукупнiсть цих елементiв називають головною дiагоналлю матрицi, а елементи з
i 6= j називають недiагональними елементами.
1.2. Зауваження. Матрицi, елементами яких є дiйснi або комплекснi числа на-
зивають числовими матрицями. Для числових матриць замiсть наданого вище
означення 1.1 iнодi вводять iнше (але еквiвалентне йому) означення. Для цого роз-
глядають двi множини цiлих чисел: I = {1, 2, ..., m} i J = {1, 2, ... n} . Виразом
(I × J) позначають множину всiх пар чисел виду (i, j), де i – число з множини I, j
– число з множини J. Матрицею називають функцiю на множинi (I × J), тобто ма-
тематичне правило, за яким кожнiй парi чисел (i, j) ставиться у вiдповiднiсть певне
число aij.
1.3. Означення. Двi матрицi A та B називають рiвними одна однiй, якщо вони
мають однаковi розмiри (тобто, однакову кiлькiсть рядкiв i стовпчикiв) та елементи,
якi стоять на однакових мiсцях, дорiвнюють один одному, тобто (aij)m×n = (bij)m×n.

1.2 Лiнiйнi операцiї над матрицями

1.4. Означення. Нехай A та B – матрицi, що складаються з m рядкiв i n стовпчикiв.
Сумою матриць A та B називають матрицю C того ж розмiру m×n, кожний елемент
якої дорiвнює сумi елементiв матриць A та B, якi стоять на тих самих мiсцях, тобто
елементи cij матрицi C пов’язанi з елементами aij та bij матриць A та B рiвнiстю
cij = aij + bij для всiх i = 1, ..., m та j = 1, ..., n.
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Суму матриць A та B позначають A + B. Операцiю знаходження матрицi C за
вiдомими матрицями A та B називають додаванням матриць.
1.5. Зауваження. З означення суми матриць випливає, що операцiя додавання
матриць визначена лише для матриць одного розмiру, а матрицi рiзного розмiру
додати неможливо.
1.6. Означення. Матрицю C, елементи якої cij дорiвнюють добутку елементiв aij
матрицi A на дiйсне або комплексне число α, називають добутком матрицi A на число
α i позначають αA. Отже, cij = α aij для всiх i = 1, ..., m та j = 1, ..., n.

З означень 1.3. i 1.4. випливають наведенi нижче властивостi операцiй додавання
матриць A,B та C i множення матрицi на довiльнi числа α та β.
1.7. Властивiсть. Додавання матриць є комутативною операцiєю, тобто

A+B = B + A. (1.2)

1.8. Властивiсть. Додавання матриць є асоцiативною операцiєю, тобто

(A+B) + C = A+ (B + C). (1.3)

1.9. Властивiсть. Множення матрицi на число є дистрибутивною операцiєю по
вiдношенню до матриць, тобто

α(A+B) = αA+ αB. (1.4)

1.10. Властивiсть. Множення матрицi на число є дистрибутивною операцiєю по
вiдношенню до чисел, тобто

(α + β)A = αA+ βA. (1.5)

1.11. Властивiсть. Множення матрицi на число є асоцiативною операцiєю, тобто

(αβ)A = α(βA). (1.6)

Деякi матрицi видiляють iз загальної кiлькостi матриць i надають їм спецiальнi
назви, з огляду на те, що цi матрицi частiше за iншi зустрiчаються при розв’язаннi
алгебраїчних i фiзичних задач.
1.12. Означення. Матрицю, усi елементи якої дорiвнюють нулю, називають нульо-
вою матрицею.

Якщо 0 – нульова матриця розмiром m × n, то для будь-якої матрицi A того ж
розмiру A+ 0 = A.
1.13. Означення. Матрицю (−1)A називають протилежною до матрицi A i позна-
чають −A. Матриця, протилежна до даної матрицi, має таку властивiсть : A+(−A) =
0.
1.14. Означення. Операцiя вiднiмання матриць визначається за допомогою опера-
цiї додавання матриць i множення матрицi на число у такий спосiб: рiзницею матриць
B та A називають суму матриць B та −A i позначають її B − A.
1.15 Означення . Дiагональною матрицею називається квадратна матриця, для
якої всi недiагональнi елементи aij з i 6= j дорiвнюють нулю, а серед дiагональних
елементiв є хоча б один вiдмiнний вiд нуля. Дiаганалну матрицю називають оди-
ничною матрицею порядку n, якщо усi дiагональнi елементи матрицi дорiвнюють
одиницi, а всi недiагональнi – нулю. Одиничну матрицю позначають En.

Елементи одиничної матрицi часто позначають символами δij, або δij i називають
їх символами Кронекера. Отже, δii = δii = 1 i δij = δij = 0, коли i 6= j.



12 РОЗДIЛ 1. МАТРИЦI

1.3 Операцiя транспонування матрицi. Симетрична
та антисиметрична матрицi

Розглянемо матрицю А, що складається з m рядкiв i n стовпчикiв:

A =

a11 a12 ... a1n
...

...
...

...
am1 am2 ... amn


Матрицi А можна поставити у вiдповiднiсть матрицю B з n рядкiв i m стовпчикiв

за таким правилом: елементи aik матрицi A дорiвнюють елементам bki матрицi B,
тобто

B =


a11 ... am1

a12 ... am2
...

...
...

a1n ... amn


Матрицю B називають транспонованою вiдносно A i позначають AT , перехiд вiд A
до ATназивають транспонуванням матрицi A.
1.29. Приклад. Матрицi

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, i σz =

(
1 0
0 −1

)
називаються матрицями Паулi i вiдiграють надзвичайно важливу роль у квантовiй
механiцi i квантовiй теорiї поля. Транспонування цих матриць дає результат

σTx =

(
0 1
1 0

)
, σTy =

(
0 i
−i 0

)
, σTz =

(
1 0
0 −1

)
з якого випливає, що σx = σTx , σy = −σTy i σz = σTz .
1.30. Означення. Матрицi, для яких справедлива рiвнiсть A = AT , називаються
симетричними, а матрицi для яких A = −AT , називаються антисиметричними.
Приклад 1.29 показує, що матрицi σx i σz симетричнi, а матриця σy – антисиметри-
чна.

1.4 Матрицi-стовпчики та матрицi-рядки
Матрицею-рядком називають матрицю розмiром 1 × n, тобто таку, яка складає-

ться з одного рядка, у якому мiститься п елементiв. Матрицю розмiром 1× n нази-
вають також вектор-рядком або рядком довжиною n.

Матрицею-стовпчиком називають матрицю розмiром m × 1, яка складається з
одного стовпчика, у якому мiститься т елементiв. Матрицю розмiром m× 1 назива-
ють також вектор-стовпчиком або просто стовпчиком висотою т .

У подальшому зручно застосовувати позначення вектор-стовпчикiв i вектор-рядкiв,
уперше запропонованi вiдомим фiзиком-теоретиком Полем Дiраком. За позначення-
ми Дiрака  x1

...
xm

 ≡ |x〉, [x1 x2 . . . xn ] ≡ 〈x |. (1.7)
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Зручнiсть цих позначень полягає в тому, що вектор-стовпчик |x〉 важко переплутати з
вектор-рядком 〈x|. Крiм того, у подальшому введемо до розгляду правило множення
матриць, згiдно з яким добуток матриць 〈x | y〉 є числом (якщо m=n), а добуток |y〉〈x|
– матрицею порядку m×n. Цiлком очевидно, що цi добутки, записанi у позначеннях
Дiрака, легко вiдрiзнити один вiд одного. Позначення Дiрака широко застосовуються
в сучаснiй лiтературi з квантової механiки, квантової теорiї поля, квантової оптики,
фiзики твердого тiла тощо.

Матрицю (1.1) розмiром m × n можна розглядати як сукупнiсть стовпчикiв ви-
сотою m або як сукупнiсть рядкiв довжини n. Нехай

|a1〉 =


a11
a21
...
am1

 , |a2〉 =


a12
a22
...
am2

 , ... , |an〉 =


a1n
a2n
...
amn

 , (1.8)

тодi можна ввести компактне позначення матрицi (1.1), яке виглядає як

A = (|a1〉, |a2〉, ... |an〉) . (1.9)

Ту саму матрицю можна вважати сукупнiстю вектор-рядкiв〈
a1 | =

(
a11, . . . , a

1
n

)
, . . . , 〈am| = (am1 , . . . , a

m
n ) (1.10)

i виразити її у виглядi

A =

 〈a1|...
〈am|

 . (1.11)

1.17. Зауваження.Операцiю додавання вектор-рядкiв визначено для вектор-рядкiв
однiєї довжини, так само як додавання вектор-стовпчикiв – тiльки для вектор-стовпчикiв
однiєї висоти. Вивчимо детальнiше операцiї додавання цих видiв матриць i множен-
ня їх на число. Для стислостi йтиметься лише про вектор-стовпчики, оскiльки для
вектор-рядкiв усi властивостi формулюються i доводяться аналогiчно.

1.5 Лiнiйна комбiнацiя матриць-стовпчикiв та матриць-
рядкiв. Поняття лiнiйно залежної та лiнiйно не-
залежної систем векторiв

1.18. Означення. Вектор-стовпчик |q〉 називають лiнiйною комбiнацiєю стовпчикiв
|p1〉 , ..., |pm〉 однакової висоти, якщо iснують такi числа αk, що

|q〉 =
m∑
k=1

αk |pk〉 . (1.12)

У розгорнутому виглядi рiвнiсть (1.12) виглядає як
q1

q2

...
qn

 = α1


p11
p21
...
pn1

+ α2


p12
p22
...
pn2

+ . . .+ αm


p1m
p2m
...
pnm

 .
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Числа α1, ..., αm називають коефiцiєнтами лiнiйної комбiнацiї. Згiдно з означен-
нями операцiй множення матрицi на число та додавання рiвнiсть (1.12) рiвносильна
сукупностi числових рiвностей

q1 = α1p
1
1 + α2p

1
2 + ...+ αmp

1
m

q2 = α1p
1
2 + α2p

2
2 + ...+ αmp

2
m

.........................
qn = α1p

n
1 + α2p

n
2 + ...+ αmp

n
m

1.19. Означення. Вектор-стовпчик, усi елементи якого дорiвнюють нулю, називає-
ться нульовим i позначається як |0〉. Аналогiчно означається й нульовий вектор-рядок
〈0| .
1.20. Означення. Сукупнiсть s стовпчикiв |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉 однiєї й тiєї самої ви-
соти називається лiнiйно незалежною, якщо з рiвностi

α1 |a1〉+ α2 |a2〉+ ...+ αs |as〉 = |0〉 (1.13)

випливає, що α1 = α2 = ... = αs = 0. В iншому випадку система з s стовпчикiв є
лiнiйно залежною.

Лiнiйну комбiнацiю вектор-стовпчикiв, усi s коефiцiєнтiв якої дорiвнюють нулю,
називають тривiальною. За допомогою цього термiну означення 1.20 можна сфор-
мулювати в еквiвалентнiй формi.
1.21. Означення. Сукупнiсть стовпчикiв називають лiнiйно залежною, якщо iснує
рiвна нульовому стовпчику нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих стовпчикiв. Суку-
пнiсть стовпчикiв називають лiнiйно незалежною, якщо лише тривiальна лiнiйна
комбiнацiя цих стовпчикiв дорiвнює нульовому стовпчику.
1.22. Приклад. Сукупнiсть n вектор-стовпчикiв висотою n:

|e1〉 ≡


1
0
0
...
0

 , |e2〉 ≡


0
1
0
...
0

 , . . . , |en−1〉 ≡


0
...
0
1
0

 , |en〉 ≡


0
...
0
0
1

 , (1.14)

є лiнiйно незалежною.

1.6 Властивостi лiнiйно незалежних систем матриць
1.23. Властивiсть. Система з s > 1 стовпчикiв лiнiйно залежна тодi й лише тодi,
коли хоча б один зi стовпчикiв є лiнiйною комбiнацiєю iнших стовпчикiв.

N Доведемо цю властивiсть. Нехай система, про яку йдеться, є лiнiйно зале-
жною. Тодi, за означенням 1.20 , iснує нетривiальна лiнiйна комбiнацiя цих вектор-
стовпчикiв, рiвна нульовому вектор-стовпчику:

α1 |a1〉+ α2 |a2〉+ ... + αs |as〉 = |0〉 . (1.15)

Принаймнi один iз коефiцiєнтiв нетривiальної лiнiйної комбiнацiї (нехай це буде ко-
ефiцiєнт αj) не дорiвнює нулю. Тому з (1.15) випливає рiвнiсть

|aj〉 = −α1

αj
|a1〉 − ...−

αj−1
αj
|aj−1〉 −

αj+1

αj
|aj+1〉 − ...−

αs
αj
|as〉
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тобто, j -й стовпчик є лiнiйною комбiнацiєю iнших стовпчикiв. I навпаки, якщо один
зi стовпчикiв є лiнiйною комбiнацiєю iнших, то виконується рiвнiсть

|aj〉 = − 1

αj

s∑
i = 1
i 6= j

αi|ai〉

з якої випливає iснування нетривiальної лiнiйної комбiнацiї векторiв, що дорiвнює
нульовому вектору.
1.24. Властивiсть. Якщо система векторiв мiстить нульовий вектор-стовпчик, то
вона є лiнiйно залежною.

Нульовий стовпчик є тривiальною лiнiйною комбiнацiєю iнших вектор-стовпчикiв,
приналежних до системи, про яку йдеться. За властивiстю 1.23 ця система лiнiйно
залежна.

Виберемо iз системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉 певну сукупнiсть вектор-стовпчикiв {|aj〉} =
|aj1〉 , |aj2〉 , ..., |ajk〉 , k < s. Згiдно з традицiєю, яка iснує серед фiзикiв, назвемо цю
сукупнiсть пiдсистемою системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉.
1.25. Властивiсть. Якщо деякi зi стовпчикiв системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉 утворюють
лiнiйно залежну пiдсистему {|aj〉}, то i вся система є лiнiйно залежною.
За означенням 1.21 iснує нетривiальна лiнiйна комбiнацiя |a〉 векторiв, принале-
жних до пiдсистеми {|aj〉}, що дорiвнює нульовому стовпчику. Якщо домножити тi
стовпчики системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉, якi не входять до пiдсистеми {|aj〉}, на нульовi
коефiцiєнти й додати їх до лiнiйної комбiнацiї |a〉, то отримаємо таку нетривiальну
лiнiйну комбiнацiю всiх стовпчикiв системи, яка дорiвнює нульовому стовпчику. За
означенням 1.21 система |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉 лiнiйно залежна.
1.26. Властивiсть. Будь-якi стовпчики, що входять до лiнiйно незалежної систе-
ми стовпчикiв, утворюють лiнiйно незалежну пiдсистему даної системи.

Доводимо вiд оберненого. Нехай iснує лiнiйно залежна пiдсистема лiнiйно неза-
лежної системи стовпчикiв. За властивiстю 1.25 ця лiнiйно незалежна система має
бути лiнiйно залежною. Отже, зроблене припущення веде до протирiччя.
1.27. Властивiсть. Якщо стовпчик |a〉 є лiнiйною комбiнацiєю пiдсистеми стов-
пчикiв {|aj〉} деякої системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉, то |a〉 є лiнiйною комбiнацiєю всiєї
системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉.

Для доведення цiєї властивостi треба домножити тi стовпчики |aj〉 системи
|a1〉, |a2〉, ..., |as〉, яких немає в |a〉, на нульовi коефiцiєнти й додати добутки 0 |aj〉 до
лiнiйної комбiнацiї |a〉. Отримаємо лiнiйну комбiнацiю системи |a1〉 , |a2〉 , ..., |as〉, яка
буде нетривiальною, унаслiдок нетривiальностi лiнiйної комбiнацiї |a〉.
1.28. Властивiсть. Будь-який стовпчик |a〉 висотою n є лiнiйною комбiнацiєю
стовпчикiв

|e1〉 ≡


1
0
0
...
0

 , |e2〉 ≡


0
1
0
...
0

 , ..., |en−1〉 ≡


0
...
0
1
0

 , |en〉 ≡


0
...
0
0
1

 . (1.16)

Iз правил додавання матриць i множення матрицi на число випливає, що лiнiйна
комбiнацiя стовпчикiв |e1〉 , |e2〉 , ..., |en〉 з коефiцiєнтами, якi збiгаються з вiдповiдни-
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ми елементами заданої матрицi, дорiвнює заданiй матрицi |a〉. Справдi,
a1

a2

...
an

 = a1


1
0
...
0

+ a2


0
1
...
0

+ ... + an


0
0
...
1

 =


a1

a2

...
an

 = |a〉,

що й доводить вказану властивiсть.
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2.1 Означення визначника квадратної матрицi та до-
повняльного мiнора елемента a1k матрицi

Для розв’язання багатьох задач математики та фiзики використовують поняття де-
термiнант (або визначник) квадратної матрицi. Важливо пам’ятати, що по-
няття ДЕТЕРМIНАНТ коректне тiльки по вiдношенню до квадратних ма-
триць! Говорити про детермiнант неквадратної матрицi беззмiстовно!

Детермiнант квадратної матрицi A позначається або стисло, як detA, або у роз-
горнутому виглядi – прямими рисками по боках цiєї матрицi, тобто

detAn ≡

∣∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣
1.31. Означення. Детермiнант квадратної матрицi – це число або математичний
вираз, якi ставляться у вiдповiднiсть цiй матрицi й можуть бути знайденi за такими
правилами:

1. детермiнант матрицi порядку 1 (яка складається лише з одного елемента a11)
дорiвнює елементу цiєї матрицi, тобто detA ≡ |a11| = a11;

2. детермiнант матрицi порядку n > 1 визначається через елементи матрицi таким
чином:

det An =
n∑
k=1

(−1)k+1a1kM
1
k , (2.1)

де M1
k – детермiнант матрицi порядку n − 1, яка отримується шляхом видалення

(викреслення) з матрицi An ї ї першого рядка та k -го стовпчика.

M1
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 · · · a2(k−1) a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
ai1 ai2 · · · ai(k−1) ai(k+1) · · · ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

...
an1 an2 · · · an(k−1) an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ДетермiнантM1

k називають доповняльним мiнором елемента a1k вихiдної квадра-
тної матрицi An.

Аналогiчно можна визначити доповняльний мiнор M i
k довiльного елемента aik

матрицi An як детермiнант матрицi порядку (n−1), яка отримана з вихiдної матрицi
An шляхом викреслення того рядка й того стовпчика, у яких розташовано елемент
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aik, тобто i-го рядка та k-го стовпчика.

M i
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(k−1) a1(k+1) · · · a2n
a21 a22 · · · a2(k−1) a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · an(k−1) an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1.32. Приклад. Користуючись означенням 1.31 знайдемо визначники матриць Па-
улi:

detσx =

∣∣∣∣0 1
1 0

∣∣∣∣ = 0 · 0− 1 · 1 = −1;

detσy =

∣∣∣∣0 −i
i 0

∣∣∣∣ = 0 · 0− (−i) · i = −1;

detσz =

∣∣∣∣1 0
0 −1

∣∣∣∣ = 1 · (−1)− 0 · 0 = −1;

1.33. Зауваження. Формулу (2.1), за допомогою якої було означено поняття де-
термiнанта, називають розкладом детермiнанта за елементами першого рядка.

2.2 Властивостi визначникiв
Дане означення визначника дозволяє розраховувати визначник тiльки за елементами
його першого рядка. Використовуючи це означення визначника матрицi, сформулю-
ємо та доведемо важливi властивостi визначника матрицi, якi суттєво спрощують
його обчислення.

2.2.1 Розклад детермiнанта за елементами першого стовпчика

1.34. Властивiсть. Для визначника кожної квадратної матрицi А порядку n спра-
ведлива рiвнiсть

detAn =
n∑
k=1

(−1)k+1ak1M
k
1 , (2.2)

Тут Mk
1 – детермiнант матрицi порядку n − 1, яка отримується шляхом видалення

(викреслення) з матрицi An ї ї першого стовпчика та k -го рядка.
Ця формула називається розкладом детермiнанта за елементами першого стов-

пчика.
Для доведення скористаємося методом математичної iндукцiї.

• Крок 1: доведемо справедливiсть сформульованого твердження для випадку
n = 2.
Розглянемо визначник матрицi другого порядку:

detA2 ≡
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ =
2∑

k=1

(−1)k+1ak1M
k
1 = (−1)2a11M

1
1 + (−1)3a21M

2
1 =

= a11a22 − a12a21.
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• Крок 2:
Постулюємо справедливiсть рiвностi

detAn−1 =
n−1∑
k=1

(−1)k+1ak1M
k
1 ,

де А – матриця порядку n − 1, а Mk
1 – детермiнант матрицi порядку n − 2,

яка отримується шляхом видалення (викреслення) з матрицi An−1 ї ї першо-
го стовпчика та k -го рядка. Використовуючи цей постулат, отримаємо з нього
спiввiдношення (2.2).

• Крок 3
Скористаємося означенням (2.1) детермiнанта матрицi порядку n, вiдокремив-
ши в сумi перший доданок:

detAn =
n∑
k=1

(−1)k+1a1kM
1
k = a11M

1
1 +

n∑
k=2

(−1)k+1a1kM
1
k

При будь-якому k ≥ 2 визначникM1
k матрицi, яка отримується з матрицi An ви-

креслюванням першого рядка i k-го стовпчика, мiстить увесь перший стовпчик
матрицi An, за винятком елемента a11

M1
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a21 a22 · · · a2(k−1) a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
ai1 ai2 · · · ai(k−1) ai(k+1) · · · ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

...
an1 an2 · · · an(k−1) an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Використовуючи постулат про справедливiсть формули розкладу визначника
за елементами його першого стовпчика для визначникiв квадратних матриць
порядку (n− 1), розкладемо M1

k k ≥ 2 за елементами його першого стовпчика,
врахувавши, що i -й рядок матрицi An входить до мiнораM1

k , пiд номером i−1,
оскiльки до цього мiнора не увiйшов перший рядок цiєї матрицi. Тому при k ≥ 2
отримуємо

M1
k =

n∑
i=2

(−1)iai1M
1i
k1

деM1i
k1 – детермiнант матрицi порядку n−2, яка отримується з матрицi порядку

(n − 1), що вiдповiдає мiнору M1
k , шляхом викреслення його i-го рядка та 1-

го стовпчика, або, що те саме, шляхом викреслення з матрицi An 1-го та i-го
рядкiв разом з 1-м i k -м стовпчиками.

M1i
k1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a22 · · · a2(k−1) a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
an2 · · · an(k−1) an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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Враховуючи це спiввiднощення, записуємо вираз для шуканого визначника ма-
трицi порядку n

detAn = a11M
1
1 +

n∑
k=2

{
(−1)k+1a1k

n∑
i=2

(−1)iai1M
1i
k1

}
=

= a11M
1
1 +

n∑
k=2

{
n∑
i=2

(−1)k+i+1a1kai1M
1i
k1

}
= a11M

1
1 +

n∑
i=2

{
n∑
k=2

(−1)k+i+1a1kai1M
1i
k1

}
,

де було внесено незалежний вiд k множник пiд знак суми по iндексу i, а потiм
було змiнено порядок пiдсумовування.
Винесемо тепер в отриманому спiввiдношеннi за знак суми по iндексу k неза-
лежнi вiд цього iндексу елементи:

det A = a11M
1
1 +

n∑
i=2

(−1)i+1ai1

n∑
k=2

(−1)ka1kM
1i
k1.

В останнiй формулi врахуємо тепер, що порядок викреслювання рядкiв i стов-
пчикiв не вiдiграє ролi, тобто

n∑
i=2

(−1)i+1ai1

n∑
k=2

(−1)ka1kM
1i
k1 =

n∑
i=2

(−1)i+1ai1

n∑
k=2

(−1)ka1kM
i1
1k

i справедлива рiвнiсть
n∑
k=2

(−1)ka1kM
1i
k1 = M i

1,

оскiльки матриця An−1, детермiнантом якої є M i
1, вiдрiзняється вiд матрицi А,

тим що в An−1 пропущено перший стовпчик матрицi А i всi номери стовпчикiв
зменшенi на одиницю. Таким чином,

detA = a11M
1
1 +

n∑
i=2

(−1)i+1ai1M
i
1 =

n∑
i=1

(−1)i+1ai1M
i
1,

що й треба було довести.

2.2.2 det A = detAT .

1.35. Властивiсть. Для будь-якої квадратної матрицi det A = detAT .
Для доведення знову скористаємось методом математичної iндукцiї. Для матриць

другого порядку маємо:

detA2 =

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,

detAT2 =

∣∣∣∣a11 a21
a12 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a21a12 = detA2.

Вважаємо, що справджується рiвнiсть detAn−1 = detATn−1. Тодi, виходячи з озна-
чення 1.31 визначника матрицi An i властивостi 1.34 , запишемо визначник транс-
понованої матрицi

detAn =
n∑
k=1

(−1)1+ka1kM
1
k , detATn =

n∑
k=1

(−1)k+1ãk1M̃
k
1 ,
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де ãk1 – елементи першого стовпчика транспонованої матрицi, тобто ãk1 = a1k, а M̃k
i

– доповняльнi мiнори цих елементiв. Враховуючи, що M1
k = M̃k

1 , доходимо висновку,
що detAn = detATn .
1.36. Наслiдок. Iз властивостi 1.35. випливає рiвноправнiсть рядкiв i стовпчикiв:
якщо справедливе будь-яке твердження про детермiнанти, яке стосується рядкiв вiд-
повiдної матрицi, то справедливе й аналогiчне твердження, яке стосується стовпчи-
кiв. Отже, такi властивостi достатньо довести лише для рядкiв.

2.2.3 Антисиметрiя визначника вiдносно перестановки мiсця-
ми рядкiв (стовпчикiв)

1.37. Властивiсть. Якщо у квадратнiй матрицi помiняти мiсцями будь-якi два
рядки (стовпчики), то детермiнант матрицi змiнить знак, не змiнившись за абсолю-
тною величиною.

Використовуємо для доведення метод математичної iндукцiї. Для n = 2 маємо:

∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,∣∣∣∣a21 a22
a11 a12

∣∣∣∣ = a21a12 − a11a22 = −(a11a22 − a21a12).

Припустимо тепер, що твердження справедливе для матриць порядку n−1. Якщо
матриця Bn−1 отримана з матрицi An−1 шляхом перестановки мiсцями довiльних i-го
i j-го рядкiв матрицi An−1, то визначники матриць An−1 i Bn−1 однаковi по модулю i
вiдрiзняються за знаком: detAn−1 = (−1) detBn−1, або те ж саме в розгорнутiй формi

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈a1|
〈a2|
......〈
a(i−1)

∣∣〈
a(i)
∣∣〈

a(i+1)
∣∣

......〈
a(j−1)

∣∣
〈aj|〈
a(j+1)

∣∣
.....〈
a(n−1)

∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= (−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈a1|
〈a2|
......〈
a(i−1)

∣∣〈
a(j)
∣∣〈

a(i+1)
∣∣

......〈
a(j−1)

∣∣
〈ai|〈
a(j+1)

∣∣
.....〈
a(n−1)

∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(2.3)

Використовуючи це твердження, покажемо що з нього слiдує аналогiчна власти-
вiсть для матриць порядку n.

Розглянемо спочатку випадок, коли матриця Bn отримується з матрицi An шля-
хом перестановки мiсцями довiльних сусiднiх рядкiв матрицi An (нехай ми перестав-
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ляємо мiсцями (i− 1)-й та i-й рядки). Тобто якщо

An =



a11 a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a21 a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)1 a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)k a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
ai1 ai2 · · · ai(k−1) aik ai(k+1) · · · ain

a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

...
an1 an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann


,

то

Bn =



a11 a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a21 a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)1 a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
ai1 ai2 · · · ai(k−1) aik ai(k+1) · · · ain

a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)k a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann


.

Запишемо розклад визначника матрицi An за першим стовпчиком, використову-
ючи властивiсть 1.34 i формулу (2.2), вiдокремивши в сумi два доданки, якi вiдпо-
вiдають переставленим рядкам:

detAn = (−1)(i−1)+1a(i−1)1M
(i−1)
1 + (−1)i+1ai1M

i
1 +

n∑
k 6= (i− 1), i
k = 1

(−1)k+1ak1M
k
1 .

Аналогiчно для матрицi Bn, яка отримується з матрицi An шляхом переставлення в
останнiй (i− 1)-го та i-го рядкiв, справджується рiвнiсть

detBn = (−1)(i−1)+1ai1N
(i−1)
1 + (−1)i+1a(i−1)1N

i
1 +

n∑
k 6= (i− 1), i
k = 1

(−1)k+1ak1N
k
1 ,

де Nk
i – доповняльнi мiнори елементiв матрицi Bn. Порiвняємо записанi вирази для

визначникiв матриць An та Bn:
1. Якщо k 6= (i− 1) або i, то тодi до визначникiв

Mk
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)k a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
ai2 · · · ai(k−1) aik ai(k+1) · · · ain

a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

...
an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
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та

Nk
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
ai2 · · · ai(k−1) aik ai(k+1) · · · ain

a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)k a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
...

an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
гарантовано входять рядки (i− 1) та i, але в рiзному порядку, а всi iншi рядки
цих визначникiв однаковi. Отже, згiдно з припущенням iндукцiї Nk

1 = −Mk
1 ,

коли k 6= (i− 1), i. Звiдси робимо висновок, що

n∑
k 6= (i− 1), i
k = 1

(−1)k+1ak1N
k
1 = −

n∑
k 6= (i− 1), i
k = 1

(−1)k+1ak1M
k
1 .

2. Матрицi, детермiнанти яких позначено M (i−1)
1 та N i

1 – однаковi, оскiльки вони
отриманi викресленням i-го рядка i першого стовпчика з матрицi В або, що те
саме, (i− 1)-го рядка та першого стовпчика матрицi А:

a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
ai2 · · · ai(k−1) aik ai(k+1) · · · ain

a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n
...

...
...

...
...

...
an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann


Тому й самi детермiнанти однаковi, тобтоM (i−1)

1 = N i
1, тому (−1)(i−1)+1a(i−1)1M

(i−1)
1

i (−1)i+1a(i−1)1N
i
1, очевидно, мають протилежнi знаки

3. Аналогiчно

M i
1 = N

(i−1)
1 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a12 · · · a1(k−1) a1k a1(k+1) · · · a1n
a22 · · · a2(k−1) a2k a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

...
a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)k a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)k a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)k a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
...

an2 · · · an(k−1) ank an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
,

а отже очевидно протилежними за знаком будуть i (−1)(i−1)+1ai1N
(i−1)
1 i (−1)i+1ai1M

i
1.
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Таким чином, порiвняння визначникiв detAn i detBn показує, що вони рiвнi за абсо-
лютною величиною й вiдрiзняються за знаком.

Нехай тепер у матрицi А порядку n переставлено рядки з номером i та j, причому
i < j. Перестановлення i -го та j -го рядкiв можна провести, переставляючи лише сусi-
днi рядки: спочатку j -й рядок послiдовно переставляємо з усiма рядками, якi стоять
мiж ним та i -м рядком (зробивши j−i−1 переставлень), потiм i -й рядок переставля-
ємо на j -те мiсце, мiняючи мiсцем з j − i рядками, розташованими нижче вiд нього.
Усього буде зроблено непарну 2(j − i) − 1 кiлькiсть переставлень сусiднiх рядкiв.
Оскiльки при кожному переставленнi з перестановок детермiнант змiнює знак, то в
результатi знак детермiнанта змiниться.
1.38. Зауваження. Властивiсть 1.37 називають антисиметрiєю детермiнанта
вiдносно перестановок рядкiв (стовпчикiв). Використовучи властивiсть антисиметрiї
детермiнанта можна довести ще низку його властивостей.

2.2.4 Формули розкладу визначника за довiльним стовпчиком
або рядком

1.39. Властивiсть. Для кожної квадратної матрицi А порядку n виконуються
спiввiдношення:

• формула розкладу визначника за довiльним рядком

detA =
n∑
k=1

(−1)k+iaikM
i
k, 1 ≤ i ≤ n, (2.4)

де M i
k визначник матрицi порядку (n− 1), яка отримується з даної квадратної

матрицi порядку n шляхом викреслювання i-го рядка та k-го стовпчика.

• формула розкладу визначника за довiльним стовпчиком

detA =
n∑
k=1

(−1)k+jakjM
k
j , 1 ≤ j ≤ n. (2.5)

деMk
j - визначник матрицi порядку (n−1), яка отримується з даної квадратної

матрицi порядку n шляхом викреслювання k-го рядка та j-го стовпчикa.

Очевидно, що коли i = 1, то спiввiдношення (2.4) є означенням детермiнанта. До-
ведемо спiввiдношення (2.4) для значень i ≥ 2. Iз цiєю метою представимо квадра-
тну матрицю порядку n у виглядi матрицi-стовпчика висоти n, елементами якої є
матрицi-рядки довжини n:

A =



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


. (2.6)

Побудуємо матрицю В з матрицi A шляхом перестановки i -го рядка на мiсце пер-
шого, тобто переставимо i -й рядок на перше мiсце так, щоб не порушувати порядок
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iнших рядкiв, а саме, переставляючи i -й рядок послiдовно з усiма рядками, розта-
шованими вище нього.

B =



〈ai|
〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


. (2.7)

Вище i -го рядка розташовано (i−1) рядкiв. Тому, якщо В – матриця, отримана з ма-
трицi A шляхом перестановки i -го рядка на мiсце першого, то det A = (−1)i−1 det B.
В цьому спiввiдношеннi розкладемо det B за першим рядком матрицi В, тобто i -м
рядком матрицi A:

det A = (−1)i−1 det B = (−1)i−1
n∑
k=1

(−1)k+1b1kN
1
k ,

де N1
k – визначник матрицi, яка отримується з матрицi В викреслюванням першого

рядка та k -го стовпчика або, що те саме – з матрицi А викреслюванням i -го рядка i
k -го стовпчика. Тому N1

k = M i
k. Враховуючи, що b1k = aik, отримаємо

detA = (−1)i−1
n∑
k=1

(−1)k+1b1kN
1
k = (−1)i−1

n∑
k=1

(−1)k+1aikM
i
k =

n∑
k=1

(−1)i+kaikM
i
k,

що i потрiбно було довести.
Для доведення спiввiдношення (2.5) для значень i ≥ 2 необхiдно представити

квадратну матрицю порядку n у виглядi матрицi-рядка довжини n, елементами якої
є матрицi-стовпчики висоти n, i потiм дiяти аналогiчно. Доведiть спiввiдношення
(2.5) самостiйно.

2.2.5 Лiнiйнiсть детермiнанта за його рядками (стовпчиками)

1.40. Властивiсть. Якщо i -й рядок матрицi А є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв 〈p|
i 〈q|, тобто цей рядок має вигляд

〈ai| = α〈p|+ β〈q|,

де α i β – довiльнi числа, то справджується рiвнiсть

det A = α det Ap + β detAq,

у якiй матрицi Ap та Aq отримуються з матрицi А замiною її i -го рядка на рядки 〈p|
та 〈q| вiдповiдно.

Властивiсть 1.40 називають лiнiйнiстю детермiнанта за його рядками (стовпчи-
ками).
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Для доведення даної властивостi скористаємось тим, що згiдно умови ми маємо

A =



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


=



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
α〈p|+ β〈p|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


(2.8)

i розкладемо визначник за i -м рядком, врахувавши що з спiввiдношення 〈ai| =
α〈p|+ β〈q|, слiдує, що для любого елементу aik i-го рядка матрицi справедливо aik =
αpik + βqik тому

detAn =
n∑
k=1

(−1)i+kaikM
i
k =

n∑
k=1

(−1)i+k(αpik + βqik)M
i
k =

= α

n∑
k=1

(−1)i+kpikM
i
k + β

n∑
k=1

(−1)i+kqikM
i
k = α detAp + β detAq,

що й треба було довести.
1.41. Зауваження. Властивiсть лiнiйностi детермiнанта за його рядками можна
сформулювати у виглядi двох окремих властивостей, а саме:

а) при множеннi рядка матрицi на число її детермiнант множиться на це число;
б) якщо рядок матрицi є сумою двох рядкiв, то її детермiнант є сумою детермi-

нантiв вiдповiдних матриць.
Очевiдно, детермiнанту притаманна властивiсть лiнiйностi за його стовпчиками, яку
можна також сформулювати у виглядi двох окремих властивостей, а саме:

а) при множеннi стовпчика матрицi на число її детермiнант множиться на це
число;

б) якщо стовпчик матрицi є сумою двох стовпчикiв, то її детермiнант є сумою
детермiнантiв вiдповiдних матриць.

2.2.6 Визначник матрицi, в якiй рядки (стовпчики) є лiнiйно
залежними

1.42. Властивiсть. Якщо у квадратнiй матрицi її рядки є лiнiйно залежними, то
її визначник дорiвнює нулю.

Насамперед зауважимо, що якщо в матрицю входить нульовий рядок або нульо-
вий стовпчик, то її визначник з очевиднiстю дорiвнює нулю. Крiм цього, iз власти-
востi антисиметрiї визначника випливає, що коли матриця мiстить два однакових
рядки або стовпчики, то її визначник також дорiвнює нулю. Якщо рядки матрицi лi-
нiйно залежнi, то хоча б один рядок (нехай це буде i -й рядок) цiєї матрицi є лiнiйною
комбiнацiєю iнших її рядкiв, тобто справджується така рiвнiсть:

〈
ai
∣∣ =

n∑
k = 1
k 6= i

αk
〈
ak
∣∣ .
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Тодi, розкладаючи визначник матрицi А за i -м рядком i використовуючи властивiсть
1.39 , отримуємо:

detA = det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


= det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|∑n

k=1, k 6=i αk〈ak|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


=

n∑
k=1, k 6=i

αk det



〈a1
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ak|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


=

= α1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a1|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ α2 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a2|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ ......+ αi−1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a(i−1)|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+

+αi+1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a(i+1)|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ .....+ αn det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈an|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


= 0 + 0 + ...+ 0 + 0 + ...+ 0 = 0

внаслiдок того, що кожна з матриць An, визначник якої ми обчислюємо, мiстить
два однаковi рядки, тому визначники всiх цих матриць дорiвнюють нулю, а тому,
detA = 0.

2.2.7 Формула повного розкладу визначника

Доведемо так звану формулу повного розкладу визначника

detAn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · aii · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=
∑

(i1...in)

(−1)N(i1,...,in)a1i1a2i2 . . . anin

де сума береться за всiма перестановками чисел 1, 2, ..., n, а N(i1, i2, . . . , in) є кiлькi-
стю порушень порядку в данiй перестановцi.

Перестановкою (the permutation) iз n чисел i1, i2, ......in називається будь-яка
скiнченна послiдовнiсть цих чисел, яка одержується в результатi довiльного упо-
рядкування цих чисел.
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Число всiх перестановок iз n елементiв позначається Pn. Кажуть, що в пе-
рестановцi число ik порушує порядок перестановки, якщо воно знаходиться лiвiше
вiд числа або чисел, якi меншi за це число. Наприклад, в перстановцi {2, 1, 5, 4, 3}
цифра 2 один раз порушує порядок перестановки, цифра 5 двiчi порушує порядок, ци-
фра 4 один раз порушує порядок, i, таким чином, сумарне число порушень порядку
перестановки N{2, 1, 5, 4, 3} = 4.

Використаємо для доведення формули повного розкладу визначника метод мате-
матичної iндукцiї

• Крок 1.
Для випадку n = 3 маємо:

detA3 =
∑

(i1,i2,i3)

(−1)N(i1,i2,i3)a1i1a2i2a3i3 = (−1)N(1,2,3)a11a22a33 +

+(−1)N(2,3,1)a12a23a31 + (−1)N(3,1,2)a13a21a32 + (−1)N(1,3,2)a11a23a32 +

+(−1)N(3,2,1)a13a22a31 + (−1)N(2,1,3)a12a21a33 = a11a22a33 +

+a12a23a31 + a13a21a32 − a11a23a32 − a13a22a31 − a12a21a33.

• Крок 2.
Припустимо, що дане спiввiдношення є вiрним для обчислення визначникiв
матриць порядку (n− 1):

detAn−1 =
∑

(i1...in−1)

(−1)N(i1,...,in−1)a1i1a2i2 . . . a(n−1)in−1

i використовуючи це припущення, отримаємо формулу для обчислення визна-
чникiв матриць порядку n.

• Крок 3.
Розкладаючи визначник за 1-м рядком, отримаємо

detAn =
n∑
k=1

(−1)1+ka1kM
1
k =

n∑
k=1

(−1)1+ka1k
∑

(i1,...,in−1)

(−1)N(i1,...,in−1)a2i1 . . . anin−1 .

Враховуючи, щоM1
k – визначник матрицi порядку (n−1), отриманий з матрицi

An шляхом викреслювання першого рядка й k -го стовпчика i, що в перестанов-
цi (k, i1, . . . , in−1) число k порушує порядок (k − 1) разiв, можна стверджува-
ти, що (k − 1) + N(i1, . . . , in−1) = N(k, i1, . . . , in−1), а також те, що парнiсть
N(i1, . . . , in−1) + (k − 1) збiгається з парнiстю N(i1, . . . , in−1) + (k + 1), маємо:

detA =
n∑
k=1

∑
(i1,...,in−1)

(−1)N(k,i1,...,in−1)a1ka2i1 . . . anin−1 =

=
∑

(i1,...,in−1,in)

(−1)N(i1,...,in−1,in)a1i1a2i2 . . . anin .

2.3 Методи обчислення детермiнантiв матриць

2.3.1 Елементарнмим перетвореннями матрицi.

1.43. Означення. Елементарними перетвореннями матрицi називаються такi пере-
творення:
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1. Множення рядка на число, вiдмiнне вiд нуля.

2. Додавання до одного рядка iншого рядка цiєї самої матрицi.

3. Перестановка рядкiв матрицi.

4. Множення стовпчика на число, вiдмiнне вiд нуля.

5. Додавання до одного стовпчика iншого стовпчика цiєї самої матрицi.

6. Перестановка стовпчикiв матрицi.

2.3.2 Наслiдок з властивостей визначникiв матриць.

Iз властивостей визначникiв випливає, що детермiнант матрицi не змiниться,
якщо до будь-якого рядка (стовпчика) додати лiнiйну комбiнацiю iнших
рядкiв (стовпчикiв) цiєї матрицi Дiйсно, побудуємо, використовуючи матрицю

An =



〈a1|
〈a2|
......〈
a(i−1)

∣∣
〈ai|〈
a(i+1)

∣∣
.....
〈an|


iншу матрицю Bn, додавши до i-го рядка матрицi An лiнiйну комбiнацiю iнших рядкiв
цiєї ж матрицi:

〈
ai
∣∣+

n∑
k = 1
k 6= i

αk
〈
ak
∣∣ .

i знайдемо визначник цiєї нової матрицi Bn, використовуючи властивiсть лiнiйностi
визначника 1.40 . Розкладемо визначник матрицi Bn за i -м рядком та використаємо
властивiсть 1.40 . Отримаємо:

detBn = det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|+

∑n
k = 1
k 6= i

αk〈ak|

〈a(i+1)|
.....
〈an|


= det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|∑n

k = 1
k 6= i

αk
〈
ak
∣∣

〈a(i+1)|
.....
〈an|


=
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= det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+

n∑
k=1, k 6=i

αk det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ak|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


=

= det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+α1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a1|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+α2 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a2|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ ...+αi−1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a(i−1)|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+

+αi+1 det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈a(i+1)|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+ ... +αn det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈an|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


= det



〈a1|
〈a2|
......
〈a(i−1)|
〈ai|
〈a(i+1)|
.....
〈an|


+0+...+0 = detAn

i таким чином, незважаючи на те, що An 6= Bn, визначники цих матриць одинаковi
detAn = detBn.

Ця властивiсть дає можливiсть знаходити визначник матрицi довiльного порядку.

2.3.3 Метод приведення визначника матрицi до трикутного
вигляду.

Суть методу полягає в тому, що потрiбно матрицю, визначник якої необхiдно обчи-
слити, привести за допомогою додавання лiнiйних комбiнацiй рядкiв цiєї матрицi до
iнших рядкiв цiєї ж матрицi, до такого вигляду, коли всi елементи, що розмiщенi по
один бiк дiагоналi матрицi, дорiвнюють нулю:

An =


a11 · · · a1i · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · aii · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · ann

 → Ãn =


ã11 · · · ã1i · · · ã1n
...

...
...

...
...

0 0 ãii · · · ãin
...

...
...

...
...

0 0 0 0 ãnn


Отримана таким чином «трикутна» матриця Ãn, очевидно, не дорiвнює матрицi

An, визначник якої потрiбно обчислити, тобто An 6= Ãn , але внаслiдок того, що
матриця Ãn була отримана з матрицi An шляхом додaвання до рядкiв матрицi An
лiнiйних комбiнацiй iнших рядкiв цiєї ж матрицi An, то визначники цих матриць
спiвпадають:
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detAn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 · · · a1i · · · a1n
...

...
...

...
...

ai1 · · · aii · · · ain
...

...
...

...
...

an1 · · · ani · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= det Ãn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ã11 · · · ã1i · · · ã1n
...

...
...

...
...

0 0 ãii · · · ãin
...

...
...

...
...

0 0 0 0 ãnn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= ã11ã22...ãnn

внаслiдок того, що визначник будь-якої «трикутної» матрицi дорiвнює добутку її
дiагональних елементiв

Для приведення матрицi до «трикутного» вигляду застосовують так званий ал-
горитм Гауса, суть якого наступна. Якщо в першому стовпчику матрицi An є не-
нульовi елементи, то беремо будь-який з них, нехай це буде ak1, i до всiх рядкiв,
окрiм k -го, додамо k -й рядок, помножений на (−ai1/ak1), де ai1 – перший елемент
рядка, до якого додають k -й рядок. У такий спосiб матрицю буде приведено до ви-
гляду, коли всi елементи крiм одного в першому стовпчику дорiвнюють нулю. Отже,
detA = (−1)k+1ak1 detA′, де detA′ – доповняльний мiнор елемента ak1 у перетворе-
нiй матрицi. Для обчислення detA′ застосуємо той самий спосiб i через (n− 1) крок
визначник буде знайдено.
1.44. Приклад. Знайдемо, використовуючи метод приведення визначника матрицi
до трикутного вигляду, такий визначник

detA4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
4 3 2 1
1 1 3 2
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Cкористаємось тим, що детермiнант матрицi не змiниться, якщо до будь-
якого рядка додати лiнiйну комбiнацiю iнших рядкiв цiєї матрицi.

Kрок 1. Шляхом додавання до другого, третього i четвертого рядкiв визначника
його першого рядка, помноженого на вiдповiдне число, робимо рiвними нулю всi
елементи першого стовпчика, якi знаходяться нижче елемента a11:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 4 1
4 3 2 1
1 1 3 2
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

(
до другого рядка додаємо перший
рядок, домножений на (−2)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
1 1 3 2
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=

(
до третього рядка додаємо перший
рядок, домножений на (−1

2
)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 −0.5 1 1.5
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
До четвертого рядка не має потреби в даному випадку додавати перший рядок, тому
що елемент a41 = 0.

Kрок 2. В отриманому визначнику шляхом додавання до третього i четвертого
рядкiв цього визначника його другого рядка, помноженого на вiдповiдне число, ро-
бимо рiвними нулю всi елементи другого стовпчика, якi знаходяться нижче елемента
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a22:∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 −0.5 1 1.5
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
( до третього рядка додаємо
другий, домножений на (−1

6
)

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 0 2 5/3
0 6 4 3

∣∣∣∣∣∣∣∣ =

=
( до четвертого рядка додаємо
другий, домножений на 2

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 0 2 5/3
0 0 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
Kрок 3. В отриманому визначнику шляхом додавання до четвертого рядка цього

визначника його третього рядка, помноженого на вiдповiдне число, робимо рiвними
нулю всi елементи третього стовпчика, якi знаходяться нижче елемента a33:∣∣∣∣∣∣∣∣

2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 0 2 5/3
0 0 −8 1

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
(до четвертого рядка додаємо
третiй, домножений на 4

)
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 0 2 5/3
0 0 0 23/3

∣∣∣∣∣∣∣∣
Таким чином, визначник набув «трикутого» вигляду i дорiвнює добутку дiагональ-
них елементiв:

detA4 =

∣∣∣∣∣∣∣∣
2 3 4 1
0 −3 −6 −1
0 0 2 5/3
0 0 0 23/3

∣∣∣∣∣∣∣∣ = 2 · (−3) · 2 ·
(

23

3

)
= −92.

1.45. Приклад. Знайдемо

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x
x a2 x · · · x
x x a3 · · · x
...

...
... . . . ...

x x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Крок 1. Вiднiмемо перший рядок вiд усiх iнших:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x
x− a1 a2 − x 0 · · · 0
x− a1 0 a3 − x · · · 0

...
...

... . . . ...
x− a1 0 0 · · · an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Крок 2. Користуємось властивiстю лiнiйностi визначникiв: з першого стовпчика
виносимо як спiльний множник (a1 − x), з другого стовпчика як спiльний множник
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виносимо (a2 − x), з третього – (a3 − x) i т. д.

Dn = (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1
a1−x

x
a2−x

x
a3−x · · ·

x
an−x

−1 1 0 · · · 0
−1 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

−1 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок 3. До першого стовпчика додаємо послiдовно всi iншi стовпчики

Dn = (a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(
a1

a1−x + x
∑n

i=2
1

ai−x

)
x

a2−x
x

a3−x · · ·
x

an−x

0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
...

...
... . . . ...

0 0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок 4. Розкриваємо визначник за першим стовпчиком i отримуємо кiнцевий ре-
зультат:

Dn = (a1 − x)(a2 − x) · · · (an − x) · (−1)1+1

[
a1

a1 − x
+ x

n∑
i=2

1

ai − x

] ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

= (a1 − x)(a2 − x) · · · (an − x) ·

[
a1 − x+ x

a1 − x
+ x

n∑
i=2

1

ai − x

]
=

= (a1 − x)(a2 − x) · · · (an − x) ·

[
1 + x

n∑
i=1

1

ai − x

]
=

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

(
1

x
+

1

a1 − x
+

1

a2 − x
+ . . .+

1

an − x

)
.

2.3.4 Метод рекурентних спiввiдношень.

Метод полягає в тому, що даний визначник Dn порядку n обчислюють, перетворю-
ючи i розкладаючи його за рядком або стовпчиком, через визначники того самого
вигляду, але бiльш низького порядку Dn−1, Dn−2 i т.д. Отримане спiввiдношення
називається рекурентним. Потiм обчислюють безпосередньо по загальному вигляду
визначника стiльки визначникiв нижчих порядкiв, скiльки їх є в правiй частинi ре-
курентного спiввiдношення. Визначники вищого порядку обчислюються послiдовно
з рекуррентного спiввiдношення. Якщо треба отримати вираз для визначника будь-
якого порядку n, то, обчисливши з рекурентного спiввiдношення кiлька визначникiв
нижчих порядкiв, намагаються помiтити загальний вигляд шуканого виразу, а потiм
доводять справедливiсть цього виразу при будь-якому n за допомогою рекурентного
спiввiдношення i методу iндукцiї по n.

Загальний вираз можна отримати й iншим шляхом. Для цього в рекурентне спiв-
вiдношення, що виражає визначник n-го порядку, пiдставляють вираз для визначни-
ка (n− 1)-го порядку з того ж рекурентного спiввiдношення з замiною n на (n− 1),
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далi пiдставляють аналогiчний вираз визначника (n − 2)-го порядку i т. д., поки не
з’ясується вид шуканого загального виразу визначника n-го порядку.
1.46. Приклад. Знайдемо щойно порахований визначник методом рекурентних

спiввiдношень/

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x x · · · x
x a2 x · · · x
x x a3 · · · x
...

...
... . . . ...

x x x · · · an

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Крок 1. Запишемо останнiй стовпчик визначника у виглядi суми двох стовпчикiв
i скористаємось лiнiйностю визначника∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x · · · x 0 + x
x a2 · · · x 0 + x
...

... . . . ...
x x · · · an−1 0 + x
x x · · · x x+ (an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x · · · x x
x a2 · · · x x
...

... . . . ...
x x · · · an−1 x
x x · · · x x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 x · · · x 0
x a2 · · · x 0
...

... . . . ...
x x · · · an−1 0
x x · · · x an − x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Крок 2. У першому визначнику послiдовно вiднiмемо вiд усiх стовпчикiв визна-
чника його оcтаннiй стовпчик, а другий визначник розкриємо за елементами остан-
нього стовпчика:

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(a1 − x) 0 · · · 0 x
0 (a2 − x) · · · 0 x
...

... . . . ...
0 0 · · · (an−1 − x) x
0 0 · · · 0 x

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)n+n(an − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 x · · · x
x a2 · · · x
...

... . . .
x x · · · an−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ =

Крок 3. Перший визначник розкриваємо за останнiм рядком, а в другому додан-
ку визначник має таку ж структуру, як i стартовий визначник, але його порядок на
одицю менший:

= (−1)n+nx

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(a1 − x) 0 · · · 0

0 (a2 − x) · · · 0
...

... . . .
0 0 · · · (an−1 − x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣+ (an − x)Dn−1 =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an−1 − x) + (an − x)Dn−1.

Таким чином, ми отримали шукане рекурентне спiввiдношення

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x) + (an − x)Dn−1,

яке виражає визначник Dn через визначник Dn−1.
Крок 4. Використовуючи це рекурентне спiввiдношення, можна записати реку-

рентнi спiввiдношення, якi виражають визначник Dn−1 через визначник Dn−2 :

Dn−1 = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x) + (an−1 − x)Dn−2,
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далi визначник Dn−2 через визначник Dn−3 :

Dn−2 = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−3 − x) + (an−2 − x)Dn−3,

потiм визначник Dn−3 через визначник Dn−4 :

Dn−3 = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−4 − x) + (an−3 − x)Dn−4,

i так далi, аж до вираження визначника D3 через визначник D2 :

D3 = x(a1 − x)(a2 − x) + (a3 − x)D2,

i визначника D2 через визначникD1 :

D2 = x(a1 − x) + (a2 − x)D1.

Крок 5. Записанi рекурентнi спiввiдношення послiдовно пiдставляємо в отримане
рекурентне спiввiдношення

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x) + (an − x)Dn−1,

i отримаємо:

Dn = x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x) + (an − x)Dn−1 =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)+

+(an − x) [x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x) + (an−1 − x)Dn−2] =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)+

+(an − x)x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x) + (an − x)(an−1 − x)Dn−2 =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x) + x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)+

+(an − x)(an−1 − x) [x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−3 − x) + (an−2 − x)Dn−3] =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)+

+x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)+

+x(a1− x)(a2− x) · · · (an−3− x)(an−1− x)(an− x) + (an−2− x)(an−1− x)(an− x)Dn−3 =

= · · · · · · · · · = · · · · · · · · · =

= x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−1 − x)+

+x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−2 − x)(an − x)+

+x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−3 − x)(an−1 − x)(an − x)+

+x(a1 − x)(a2 − x) · · · (an−4 − x)(an−2 − x)(an−1 − x)(an − x) + · · ·+

+x(a1 − x)(a3 − x) · · · (an − x)+

+x(a2 − x)(a3 − x) · · · (an − x)+

+(a1 − x)(a2 − x) · · · (an − x) =

= x(a1 − x)(a2 − x) . . . (an − x)

(
1

x
+

1

a1 − x
+

1

a2 − x
+ . . .+

1

an − x

)
.
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Отримана вiдповiдь така ж сама, як i вiдповiдь, отримана методом приведення ви-
значника до трикутної форми.

Розглянемо тепер випадок, коли рекурентне спiввiдношення має вигляд

Dn = pDn−1 + qDn−2, n > 2, p, q − незалежнi вiд n величини.

Якщо q = 0, тоDn = pDn−1 = p2Dn−2 = . . . = pn−1D1, деD1 — визначник 1-го порядку
даного вигляду. Нехай q 6= 0, α i β — коренi квадратного рiвняння x2 + px + q = 0,
тодi p = α + β, q = −αβ, i рекурентне спiввiдношення набyває вигляду:

Dn = (α + β)Dn−1 − αβDn−2.

Bраховуючи це рекурентне спiввiдношення, знайдемо рiзницю Dn − βDn−1:

Dn − βDn−1 = (α + β)Dn−1 − αβDn−2 − βDn−1 = α(Dn−1 − βDn−2).

Аналогiчно

Dn − αDn−1 = βDn−1 − αβDn−2 = β(Dn−1 − αDn−2).

Таким чином, {
Dn − βDn−1 = α(Dn−1 − βDn−2),
Dn − αDn−1 = β(Dn−1 − αDn−2),

звiдки можна отримати{
Dn−1 − βDn−2 = α(Dn−2 − βDn−3),
Dn−1 − αDn−2 = β(Dn−2 − αDn−3),

тому {
Dn − βDn−1 = α2(Dn−2 − βDn−3),
Dn − αDn−1 = β2(Dn−2 − αDn−3).

Далi, понижуючи порядок визначникiв в правiй частинi рекурентного спiввiдноше-
ння отримаємо остаточно

{
Dn − βDn−1 = α(n−2)(D2 − βD1),
Dn − αDn−1 = β(n−2)(D2 − αD1).

Розглянемо два випадки.
Випадок 1. α 6= β: тодi маємо в отриманому спiввiдношеннi{

Dn − βDn−1 = α(n−2)(D2 − βD1),
Dn − αDn−1 = β(n−2)(D2 − αD1),

i вiднiмаючи вiд першого рiвняння, помноженого на α, друге рiвняння, помножене
на β, отримуємо:

(α− β)Dn = αn−1(D2 − βD1)− βn−1(D2 − αD1),
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звiдки

Dn =
αn−1(D2 − βD1)− βn−1(D2 − αD1)

α− β
.

Випадок 2. α = β. У цьому випадку маємо:

Dn − αDn−1 = α(Dn−1 − αDn−2)→ Dn − αDn−1 = αn−2(D2 − αD1),
Dn−1 = αDn−2 − αn−3(D2 − αD1)→ Dn = α2Dn−2 + 2αn−1(D2 − αD1),

i т. д. Аналогiчно до попереднього випадку отримаємо

Dn = αn−1D1 + (n− 1)αn−2(D2 − αD1).

1.47. Приклад.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

p c 0 0 · · · 0 0
c p c 0 · · · 0 0
0 c p c · · · 0 0
0 0 c p · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 0 · · · p c
0 0 0 0 · · · c p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Розкладемо визначник за елементами 1-го стовпчика:

Dn = (−1)(1+1)p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p c · · · 0 0
c p · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · p c
0 0 · · · c p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+ (−1)(2+1)c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

c 0 0 · · · 0 0
c p c · · · 0 0
0 c p · · · 0 0
· · · · · · · · · · · · · · ·
0 0 0 · · · p c
0 0 0 · · · c p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Наступний крок — перший визначник, очевидно Dn−1, а другий визначник розкла-
демо за першим рядком:

= pDn−1 + (−1)(2+1)c(−1)(1+1)c

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p c · · · 0 0
c p · · · 0 0
· · · · · · · · · · · ·
0 0 · · · p c
0 0 · · · c p

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= pDn−1 − c2Dn−2.

Таким чином ми отримали рекурентне спiввiдношення Dn = pDn−1 − c2Dn−2, отже,
на основi отриманих ранiше спiввiдношень обчислення даного визначника зводиться
до пошуку коренiв рiвняння x2 − px− c2 = 0.

2.3.5 Визначник Вандермонда

Часто при обчисленнi визначникiв зручно комбiнувати обидва вказанi вище методи.
Як приклад, розглянемо обчислення визначника Вандермонда.



2.3. МЕТОДИ ОБЧИСЛЕННЯ ДЕТЕРМIНАНТIВ МАТРИЦЬ 39

1.48. Приклад.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x1 x2 · · · xn−1 xn

(x1)
2 (x2)

2 · · · (xn−1)
2 (xn)2

...
... . . . ...

...
(x1)

n−3 (x2)
n−3 · · · (xn−1)

n−3 (xn)n−3

(x1)
n−2 (x2)

n−2 · · · (xn−1)
n−2 (xn)n−2

(x1)
n−1 (x2)

n−1 · · · (xn−1)
n−1 (xn)n−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок 1. Вiднiмемо вiд останнього рядка передостаннiй рядок, помножений на x1 й
отримаємо:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x1 x2 · · · xn−1 xn

(x1)
2 (x2)

2 · · · (xn−1)
2 (xn)2

...
... . . . ...

...
(x1)

n−3 (x2)
n−3 · · · (xn−1)

n−3 (xn)n−3

(x1)
n−2 (x2)

n−2 · · · (xn−1)
n−2 (xn)n−2

0 (x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок 2. Вiднiмемо вiд передостаннього рядка третiй знизу рядок, домножений на
x1, i отримаємо

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x1 x2 · · · xn−1 xn

(x1)
2 (x2)

2 · · · (xn−1)
2 (xn)2

...
... . . . ...

...
(x1)

n−3 (x2)
n−3 · · · (xn−1)

n−3 (xn)n−3

0 (x2 − x1)(x2)n−3 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−3 (xn − x1)(xn)n−3

0 (x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок 3. Вiднiмемо вiд третього знизу рядка четвертий знизу рядок, домножений на
x1, i отримаємо

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x1 x2 · · · xn−1 xn

(x1)
2 (x2)

2 · · · (xn−1)
2 (xn)2

...
... . . . ...

...
0 (x2 − x1)(x2)n−4 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−4 (xn − x1)(xn)n−4

0 (x2 − x1)(x2)n−3 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−3 (xn − x1)(xn)n−3

0 (x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i так далi — вiд стрiчки пiд номером i вiднiмаємо стрiчку пiд номером (i−1), домно-
жену на x1.
Крок (n – 2). Вiднiмемо вiд третього рядка четвертий, домножений на x1, i отри-
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маємо

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
x1 x2 · · · xn−1 xn
0 (x2 − x1)(x2) · · · (xn−1 − x1)(xn−1) (xn − x1)(xn)
...

... . . . ...
...

0 (x2 − x1)(x2)n−4 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−4 (xn − x1)(xn)n−4

0 (x2 − x1)(x2)n−3 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−3 (xn − x1)(xn)n−3

0 (x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок (n – 1). Вiднiмемо вiд другого рядка перший, домножений на x1, i отримаємо

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1 1
0 (x2 − x1) · · · (xn−1 − x1) (xn − x1)
0 (x2 − x1)(x2) · · · (xn−1 − x1)(xn−1) (xn − x1)(xn)
...

... . . . ...
...

0 (x2 − x1)(x2)n−4 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−4 (xn − x1)(xn)n−4

0 (x2 − x1)(x2)n−3 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−3 (xn − x1)(xn)n−3

0 (x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок n. Розкриваємо отриманий визначник за 1-им стовпчиком:

Dn = (−1)(1+1) · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 · · · xn−1 − x1 xn − x1
(x2 − x1)x2 · · · (xn−1 − x1)xn−1 (xn − x1)xn

... . . . ...
...

(x2 − x1)(x2)n−3 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−3 (xn − x1)(xn)n−3

(x2 − x1)(x2)n−2 · · · (xn−1 − x1)(xn−1)n−2 (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)(1+1) · 1 ·

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

x2 − x1 x3 − x1 · · · xn − x1
(x2 − x1)x2 (x3 − x1)x3 · · · (xn − x1)xn

(x2 − x1)(x2)2 (x3 − x1)(x3)2 · · · (xn − x1)(xn)2

...
... . . . ...

(x2 − x1)(x2)n−3 (x3 − x1)(x3)n−3 · · · (xn − x1)(xn)n−3

(x2 − x1)(x2)n−2 (x3 − x1)(x3)n−2 · · · (xn − x1)(xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Крок (n+1). З першого стовпчика визначника виносимо спiльний множник (x2−x1),
з другого стовпчика визначника виносимо спiльний множник (x3 − x1) i т.д.. . . , з
останнього стовпчика визначника виносимо спiльний множник (xn−x1) i отримуємо:

Dn = (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1
x2 x3 · · · xn

(x2)
2 (x3)

2 · · · (xn)2

...
... . . . ...

(x2)
n−3 (x3)

n−3 · · · (xn)n−3

(x2)
n−2 (x3)

n−2 · · · (xn)n−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)Dn−1.

Отже, ми отримали рекурентне спiввiдношення

Dn = (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)Dn−1
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Крок (n+2). Розкриваючи визначник Dn−1 аналогiчно, знаходимо:

Dn−1 = (x3 − x2)(x4 − x2) . . . (xn − x2)Dn−2,

тому

Dn = (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)(x3 − x2)(x4 − x2) . . . (xn − x2)Dn−2 =

= (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)(x3 − x2)(x4 − x2) . . . (xn − x2)×
×(x4 − x3)(x5 − x3) . . . (xn − x3)Dn−3 = . . . =

= (x2 − x1)(x3 − x1) . . . (xn − x1)(x3 − x2)(x4 − x2) . . . (xn − x2)×

×(x4 − x3)(x5 − x3) . . . (xn − x3) · · · · · · (xn − x(n−2)(xn − x(n−1)D1 =
n∏
i<j

(xj − xi).

2.4 Рiдко вживанi (нестандартнi) методи обчислен-
ня визначникiв

Для обчислення визначникiв матриць специфiчного вигляду можливо застосовувати
i деякi нестандартнi методи обчислення.

2.4.1 Метод представлення визначника у виглядi суми визна-
чникiв

Деякi визначники легко обчислюються шляхом розкладу їх в суму визначникiв того
самого порядку вiдносно рядкiв (або стовпчикiв).
1.49. Приклад.

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 + b1 a1 + b2 · · · a1 + bn
a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Розкладемо вiдносно першого рядка:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1 · · · a1

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 · · · bn

a2 + b1 a2 + b2 · · · a2 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Кожний з визначникiв розкладаємо вiдносно другого рядка:

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1 · · · a1
a2 a2 · · · a2

a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a1 a1 · · · a1
b1 b2 · · · bn

a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 · · · bn
a2 a2 · · · a2

a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
b1 b2 · · · bn
b1 b2 · · · bn

a3 + b1 a3 + b2 · · · a3 + bn
· · · · · · · · · · · ·

an + b1 an + b2 · · · an + bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 + 0 + 0 + 0,
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оскiльки в першому визначнику є два пропорцiйнi рядки (a2 = λan), тому вiн до-
рiвнює 0, четвертий визначник дорiвнює 0 (очевидно), а другий i третiй визначники
зводяться до визначникiв типу 1 (з пропорцiйними рядками) або типу 4. Отже, якщо
n > 2 , то Dn = 0. Для випадкiв n = 1 i n = 2 маємо

D1 = a1 + b1

D2 =

∣∣∣∣a1 a2
b2 b2

∣∣∣∣+ 0 + 0 +

∣∣∣∣b1 b1
a1 a2

∣∣∣∣ = (a1 − a2)(b2 − b1)

2.4.2 Метод замiни елементiв визначника

.
Нехай

D =

∣∣∣∣∣∣
a11 · · · a1n
· · · · · · · · ·
an1 · · · ann

∣∣∣∣∣∣ , D′ =

∣∣∣∣∣∣
a11 + x · · · a1n + x
· · · · · · · · ·

an1 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣ .
Знайдемо

D′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 · · · a1n

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
· · · · · · · · · · · ·

an+1 + x an+2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣∣∣
x x · · · x

a21 + x a22 + x · · · a2n + x
· · · · · · · · · · · ·

an+1 + x an+2 + x · · · ann + x

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
Очевидно, що складовi, якi утримують бiльше одного рядка елементiв, рiвних х, до-
рiвнюють нулю. Складовi, якi утримують один рядок елементiв, рiвних х, розкладем
за цим рядком:

D′ = D + x
n∑

i,j=1

Aij,

де Aij – алгебраїчнi доповнення елементiв визначника.

D = D′ − x
n∑

i,j=1

Aij.
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3.1 Мiнор, доповняльний мiнор. Базисний мiнор. Ранг
матрицi

Нагадаємо, що доповняльний мiнор M i
k довiльного елемента aik квадратної матрицi

An визначається як детермiнант матрицi порядку (n − 1), яка отримана з вихiдної
матрицi An шляхом викреслення того рядка й того стовпчика, у яких розташовано
елемент aik, тобто i-го рядка та k-го стовпчика.

M i
k =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1(k−1) a1(k+1) · · · a2n
a21 a22 · · · a2(k−1) a2(k+1) · · · a2n
...

...
...

...
...

a(i−2)1 a(i−2)2 · · · a(i−2)(k−1) a(i−2)(k+1) · · · a(i−2)n
a(i−1)1 a(i−1)2 · · · a(i−1)(k−1) a(i−1)(k+1) · · · a(i−1)n
a(i+1)1 a(i+1)2 · · · a(i+1)(k−1) a(i+1)(k+1) · · · a(i+1)n

...
...

...
...

...
...

an1 an2 · · · an(k−1) an(k+1) · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Пiдкреслимо, що поняття доповняльний мiнор є коректним тiльки для елементiв
квадратних матриць!

Введемо поняття мiнора матрицi, яке є застосовним для будь-яких матриць (не
тiльки квадратних). Виберемо в необов’язково квадратнiй матрицi розмiрiв m × n
довiльним чином s номерiв рядкiв i1, i2, ..., is i s номерiв стовпчикiв j1, j2, ..., js,
причому вважатимемо, що цi номери розташованi в порядку зростання ii < i2 <
... < is, ji < j2 < ... < js,

Am×n =



a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1js · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2js · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1js · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2js · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ais1 ais2 · · · aisj1 · · · aisj2 · · · aisjs · · · aisn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjs · · · amn



.

1.50. Означення. Мiнором порядку s матрицi Am×n називається детермiнант ма-
трицi порядку s, утвореної елементами, розташованими на перетинi вибраних рядкiв
i стовпчикiв, тобто

Li1...isj1...js
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 . . . ai1js
ai2j1 ai2j2 . . . ai2js
· · · · · · · · · · · ·
aisj1 aisj2 . . . aisjs

∣∣∣∣∣∣∣∣ .
1.51. Зауваження. Якщо матриця квадратна, то кожному мiнору Li1...isj1...js

можна
зiставити доповняльний мiнор M i1...is

j1...js
– визначник матрицi порядку n−s, який отри-

мується з А викреслюванням рядкiв з номерами i1, . . . , is i стовпчикiв j1, . . . , js,
тобто тих, у яких розташований мiнор Li1...isj1...js

.
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1.52. Приклад . Для матрицi

A5×5 =


2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2
−2 −3 4 1 3
1 0 6 2 4


побудуємо мiнор L25

34 i доповняльний до нього мiнор M25
34

L25
34 =

∣∣∣∣5 1
6 2

∣∣∣∣ ,
M25

34 =

∣∣∣∣∣∣
2 −1 4
2 −1 2
−2 −3 3

∣∣∣∣∣∣ .
Узагальненням формули розкладу визначника за рядком є формула Лапласа, яка
для матрицi порядку n має вигляд:

detA =
∑

(i1,...,is)

(−1)i1+j1+···+is+jsM i1...is
j1...js

Li1...isj1...js
,

де сума береться за всiма можливими перестановками i1, . . . , is такою, що i1 < i2 <
. . . < is.
Алгебраїчне доповнення мiнора Li1...isj1...js

визначається так:

Ai1...isj1...js
= (−1)i1+j1+···+is+jsM i1...is

j1...js
.

1.53. Означення. У матрицi А розмiром m× n мiнор порядку r називається бази-
сним, якщо вiн не дорiвнює нулю, а всi мiнори порядку (r+ 1) дорiвнюють нулю або
мiнорiв порядку (r+ 1) узагалi немає, тобто r збiгається з найменшим з чисел m i n.

Li1...irj1...jr
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 . . . ai1jr
ai2j1 ai2j2 . . . ai2jr
...

...
...

...
airj1 airj2 . . . airjr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0, L
i1...ir,ir+1

j1...jr,jr+1
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

ai1j1 ai1j2 . . . ai1jr ai1jr+1

ai2j1 ai2j2 . . . ai2jr ai2jr+1

...
...

...
...

...
airj1 airj2 . . . airjr airjr+1

a
ir+1

j1
a
ir+1

j2
. . . a

ir+1

jr
a
ir+1

jr+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0.

У матрицi можуть бути кiлька базисних мiнорiв, але всi вони мають один i той
самий порядок. Стовпчики i рядки, на перетинi яких розташований базисний мiнор,
називаються базисними стовпчиками i рядками.
1.54. Означення. Рангом матрицi називається порядок базисного мiнора, або най-
бiльший порядок, для якого iснують вiдмiннi вiд нуля мiнори. Якщо кожний елемент
матрицi дорiвнює нулю, то ранг такої матрицi дорiвнює нулю.
1.55. Зауваження. Ранг матрицi A позначають RgA. Ранг матрицi – це число.
Найпростiше знаходити ранг матрицi та її базисний мiнор за допомогою елементар-
них перетворень матрицi.
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3.2 Елементарнi перетворення матрицi i ранг матри-
цi

Елементарними перетвореннями матрицi називаються такi перетворення:

1. Множення рядка на число, вiдмiнне вiд нуля.

2. Додавання до одного рядка iншого рядка цiєї самої матрицi.

3. Перестановка рядкiв матрицi.

4. Множення стовпчика на число, вiдмiнне вiд нуля.

5. Додавання до одного стовпчика iншого стовпчика цiєї самої матрицi.

6. Перестановка стовпчикiв матрицi.

1.56. Припущення. Елементарнi перетворення матрицi не змiнюють рангу цiєї
матрицi. Справдi, розглянемо матрицю Am×n i довiльний її базисний мiнор Li1...irj1...jr

порядку r:

Am×n =



a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1js · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2js · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1js · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2js · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ais1 ais2 · · · aisj1 · · · aisj2 · · · aisjs · · · aisn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjs · · · amn



, Li1...irj1...jr
=

∣∣∣∣∣∣∣∣
ai1j1 ai1j2 . . . ai1jr
ai2j1 ai2j2 . . . ai2jr
· · · · · · · · · · · ·
aisj1 aisj2 . . . airjr

∣∣∣∣∣∣∣∣ .

а) При множеннi будь-якого рядка матрицi Am×n на число λ 6= 0 базисний мiнор
або не змiниться (у випадку, якщо рядок, який домножають на число λ не є бази-
сним) або помножиться на λ (у випадку, якщо рядок, який домножають на число λ
є базисним). Жодний мiнор, що дорiвнює нулю, не стане вiдмiнним вiд нуля.

б) Якщо всi мiнори порядку (r + 1) дорiвнюють нулю, то додавання будь-яких
рядкiв матрицi до рядкiв цих мiнорiв порядку (r + 1) не зробить жодний з них вiд-
мiнним вiд нуля внаслiдок властивостi лiнiйностi визначникiв: дiйсно, якщо додавати
будь-який рядок матрицi до рядкiв мiнорiв (r + 1), то ми отримаємо суму мiнорiв
порядку (r+ 1), кожен з яких дорiвнює нулю. Аналогiчно, додавання рядкiв матрицi
до рядкiв базисного мiнору не змiнить значення цього мiнору внаслiдок властивостей
визначника матриць.

в) При перестановцi рядкiв мiнор може змiнити знак або може змiнитись на мiнор,
який дорiвнює по модулю i вiдрiзняється за знаком вiд iншого мiнора тiєї самої
матрицi, або взагалi не змiниться.
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3.3 Метод Гауса обчислення рангу матрицi
На практицi ранг матрицi знаходять методом приведення матрицi до
спрощеного вигляду (метод Гауса). Нехай дано матрицю А розмiром m×n. Не-
хай j1 – номер першого стовпчика, який утримує ненульовi елементи. Якщо такого
стовпчика немає, тодi базисного мiнора немає, а отже RgA = 0. Нехай ai1j1– ненульо-
вий елемент j1-го стовпчика. Переставимо i1-й рядок на мiсце першого рядка, потiм
роздiлимо його на ai1j1 , i пiсля цього за допомогою елементарних перетворень всi
вiдмiннi вiд нуля елементи j1-го стовпчика зробимо рiвними нулю (для цього будемо
до рядкiв починаючи з (i1 + 1)-го рядка i аж до m-го рядка додавати перший рядок,
домножений на вiдповiдним чином пiдiбране число, таке, щоб вiдповiдний елемент
j1-го стовпчика став рiвним нулю

j1 j1

i1



0 . . . 0 0
0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 ai1j1
. . . . . . 0 ai1+1

j1
Vm×(n−j1)

...
...

...
0 . . . 0 amj1


→



0 . . . 0 ai1j1 ai1j1+1 . . . ai1n
0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0
. . . . . . 0 ai1+1

j1
W(m−1)×(n−j1)

...
...

...
0 . . . 0 amj1


→

j1 j1

→



0 . . . 0 1
a
i1
j1+1

a
i1
j1

. . . a
i1
n

a
i1
j1

0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0
. . . . . . 0 ai1+1

j1
W(m−1)×(n−j1)

...
...

...
0 . . . 0 amj1


→



0 . . . 0 1
a
i1
j1+1

a
i1
j1

. . . a
i1
n

a
i1
j1

0 . . . 0 0
...

...
...

0 . . . 0 0

. . . . . . 0 0 W̃(m−1)×(n−j1)
...

...
...

0 . . . 0 0


тут W̃(m−1)×(n−j1) – матриця розмiром (m− 1)× (n− j1).

Якщо в результатi проведених операцiй виявилось, що останнi (m − 1) рядкiв
матрицi Ã, отриманої шляхом елементарних перетворень рядкiв з матрицi А, нульовi,
тодi перетворення завершенi i RgA = 1.

У протилежному випадку, нехай j2 – номер самого лiвого стовпчика матрицi
W̃(m−1)×(n−j1), який утримує ненульовий елемент. Тодi до матрицi W̃(m−1)×(n−j1) зно-
ву застосовуємо описаний вище алгоритм: переставимо рядки матрицi W̃(m−1)×(n−j1)
таким чином, щоб рядок, який утримує цей ненульовий елемент, став першим, потiм
роздiлимо цей рядок на цей елемент i елементарними перетвореннями перетворимо
на нуль всi iншi елементи j2-го стовпчика. При цьому стовпчики 1, 2, ..., j1 матрицi
Ã не змiняться. Матриця матиме такий вигляд:

Am×n =


0 . . . 0 1 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗ 0 ∗ ∗ ∗∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 1 ∗ ∗ ∗∗
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0 V2
0 . . . 0 0 0 . . . 0 0


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Тут V2 – матриця розмiром (m−2)× (n− j2); символом «∗» позначено елементи, про
якi нiчого не можна сказати. Якщо в останнiх (m− 2) рядках є ненульовi елементи,
то продовжуємо тi самi перетворення до тих пiр, поки останнi (m−r) рядкiв матрицi
Ã будуть складатись з нулiв або ж не будуть вичерпанi всi рядки.

Таким чином, за допомогою елементарних перетворень рядкiв кожну матрицю
розмiром m × n можна привести до такого вигляду – деякi r стовпчикiв збiгаються
з першими r стовпчиками одиничної матрицi порядку m. Якщо r < m, то останнi
(m − r) рядкiв складаються з нулiв. Матрицi такого виду називають спрощеними.
Мiнор спрощеної матрицi, розташований у перших r рядках i стовпчиках j1, ..., jr
дорiвнює 1, ненульових мiнорiв бiльшого порядку немає, отже цей мiнор є базисним,
а ранг спрощеної матрицi дорiвнює r. Якщо ми привели матрицю А до спрощеного
вигляду й отримали матрицю рангу r, то й ранг матрицi А також був r. Приведену
процедуру визначення рангу називають методом Гаусса.

Таким чином, якщо А – матриця розмiром m × n, то яким би не був базисний
мiнор цiєї матрицi за допомогою елементарних перетворень рядкiв матрицi А можна
перетворити базиснi стовпчики на стовпчики одиничної матрицi. Якщо RgA = r <
m, то останнi (m− r) рядкiв будуть нульовими.
Приклад 1.57. Знайти ранг матрицi

A =

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2

 .

Скористаємося тим, що елементарнi перетворення не змiнюють ранг матрицi. Спо-
чатку до 2-го i 3-го рядкiв додаємо 1 рядок, помножений вiдповiдно на −2 i −1.
Отримаємо

A =

2 −1 3 −2 4
0 0 −1 5 −1
0 0 −2 10 −2

→
1 −1/2 3/2 −1 2

0 0 −1 5 −1
0 0 −2 10 −2

 .

Аналiзуємо частину отриманої матрицi, яка розташована нижче 1-го рядка i правiше
1-го стовпчика. Вiдмiнний вiд нуля елемент розмiщений на перетинi 2-го рядка й
3-го стовпчика, тому тепер до 3-го рядка додаємо 2-й рядок, домножений на −2,
отримуємо

A =

1 −1/2 3/2 −1 2
0 0 −1 5 −1
0 0 0 0 0

→
1 −1/2 3/2 −1 2

0 0 1 −5 1
0 0 0 0 0

→
1 −1/2 0 −17/2 1/2

0 0 1 −5 1
0 0 0 0 0


Оскiльки в отриманiй матрицi нижче другого рядка i правiше третього стовпчика
вiдмiнних вiд нуля елементiв немає, то RgA = 2.

На завершення розглянемо квадратну матрицю з вiдмiнним вiд нуля визначником
(∆ 6= 0). У неї всi стовпчики базиснi, отже її спрощений вигляд – одинична матриця,
тобто кожну квадратну матрицю з ненульовим визначником можна перетворити на
одиничну матрицю.
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3.4 Теореми про базисний мiнор
• Мають мiсце такi теореми про базисний мiнор
1.58. Теорема. Базиснi стовпчики (рядки) є лiнiйно незалежними. Будь-який стов-
пчик (рядок) довiльної матрицi A є лiнiйною комбiнацiєю її базисних стовпчикiв
(рядкiв).

Доведення проведемо для стовпчикiв (для рядкiв доводиться аналогiчно). Як-
би базиснi стовпчики були лiнiйно залежними, то за властивiстю 1.23 один з цих
стовпчикiв був би лiнiйною комбiнацiєю iнших. В такому випадку, згiдно припуще-
ння 1.56, можна було б вiдняти вiд даного стовпчика лiнiйну комбiнацiю iнших i
отримати в результатi нульовий стовпчик, не змiнивши при цьому ранг матрицi. Це
протирiчить означенню базисного мiнора, що повинен бути вiдмiнним вiд нуля. Отже
базиснi стовпчики є лiнiйно незалежними.

Доведемо тепер, що довiльний стовпчик матрицi Am×n є лiнiйною комбiнацiєю
базисних. Оскiльки при перестановцi стовпчикiв (або рядкiв) нульовий визначник
залишається рiвним нулю, то можна без обмеження загальностi вважати, що ба-
зисний мiнор знаходиться в лiвому верхньому кутi матрицi, тобто на її перших r
стовпчиках i перших r рядках. Нехай j — довiльне число вiд 1 до n, а k — довiльне
число вiд 1 до m.

Переконаємось в тому, що наступний визначник (r + 1)-го порядку∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1r a1j
a21 a22 . . . a2r a2j
...

...
...

...
...

ar1 ar2 . . . arr arj
ak1 ak2 . . . akr akj

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(3.1)

дорiвнює нулю. Якщо j ≤ r або k ≤ r, то вказаний визначник буде дорiвнювати нулю
внаслiдок того, що вiн мiстить два однакових рядка або стовпчика. Якщо обидва
числа j i k є бiльшими за r, то (3.1) є мiнором матрицi A порядку (r + 1), а будь-
який такий мiнор дорiвнює нулю, за визначенням базисного мiнора. Таким чином,
визначник (3.1) дорiвнює нулю при всiх значеннях j вiд 1 до n та всiх k вiд 1 до m.

Тодi, розклавши цей визначник за останнiм рядком i позначивши алгебраїчнi до-
повнення, що не залежать вiд k якAk1 = c1, A

k
2 = c2, . . . , A

k
r = cr, A

k
j = cr+1, отримаємо,

що
c1a

k
1 + c2a

k
2 + · · ·+ cra

k
r + cr+1a

k
j = 0

для всiх k = 1, 2, . . . ,m. Враховуючи, що алгебраїчне доповнення cr+1 = Akj спiвпадає
з вiдмiнним вiд нуля базисним мiнором, ми можемо роздiлити всю рiвнiсть на cr+1.
Тодi ввiвши позначення

λ1 = − c1
cr+1

, λ2 = − c2
cr+1

, . . . , λr = − cr
cr+1

,

отримаємо, що akj = λ1a
k
1 + λ2a

k
2 + · · ·+ λra

k
r (для всiх k = 1, 2, . . . ,m), а це i означає,

що j-й стовпчик є лiнiйною комбiнацiєю перших r (базисних) стовпчикiв. Теорему
доведено.
1.59. Наслiдок. Якщо А – квадратна матриця i det A = 0, то хоча б один iз стовпчи-
кiв є лiнiйною комбiнацiєю iнших стовпчикiв, а один iз рядкiв – лiнiйною комбiнацiєю
iнших рядкiв.
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1.60. Теорема. Ранг матрицi А дорiвнює максимальнiй кiлькостi лiнiйно незале-
жних стовпчикiв цiєї матрицi.

Якщо RgA = 0, то всi стовпчики є нульовi i немає жодного лiнiйно незалежно-
го стовпчика. Нехай RgA = r > 0. Покажемо, що в А iснують r лiнiйно незале-
жних стовпчикiв. Розглянемо складену з елементiв матрицi А матрицю A′ порядку
r, детермiнантом якої є базисний мiнор. Стовпчики A′ представляють собою части-
ни стовпчикiв А. Якби стовпчики в А, у яких розташований базисний мiнор, були
лiнiйно залежними, то були б лiнiйно залежними i стовпчики A′, а базисний мiнор
дорiвнював би нулю.

Доведемо, що будь-якi р стовпчикiв матрицi А лiнiйно залежнi, якщо p > r.
Складемо матрицю В iз цих р стовпчикiв. Очевидно, що RgB ≤ p, тобто кожний
мiнор матрицi В є мiнором матрицi А, отже, RgB ≤ r, a p > r. Оскiльки RgB < p, то
хоча б один iз стовпчикiв матрицi В не входить у базисний мiнор, а отже, є залежним.

Аналогiчно доводиться, що ранг матрицi дорiвнює максимальнiй кiлькостi лiнiйно
незалежних рядкiв.

Очевидно, що ранг матрицi не змiнюється при її транспонуваннi.



Роздiл 4

Множення матриць

1. Означення операцiї множення матриць, приклади

2. Властивостi множення матриць

3. Елементарнi перетворення як множення матриць. Детермiнант добутку ма-
триць

51



52 РОЗДIЛ 4. МНОЖЕННЯ МАТРИЦЬ

4.1 Множення матриць

Пара матриць називається впорядкованою, якщо в цiй парi визначено, яка матриця
є першою, а яка другою !!! Операцiя множення матриць означена тiльки для такої
впорядкованої пари матриць, у якiй кiлькiсть стовпчикiв першої матрицi AmA×nA

дорiвнює кiлькостi рядкiв другої матрицi BmB×nB
.

1.61 Означення. Добутком матрицi A розмiром mA × nA на матрицю B розмiром
mB × nB називається матриця C розмiром mA × nB, елементи cij якої пов’язанi з
елементами aij та bij матриць A та B таким чином:

cij =

nA∑
k=1

aikbkj, де i = 1,mA, j = 1, nB.

1.62 Приклад. Нехай дано матрицю-рядок довжиною n, а саме A1×n ≡ 〈x| =
(x1, x2, . . . , xn), i матрицю-стовпчик

Bn×1 ≡ |y〉 =


y1

y2

...
yn


висотою n. Добуток є матрицею розмiром 1× 1

A1×n ·Bn×1 ≡ 〈x | y〉 = (x1, x2, . . . , xn)


y1

y2

...
yn

 = x1y
1 + x2y

2 + ...+ xny
n.

Добуток Bn×1 · A1×n ≡ |y〉 〈x| є матрицею розмiром n × n, елементами якої є всi
можливi добутки xiyj, де i, j = 1, n

Bn×1 · A1×n ≡ |y〉 〈x| =


y1

y2

...
yn

 (x1, x2, . . . , xn) =


y1x1 y1x2 · · · y1xn
y2x1 y2x2 · · · y2xn
...

... · · · ...
ynx1 ynx2 · · · ynxn


Означення операцiї множення матриць дозволяє ввести для будь-якої квадратної

матрицi операцiю пiднесення до степеня n, тобто An = A · A · . . . · A︸ ︷︷ ︸
n

.

1.63 Приклад.

σ2
x = σx · σx =

(
0 1
1 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= E2,

σ2
y = σy · σy =

(
0 −i
i 0

)(
0 −i
i 0

)
=

(
1 0
0 1

)
= E2,

σ2
z = σz · σz =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
=

(
1 0
0 1

)
= E2,



4.2. ВЛАСТИВОСТI МНОЖЕННЯ МАТРИЦЬ 53

σ3
x = σ2

xσx = E2σx = σx,

σ3
y = σ2

yσy = E2σy = σy,

σ3
z = σ2

zσz = E2σz = σz.

Очевидно

σnx,y,z =

{
σx, σy, σz, n = 2k + 1

E2, n = 2k
, k = 0, 1, 2, . . .

4.2 Властивостi множення матриць
1.64 Припущення: j-й стовпчик матрицi A ·B є лiнiйною комбiнацiєю стовпчикiв
матрицi A з коефiцiєнтами, що дорiвнюють елементам j-го стовпчика матрицi B.

Нехай матриця A має розмiри m × l, а матриця B — l × n, тодi матриця AB
матиме розмiр m×n. Запишемо A як матрицю-рядок, елементами якої є її стовпчики
A = (|a1〉 , |a2〉 , . . . , |al〉). Тодi матрицю AB можна також записати як матрицю-рядок,
стовпчики якої визначаються таким чином:

(|a1〉 |a2〉 . . . |al〉)

b11 . . . b1j . . . b1n
...

...
...

bl1 . . . blj . . . bln

 =

=

(∣∣∣∣∣
l∑

s=1

bs1 |as〉

〉
,

∣∣∣∣∣
l∑

s=1

bs2 |as〉

〉
, . . . ,

∣∣∣∣∣
l∑

s=1

bsj |as〉

〉
, . . . ,

∣∣∣∣∣
l∑

s=1

bsn |as〉

〉)
,

звiдки випливає, що j-м стовпчиком матрицi AB є
∣∣∣∑l

s=1 bsj |as〉
〉
.

1.65 Припущення: i-й рядок матрицi AB є лiнiйною комбiнацiєю рядка матрицi B
з коефiцiєнтами, що дорiвнюють елементам i-го рядка матрицi A.

Записуючи матрицi B i AB у виглядi матриць-стовпчикiв висотою m, доводимо
аналогiчно попередньому.
1.66 Властивiсть. Множення матриць некомутативне, тобто в загальному AB 6=
BA. Наприклад, перемножимо матрицi Паулi:

σxσy =

(
0 1
1 0

)(
0 −i
i 0

)
=

(
i 0
0 −i

)
= i

(
1 0
0 −1

)
= iσz

σyσx =

(
0 −i
i 0

)(
0 1
1 0

)
=

(
−i 0
0 i

)
= −i

(
1 0
0 −1

)
= −iσz.

Рiзницю AB −BA називають комутатором матриць A та B i позначають [A,B].
Суму AB +BA називають антикомутатором i позначають {A,B}. Очевидно,

[σx, σy] = σxσy − σyσx = 2iσz,

{σx, σy} = σxσy + σyσx = 0.

Безпосередньо множенням матриць можна переконатись, що

[σy, σz] = 2iσx,

[σz, σx] = 2iσy,

[σx, σx] = [σy, σy] = [σz, σz] = 0,

{σy, σz} = {σz, σx} = 0,

{σx, σx} = {σy, σy} = {σz, σz} = 2E2.
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За допомогою символу Левi-Чивiта комутативнi спiввiдношення для матриць Па-
улi можна записати таким чином:

[σα, σβ] = 2iεαβγσγ,

де α, β, γ = x, y, z, а за допомогою символу Кронекера всi антикомутацiйнi спiввiд-
ношення для матриць Паулi записуються таким чином:

{σα, σβ} = 2δαβE2.

Якщо будь-якi матрицi A та B задовольняють спiввiдношення A ·B = B ·A, то такi
матрицi називають переставними (комутативними). Одинична матриця порядку n
є переставною з будь-якою квадратною матрицею того самого порядку, тобто AEn =
EnA = A. Якi б не були A та B, якщо O – нульова матриця, то AO = 0, OB = 0.
1.67 Властивiсть. Множення матриць асоцiативне, тобто, якщо визначенi добу-
тки AB та (AB)C, то визначенi добутки BC та A (BC) i виконується рiвнiсть

(AB)C = A (BC) .

Нехай матрицi A, B, C мають розмiри mA × nA, mB × nB i mC × nC , вiдповiдно.
Якщо добуток AB визначено, то nA = mB, i добуток AB має розмiри mA×nB, тому,
якщо визначено добуток (AB)C, то nB = mC . Матриця AB складається з елементiв:

(AB)λρ =

nA∑
α=1

aλαbαρ (λ = 1, . . . ,mA; ρ = 1, . . . , nB)

[(AB)C]λρ =

nB∑
ν=1

(
nA∑
α=1

aλαbαν

)
cνρ (λ = 1, . . . ,mA; ρ = 1, . . . , nC) .

Однак, оскiльки nB = mC , то визначено добуток матриць BC, елементи якого

(BC)απ =

nB∑
ρ=1

bαρcρπ (α = 1, . . . ,mB; π = 1, . . . , nC) .

Оскiльки висота стовпчика (кiлькiсть рядкiв) матрицi BC дорiвнює mB = nA,
тобто довжинi рядка матрицi A, то визначено добуток A (BC), елементи якого мають
вигляд

[A (BC)]λρ =

nA∑
α=1

aλα

(
nB∑
ν=1

bανcνρ

)
=

nA∑
α=1

nB∑
ν=1

(aλαbαν) cνρ.

1.68 Властивiсть. Множення матриць дистрибутивне щодо додавання, тобто:
якщо має змiст вираз A (B + C), то A (B + C) = AB + AC.

Очевидно, що B i C мають однаковi розмiриm×n, A – розмiр p×m (p – довiльне).
Ця сума може бути представлена у виглядi

[A (B + C)]ij =
m∑
k=1

aik (bkj + ckj) =
m∑
k=1

aikbkj +
m∑
k=1

aikckj = (AB)ij + (AC)ij ,

де i = 1, p, j = 1, n.
1.69 Властивiсть. Якщо добуток AB має змiст, то α (AB) = (αA)B = A (αB).
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1.70 Властивiсть. Ранг добутку двох матриць не перевищує рангiв спiвмножни-
кiв.

Для доведення розглянемо матрицю D, складену з усiх стовпчикiв матриць A
та AB. Запишемо її символiчно D = ‖A|AB‖. Очевидно, що Rg (AB) ≤ RgD. Згi-
дно з припущенням 1.64, стовпчики AB є лiнiйними комбiнацiями стовпчикiв A,
тому RgD = RgA, таким чином маємо Rg (AB) ≤ RgA. Аналогiчно доводиться, що
Rg (AB) ≤ RgB.
1.71 Властивiсть. Якщо визначено добуток AB, то визначено й добуток BTAT , i
виконується рiвнiсть (AB)T = BTAT .

Нехай матрицi A та B мають розмiри m × n i n × p. У матрицi AB на перетинi
i-го рядка та j-го стовпчика розташований елемент

∑n
α=1 aiαbαj, (i = 1,m, j = 1, p);

j-й рядок матрицi BT складається з елементiв b1j, . . . , bnj, а i-й стовпчик матрицi AT
– з елементiв ai1, . . . , ain. Тому добуток BTAT визначений, i в ньому на перетинi j-го
рядка та i-го стовпчика є елемент

∑n
α=1 bαjaiα, що збiгається з

∑n
α=1 aiαbαj.

1.72 Наслiдок. Якщо визначено добуток ABC, то (ABC)T = CTBTAT , згiдно з
(ABC)T = CT (AB)T = CTBTAT .
1.73 Означення. Матриця X, що з деякою заданою матрицею A задовiльняє рiв-
нiсть XA = AX = En (де En – одинична матриця деякого порядку n), називається
оберненою до A i позначається A−1.

Оскiльки A i A−1 комутативнi, то вони обидвi мають бути квадратними того
самого порядку n, а оскiльки RgEn ≤ RgA, то RgA = n ⇒ матриця може мати
обернену тiльки тодi, коли її визначник вiдмiнний вiд нуля.

4.3 Елементарнi перетворення як множення матриць.
Детермiнант добутку матриць

1.74 Теорема. Кожне елементарне перетворення рядкiв матрицi A розмiром m× n
рiвносильно множенню матрицi A злiва на деяку квадратну матрицю порядку m.

Для доведення представимо матрицю Am×n у виглядi матрицi-стовчика висоти
m, елементами якої є рядки довжини n матрицi Am×n:

Am×n =



a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

...
ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

...
aj1 aj2 · · · ajn
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


=



〈a1|
〈a2|
...
〈ai|
...
〈aj|
...
〈am|



1. Розглянемо квадратну матрицю S1
m, яка отримується з одиничної матрицi Em
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порядку m перестановкою i-го та j-го рядкiв:

Em =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


→ S1

m =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


Очевидно, що при множеннi матрицi S1

m на Am×n вiдповiднi рядки матрицi
Am×n переставляться

S1
m · Am×n =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


·



〈a1|
〈a2|
...
〈ai|
...
〈aj|
...
〈am|


=



〈a1|
〈a2|
...
〈aj|
...
〈ai|
...
〈am|


2. Нехай S2

m – матриця, яка отримується з тiєї самої одиничної матрицi Em замi-
ною i-ї одиницi на дiагоналi на число λ 6= 0:

Em =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


→ S2

m =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λ · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


При множеннi матрицi S2

m на Am×n i-й рядок матрицi Am×n помножиться на λ

S2
m · Am×n =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · λ · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


·



〈a1|
〈a2|
...
〈ai|
...
〈aj|
...
〈am|


=



〈a1|
〈a2|
...

λ 〈ai|
...
〈aj|
...
〈am|


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3. Позначимо через S3
m матрицю, яка отримується з одиничної матрицi Em замi-

ною на одиницю нульового елемента, розташованого на перетинi i-го рядка та
j-го стовпчика:

Em =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


→ S3

m =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


Множення матрицi S3

m на матрицю Am×n рiвносильне додаванню j-го рядка
матрицi Am×n до i-го рядка

S3
m · Am×n =



1 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 1 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 1 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 1 · · · 0
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 1


·



〈a1|
〈a2|
...
〈ai|
...
〈aj|
...
〈am|


=



〈a1|
〈a2|
...

〈ai|+ 〈aj|
...
〈aj|
...
〈am|


Зауважимо, що detS1

m, detS2
m i detS3

m вiдмiннi вiд нуля: detS1
m = −1, detS2

m = λ,
detS3

m = 1. Матрицi S1
m, S2

m i S3
m називають матрицями елементарних перетворень.

Якщо матриця Am×n квадратна (m = n) , то det (S1
m · A) = − detA, det (S2

mA) =
λ detA, det (S3

mA) = detA. Отже, у цьому випадку для матриць елементарних пере-
творень справедливо

det (SA) = detS detA

Послiдовному виконанню елементарних перетворень рядкiв матрицi Am×n вiдпо-
вiдає множення злiва матрицi Am×n на добуток вiдповiдних матриць елементарних
перетворень.

Елементарнi перетворення стовпчикiв можна довести, домножуючи матрицюAm×n
справа на аналогiчнi матрицi елементарних перетворень порядку n.
1.75 Припущення. Якщо detA 6= 0, то знайдуться матрицi елементарних перетво-
рень Sim, Sjm, . . . , Spm такi, що A = SimS

j
m · · ·Spm.

Якщо detA 6= 0, то A−1 iснує. Оскiльки detA−1 6= 0, то елементарними пере-
твореннями рядкiв матриця A−1 може бути перетворена на одиничну матрицю, тоб-
то знайдуться такi Sim, Sjm, . . . , Spm, для яких SimS

j
m · · ·SpmA−1 = E. Очевидно, що

SimS
j
m · · ·Spm = A.

1.76 Зауваження. Iснування оберненої матрицi для кожної невиродженої матрицi
було доведено в попередньому роздiлi.
1.77 Припущення. Для будь-яких квадратних матриць A i B одного порядку

det (AB) = detA detB
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Справдi, у випадку detA = 0 твердження випливає з оцiнки рангу добутку ма-
триць. Якщо detA 6= 0, то

A = Si · · ·Sp

⇓
det (A ·B) = det

(
Si · · ·Sp ·B

)
=

= detSi det
(
Sj · · ·Sp ·B

)
=

= detSi detSj det
(
Sk · · ·Sp ·B

)
=

= · · · =
= detSi · · · detSp · detB =

= det
(
Si · · ·Sp

)
· detB =

= detA · detB.

Тут було використано те, що

detSi · · · detSp = det
(
SiSj

)
detSk · · · detSp = · · · = det

(
Si · · ·Sp

)
.
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5.1 Означення та постановка задачi

1.78 Означення. Системою лiнiйних алгебраїчних рiвнянь (СЛАР) називають си-
стему з m рiвнянь вiдносно n невiдомих x1, x2, . . . , xn такого виду:

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

. . .

am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn x
n = bm.

Iснують iншi, бiльш компактнi способи запису СЛАР:
1)

n∑
i=1

ajix
i = bj, j = 1,m;

2) або ж за допомогою операцiї множення матриць: нехай

Am×n =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 —
матриця, елементи якої заданi i є коефiцi-
єнтами при невiдомих у заданiй СЛАР. Цю
матрицю називають матрицею системи

|b〉 =


b1

b2

...
bm

 — стовпчик вiльних членiв (його елементи
теж заданi)

|x〉 =


x1

x2

...
xn

 — стовпчик невiдомих, якi потрiбно знайти

тодi СЛАР можна записати як
A |x〉 = |b〉;

3) ще одна форма запису СЛАР

x1


a11
a21
...
am1

+ · · ·+ xi


a1i
a2i
...
ami

+ · · ·+ xn


a1n
a2n
...
amn

 =


b1

b2

...
bm

 ,

або
x1 |a1〉+ · · ·+ xi |ai〉+ · · ·+ xn |an〉 = |b〉,

де |a1〉 , . . . , |an〉 – стовпчики матрицi системи, |b〉 – стовпчик вiльних членiв.
Матриця системи, доповнена стовпчиком вiльних членiв, називається розширеною

матрицею системи i позначається
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A∗ =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn bj

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 ≡
 b1

A
...
bm

 .

Якщо вiльнi члени всiх рiвнянь дорiвнюють нулю, система називається однорi-
дною.
1.79 Означення. Сукупнiсть n чисел α1, . . . , αn називається розв’язком СЛАР,
якщо кожне рiвняння системи перетворюється на числову рiвнiсть пiсля пiдстановки
в нього чисел αi замiсть вiдповiдних невiдомих xi для всiх i = 1, n.

Задача полягає в знаходженнi розв’язкiв СЛАР, причому ми не робимо нiяких
припущень щодо коефiцiєнтiв i вiльних членiв системи, i навiть щодо кiлькостi рiв-
нянь i кiлькостi невiдомих. Тому можуть iснувати рiзнi можливостi – система може

взагалi не мати розв’язкiв

{
x1 + x2 = 0

x1 + x2 = 10
або мати їх безлiч x1 + x2 = 0. Системи,

якi не мають розв’язкiв, називаються несумiсними, а якi мають хоча б один розв’язок
— сумiсними.

5.2 Розв’язування СЛАР, в яких кiлькiсть рiвнянь i
невiдомих спiвпадають. Теорема Крамера

Почнемо розгляд з найпростiшого випадку, коли кiлькiсть рiвнянь у СЛАР дорiв-
нює кiлькостi невiдомих. Також вважатимемо, що рiвняння лiнiйно незалежнi (це
означає, що рядки матрицi системи лiнiйно незалежнi). У випадку, коли m = n, для
лiнiйної незалежностi рiвнянь системи достатньо вимагати, щоб детермiнант матрицi
системи був вiдмiнним вiд нуля.
1.80 Теорема Крамера . СЛАР з n рiвнянь вiдносно n невiдомих

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

. . .

an1x
1 + an2x

2 + · · ·+ annx
n = bn

у випадку, коли визначник матрицi системи вiдмiнний вiд нуля, має єдиний розв’язок,
який визначається таким чином:

xi =
∆i

∆
, i = 1, n,

де ∆ = detA – детермiнант матрицi системи, а ∆i – детермiнант матрицi, отриманої
з матрицi системи шляхом замiни i-го стовпчика на стовпчик вiльних членiв, тобто

∆i =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1i−1 b1 a1i+1 . . . a1n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ani−1 bn ani+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣ .
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Для доведення додамо зверху до розширеної матрицi системи, яка має розмiри
[n× (n+ 1)], довiльний її рядок, номер якого j. В результатi маємо квадратну ма-
трицю порядку (n+ 1), у якiй два рядки збiгаються,

Hn+1 =



aj1 aj2 . . . ajn bj

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn bj

. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann bn


тому визначник цiєї матрицi дорiвнює нулю. Обчислимо цей визначник, розкривши
його за першим рядком

detHn+1 =
n∑
i=1

(−1)i+1 ajiMi + (−1)n+1+1bj detA = 0.

Тут Mi – детермiнант матрицi, отриманої з матрицi Hn+1 шляхом викреслювання її
першого рядка та i-го стовпчика, або, що теж саме, детермiнант матрицi, отриманої
з розширеної матрицi системи A∗ викреслюванням її i-го стовпчика:

Mi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1i−1 a1i+1 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2i−1 a2i+1 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . aji−1 aji+1 . . . ajn bj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . ani−1 ani+1 . . . amn bm

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Оскiльки detA ≡ ∆ 6= 0, то

bj = −
∑n

i=1 (−1)i+1 ajiMi

(−1)n+1+1 ∆
=

∑n
i=1 (−1)i−n ajiMi

∆
, j = 1, n.

Якщо ввести формальне позначення

qi =
(−1)i−nMi

∆
, i = 1, n,

тодi отримане спiввiдношення матиме вигляд
n∑
i=1

ajiq
i = bj, j = 1, n,

що цiлком спiвпадає з однiєю з форм запису СЛАР (див. попереднiй пункт)

n∑
i=1

ajix
i = bj, j = 1, n.

Таким чином, визначений набiр чисел x1, x2, . . . , xn задовiльняє розв’язок системи.
Суттєво, що числа x1, x2, . . . , xn не залежать вiд j, а тому задовольняють усi рiвняння
системи, тобто є її розв’язком. Iснування розв’язку доведено.
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Приведемо вираз для xi до вигляду, анонсованого у формулюваннi теореми, пе-
реставивши у визначнику Mi останнiй стовпчик b на i-те мiсце, тобто помiняємо мi-
сцями цей стовпчик послiдовно зi стовпчиками з номерами n, n− 1, . . . , i+ 1. Усього
потрiбно (n− i) перестановок, тому

Mi =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1i−1 a1i+1 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2i−1 a2i+1 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . aji−1 aji+1 . . . ajn bj

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ani−1 ani+1 . . . ann bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

= (−1)n−i

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1i−1 b1 a1i+1 . . . a1n
a21 a22 . . . a2i−1 b2 a2i+1 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . aji−1 bj aji+1 . . . ajn
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ani−1 bn ani+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)n−i∆i

тому

qi = xi =
(−1)i−nMi

∆
=

(−1)i−n (−1)n−i

∆
∆i =

∆i

∆
.

Доведемо єдинiсть отриманого розв’язку методом вiд супротивного. Нехай є два
розв’язки системи {α1, α2, . . . , αn} i {β1, β2, . . . , βn}. Запишемо систему у виглядi:

x1


a11
a21
...
an1

+ · · ·+ xn


a1n
a2n
...
ann

 =


b1

b2

...
bn

 або x1 |a1〉+ · · ·+ xn |an〉 = |b〉 ,

де |a1〉 , . . . , |an〉 – стовпчики матрицi системи, |b〉 – стовпчик вiльних членiв. Резуль-
тат пiдстановки розв’язкiв {αi} i {βi} у систему має вигляд

α1 |a1〉+ · · ·+ αn |an〉 = |b〉
β1 |a1〉+ · · ·+ βn |an〉 = |b〉 ,

отже, (
α1 − β1

)
|a1〉+

(
α2 − β2

)
|a2〉+ · · ·+ (αn − βn) |an〉 = |0〉 .

Якщо розв’язки не збiгаються, то хоча б одна з рiзниць (αi − βi), i = 1, n вiдмiнна
вiд нуля. Це означає, що стовпчики |ai〉 є лiнiйно залежними, а цього бути не може,
тому що iз самого початку припускалося, що detA 6= 0. Зауважимо, що в доведеннi
не використовувався збiг кiлькостi рiвнянь i кiлькостi невiдомих, тобто за змiстом
доведено бiльш сильне твердження: якщо стовпчики матрицi є лiнiйно незалежними,
то система не може мати два рiзних розв’язки.

Це твердження стане бiльш зрозумiлим пiсля доведення теореми Кронекера -
Капеллi в наступному роздiлi.
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5.3 Загальна теорiя СЛАР

5.3.1 Теорема Кронекера-Капеллi про сумiснiсть СЛАР

Теорема про базисний мiнор дозволяє сформулювати таку умову сумiсностi довiльно
заданої СЛАР: 

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

. . .

am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn x
n = bm.

1.81 Теорема Кронекера-Капеллi. СЛАР є сумiсною (має хоча б один розв’язок)
тодi i тiльки тодi, коли ранг матрицi системи A дорiвнює рангу розширеної матрицi
A∗: RgA = RgA∗

Для доведення теореми скористаємось такою формою запису СЛАР:

x1


a11
a21
...
am1

+ · · ·+ xi


a1i
a2i
...
ami

+ · · ·+ xn


a1n
a2n
...
amn

 =


b1

b2

...
bm


або

x1 |a1〉+ · · ·+ xi |ai〉+ · · ·+ xn |an〉 = |b〉 .

Необхiднiсть. Якщо розв’язок iснує, то така форма запису означає, що стов-
пчик вiльних членiв |b〉 є лiнiйною комбiнацiєю стовпчикiв матрицi системи

Am×n =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 .

Отже, якщо ми доповнимо матрицю системи цим стовпчиком i отримаємо таким
чином розширену матрицю системи

A∗m×(n+1) =


a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn bj

. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn bm

 ,

то кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпчикiв в розширенiй матрицi системи A∗m×(n+1).
буде такою ж, як i кiлькiсть лiнiйно незалежних стовпчикiв в матрицi системи Am×n.
Отже RgAm×n = RgA∗m×(n+1).

Достатнiсть. Нехай RgAm×n = RgA∗m×(n+1). У цьому випадку базисний мiнор
матрицi Am×n є базисним i в матрицi A∗m×(n+1) (якби це було не так, то мала би мiсце
рiвнiсть (1 + RgAm×n) = RgA∗m×(n+1)).

Нехай стовпчики |ai1〉 , . . . , |air〉 є базисними стовчиками матрицi системи Am×n.
Тодi стовпчик вiльних членiв |b〉 є лiнiйною комбiнацiєю цих базисних стовпчикiв, у
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яких розташований базисний мiнор матрицi Am×n
b1

b2

...
bm

 = α1


a1i1
a2i1...
ami1

+ · · ·+ αr


a1ir
a2ir...
amir

 .

Tодi, згiдно з однiєю з властивостей лiнiйно незалежних систем вектор-стовпчикiв,
якщо стовпчик |b〉 є лiнiйною комбiнацiєю системи вектор-стовпчикiв |ai1〉 , . . . , |air〉,
то тодi цей вектор-стовпчик |b〉 може бути записаний у виглядi лiнiйної комбiнацiї
будь-якої системи вектор-стовпчикiв, яка мiстить стовпчики |ai1〉 , . . . , |air〉, як пiдси-
стему. Отже, у цьому випадку стовпчик вiльних членiв може бути записано у виглядi
лiнiйної комбiнацiї всiх стовпчикiв матрицi системи Am×n:

b1

b2

...
bm

 = α1


a1i1
a2i1...
ami1

+ · · ·+ αr


a1ir
a2ir...
amir

+
тривiальна лiнiйна комбiнацiя
iнших стовпчикiв матрицi Am×n

Коефiцiєнти цiєї лiнiйної комбiнацiї являють собою розв’язок даної СЛАР. Отже,
виконання умови RgAm×n = RgA∗m×(n+1) для даної СЛАР забезпечує її сумiснiсть.
1.82 Наслiдок. СЛАР не сумiсна тодi й тiльки тодi, коли до спрощеного вигляду
матрицi A∗ входить рядок ‖0 0 . . . 0 1‖.

Дiйсно, якщо RgA∗ > RgA, то будь-який базисний мiнор розширеної матрицi A∗
має утримувати останнiй стовпчик цiєї матрицi. Якщо останнiй стовпчик є базисним,
то пiсля приведення матрицi A∗ до спрощеного вигляду за допомогою алгоритму Га-
уса, її останнiй стовпчик буде спiвпадати з останнiм стовпчиком одиничної матрицi,
а це означає, що останнiй рядок у цiй матрицi матиме вигляд ‖0 0 . . . 0 1‖. Навпа-
ки, якщо такий рядок є в матрицi, то її останнiй стовпчик не може бути лiнiйною
комбiнацiєю iнших cтовпчикiв. Отже, RgA∗ > RgA, i система не сумiсна.

5.3.2 Критерiй Фредгольма

Нехай задано СЛАР 
a11x

1 + a12x
2 + · · ·+ a1nx

n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

. . .

am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn x
n = bm.

Транспонуємо матрицю A заданої СЛАР

Am×n =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn

 → (Am×n)T =


a11 a21 . . . am1
a12 a22 . . . am2
. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn


i розглянемо однорiдну систему з n лiнiйних рiвнянь вiдносноm невiдомих y1, y2, . . . , ym:

a11y1 + · · ·+ am1 ym = 0

. . .

a1ny1 + · · ·+ amn ym = 0.
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Така система називається спряженою однорiдною системою для заданої СЛАР.
1.83 Теорема Фредгольма. Для того, щоб задана СЛАР була сумiсною, необхi-
дно й достатньо, щоб кожний розв’язок спряженої однорiдної системи задовiльняв
рiвняння

b1y1 + · · ·+ bmym = 0,

де b1, . . . , bm – вiльнi члени заданої СЛАР.
Необхiднiсть. Необхiднiсть умови буде встановлена, якщо зробити припущен-

ня, що умова теореми не виконана, i на основi цього прийти до висновку, що задана
СЛАР не сумiсна.

Нехай iснує розв’язок спряженої системи такий, що для нього справедливо

b1y1 + · · ·+ bmym = p 6= 0.

Помножимо кожне рiвняння заданої СЛАР на числа y1, . . . , ym вiдповiдно
a11x

1 + a12x
2 + · · ·+ a1nx

n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

. . .

am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn x
n = bm.

→


y1(a

1
1x

1 + a12x
2 + · · ·+ a1nx

n) = y1b
1

y2(a
2
1x

1 + a22x
2 + · · ·+ a2nx

n) = y2b
2

. . .

ym(am1 x
1 + am2 x

2 + · · ·+ amn x
n) = ymb

m.

i додамо їх.

y1(a
1
1x

1+a12x
2+· · ·+a1nxn)+y2(a

2
1x

1+a22x
2+· · ·+a2nxn)+...+ym(am1 x

1+am2 x
2+· · ·+amn xn) =

= y1b
1 + y1b

1 + ...+ y1b
1

Проводимо перегрупування в правiй частинi рiвностi, а в лiвiй враховуємо, що

(y1a
1
1+y2a

2
1+...+yma

m
1 )x1+(y1a

1
2+y2a

2
2+...+yma

m
2 )x2+...+(y1a

1
n+y2a

2
n+...+yma

m
n )xn = p

i з врахуванням спряженої системи рiвнянь отримаємо рiвняння

0 · x1 + · · ·+ 0 · x2 + ...+ 0 · xn = p,

яке не має розв’язкiв, а це означає, що i задана СЛАР, з якої було отримано на
основi припущення b1y1 + · · · + bmym = p 6= 0 це рiвняння, також не має розв’язкiв,
тобто є несумiсною. Отже для того, щоб задана СЛАР була сумiсною, необхiдно, щоб
виконувалась умова b1y1 + · · ·+ bmym = 0.

Достатнiсть. Якщо умову b1y1 + · · ·+ bmym = 0 виконано для всiх розв’язкiв
спряженої системи, то система рiвнянь

a11y1 + · · ·+ am1 ym = 0

. . .

a1ny1 + · · ·+ amn ym = 0

b1y1 + · · ·+ bmym = 0

є очевидно сумiсною, а система рiвнянь
a11y1 + · · ·+ am1 ym = 0

. . .

a1ny1 + · · ·+ amn ym = 0

b1y1 + · · ·+ bmym = 1
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розв’язкiв мати не може в силу того, що умову b1y1 + · · ·+ bmym = 0 виконано. Тому
для неї ранг розширеної матрицi бiльший за ранг матрицi ситеми

Rg


a11 a21 . . . am1 0
a12 a22 . . . am2 0
. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn 0
b1 b2 . . . bm 1

 > Rg


a11 a21 . . . am1
a12 a22 . . . am2
. . . . . . . . . . . .
a1n a2n . . . amn
b1 b2 . . . bm

 .

Транспонуючи обидвi матрицi i враховуючи, що ранг матрицi не змiнюється при
транспонуваннi, отримуємо:

Rg


a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn bm

0 . . . 0 1

 > Rg

 a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn bm

 .

Iз теореми 1.60 про ранг матрицi випливає, що рядок ‖0 . . . 01‖ є базисним рядком
матрицi, яка розташована в лiвiй частинi нерiвностi. Отже, цей рядок гарантовано
не є лiнiйною комбiнацiєю рядкiв розширеної матрицi заданої СЛАР:

A∗ =

 a11 . . . a1n b1

. . . . . . . . . . . .
am1 . . . amn bm

 ,

i тому рядок такого вигляду не може входити до спрощеного вигляду цiєї матрицi.
Отже, на основi наслiдку теореми Кронекера-Капеллi робимо висновок, що задана
СЛАР є сумiсною.
1.84 Приклад. Застосуємо теорему Фредгольма для отримання умови паралельно-
стi прямих на площинi. Система{

A1x+B1y + C1 = 0

A2x+B2y + C2 = 0

не має розв’язкiв, якщо iснують такi числа y1 i y2, що{
A1y1 + A2y2 = 0

B1y1 +B2y2 = 0

але y1C1+y2C2 6= 0. Дiйсно, якщо y1C1+y2C2 6= 0, то y1 та y2 не можуть бути рiвними
нулю, тому можна покласти y2/y1 = λ i записати отриману умову таким чином, що
iснує число λ таке, що A1 = λA2, B1 = λB2 i C1 6= λC2.

5.4 Знаходження розв’язкiв СЛАР

Для розв’язування СЛАР надзвичайно важливими є наступнi властивостi:

1. Змiна порядку слiдування рiвнянь в заданiй СЛАР приводить до СЛАР, розв’язки
якої є такими ж самими, як i розв’язки заданої СЛАР.
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2. Множення будь-яких рiвняннь заданої СЛАР на будь-якi вiдмiннi вiд нуля чи-
сла приводить до СЛАР, розв’язки якої є такими ж самими, як i розв’язки
заданої СЛАР.

3. Додавання до будь-якого рiвняння заданої СЛАР довiльної лiнiйної комбiнацiї
iнших рiвнянь цiєї ж СЛАР приводить до СЛАР, розв’язки якої є такими ж
самими, як i розв’язки заданої СЛАР.

Враховуючи те, що розширена матриця системи однозначно задає СЛАР, три зазна-
ченi властивостi дають можливiсть зробити наступне твердження, яке є ключовим
при пошуку розв’язкiв СЛАР: будь-якi елементарнi перетворення рядкiв роз-
ширеної матрицi заданої системи СЛАР згенерують матрицю, яка вiдпо-
вiдає СЛАР, вiдмiннiй вiд заданої СЛАР, але розв’язки цих двох рiзних
СЛАР будуть iдентичнi!

5.4.1 Алгоритм Гауса пошуку розв’язкiв СЛАР

Вважаємо, що задана сумiсна система з m лiнiйних рiвнянь вiдносно n невiдомих.

a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn



·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=



b1

b2

...
bi1
...
bi2
...
bir
...
bm



.

Нехай ранг матрицi Am×n дорiвнює r: RgAm×n = r Нехай базисний мiнор матрицi
Am×n розташований на перетинi рядкiв i1, i2,... ir i стовпчикiв j1, j2,... jr

Am×n =



a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn



.

Оскiльки задана СЛАР є сумiсною, то ранг розширеної матрицi системи також до-
рiвнює r: RgA∗m×(n+1) = r, i базисний мiнор розширеної матрицi системи A∗m×(n+1)

теж розташований на перетинi рядкiв i1, i2,... ir i стовпчикiв j1, j2,... jr
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A∗m×(n+1) =



a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n b2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n bi1

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n bi2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn bir

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn bm



.

В заданiй СЛАР переставимо рiвняння, якi вiдповiдають базисним рядкам розшире-
ної матрицi системи, вгору i в результатi отримаємо таку СЛАР



ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn
a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn


·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=



bi1

bi2
...
bir

b1

b2

...

...
bm


.

Цiй СЛАР вiдповiдає наступна розширена матриця системи



ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n bi1

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n bi2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn bir

a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n b1

a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n b2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn bm


.

Застосовуючи елементарнi перетворення рядкiв таким чином, щоб базиснi стовпчи-
ки матрицi набули вигляду перших r стовпчикiв одиничної матрицi, приведемо цю
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розширену матрицю до такого спрощеного вигляду

A∗m×(n+1) =



ai11 ai12 · · · 1 · · · 0 · · · 0 · · · ai1n bi1

ai21 ai22 · · · 0 · · · 1 · · · 0 · · · ai2n bi2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · 0 · · · 0 · · · 1 · · · airn bir

0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 0


Тут aij, bi – елементи перетвореної розширеної матрицi. Ця матриця визначає насту-
пну СЛАР



ai11 ai12 · · · 1 · · · 0 · · · 0 · · · ai1n

ai21 ai22 · · · 0 · · · 1 · · · 0 · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
air1 air2 · · · 0 · · · 0 · · · 1 · · · airn
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

0 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0 · · · 0


·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=



bi1

bi2
...
bir

0
0
...
...
0


→


ai11 ai12 · · · 1 · · · 0 · · · 0 · · · ai1n

ai21 ai22 · · · 0 · · · 1 · · · 0 · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
air1 air2 · · · 0 · · · 0 · · · 1 · · · airn

 ·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=


bi1

bi2
...
bir

 .

Ця СЛАР з r лiнiйно незалежних рiвнянь,


ai11 x

1 + ai12 x
2 + · · ·+ 1 · xj1 + · · ·+ 0 · xj2 + · · ·+ 0 · xjr + · · ·+ ai1n xn = b

j1

ai21 x
1 + ai22 x

2 + · · ·+ 0 · xj1 + · · ·+ 1 · xj2 + · · ·+ 0 · xjr + · · ·+ ai2n xn = b
j2

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

air1 x
1 + air2 x

2 + · · ·+ 0 · xj1 + · · ·+ 0 · xj2 + · · ·+ 1 · xjr + · · ·+ airn x
n = b

jr
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згiдно з тим, що елементарнi перетворення рядкiв розширеної матрицi системи вiд-
повiдають перетворенню СЛАР на еквiвалентну систему, має такi ж самi розв’язки,
що i початкова СЛАР. Цi розв’язки можна записати таким чином: у лiвих частинах
рiвнянь залишимо невiдомi xj1 , xj2 , . . . , xjr (всього їх r i їх кiлькiсть спiвпадає з ран-
гом розширеної матрицi i матрицi системи), якi вiдповiдають стовпчикам обраного
базисного мiнора розширеної матрицi заданої СЛАР, i якi називаються базисними
невiдомими, iншi (n − r) невiдомих величин — x1, x2, . . . , xn−r, якi називають пара-
метричними невiдомими, перенесемо в правi частини рiвностей.

xj1 = b
j1 − ai11 x1 − ai12 x2 − · · · − ai1n−rxn−r

xj2 = b
j2 − ai21 x1 − ai22 x2 − · · · − ai2n−rxn−r
...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − air1 x1 − air2 x2 − · · · − airn−rxn−r

Присвоївши параметричним невiдомим певнi довiльнi значення, знаходимо для
вибраного нами набору значень параметричних змiнних вiдповiднi їм значення бази-
сних змiнних. Знайденi таким чином значення базисних i параметричних невiдомих
визначають розв’язок заданої СЛАР.

Таким чиином, будь-яка сумiсна СЛАР в загальному має нескiнчену кiлькiсть
розв’язкiв — присвоюючи параметричним невiдомим довiльнi значення, будемо зна-
ходити вiдповiднi значення базисних невiдомих, i кожен такий набiр є окремим розв’язком
системи (зафiксованi довiльним чином значення параметричних змiнних i вiдповiднi
їм значення базисних змiнних утворюють один з можливих розв’язкiв СЛАР).

Сумiсна СЛАР має єдиний розв’язок тодi i тiльки тодi, коли ранг матрицi системи
дорiвнює кiлькостi невiдомих величин, тобто RgAm×n = n. У такому випадку всi
невiдомi в данiй СЛАР є базисними, параметричних змiнних немає, i очевидно СЛАР
має єдиний розв’язок

x1 = b1, x2 = b2, · · ·xn = bn.

Враховуючи, що ранг матрици системиAm×n є число, яке не може бути бiльшим за
менше з пари чисел m,n: RgAm×n ≤ min(m, n) i те, що кiлькiсть базисних невiдомих
дорiвнює рангу матрицi системи, приходимо до наступних висновкiв:

• Якщо в заданiй сумiснiй СЛАР кiлькiсть невiдомих є бiльшою нiж кiлькiсть
рiвнянь, то така СЛАР має нескiнчену кiлькiсть розв’язкiв: дiйсно, якщоm < n,
то RgAm×n ≤ m, а отже кiлькiсть базисних невiдомих є гарантовано меншою
за загальну кiлькiсть невiдомих n, що гарантує ненульову кiлькiсть параметри-
чних невiдомих, наявнiсть яких приводить до iснування нескiнченної кiлькостi
розв’язкiв СЛАР.

• Якщо в заданiй сумiснiй СЛАР кiлькiсть невiдомих є меншою нiж кiлькiсть
рiвнянь n < m, то така СЛАР має:
a) нескiнченну кiлькiсть розв’язкiв, якщо r < n (тодi RgAm×n ≤ n i кiлькiсть
базисних невiдомих є меншою за загальну кiлькiсть невiдомих n),
б) єдиний розв’язок, якщо ранг матрицi системи дорiвнює кiлькостi невiдомих
RgAm×n = n (тодi параметричних невiдомих немає, всi невiдомi базиснi).

Тепер очевидно, що теорема Крамера вiдповiдає випадку сумiсної СЛАР, в якiй не
тiльки кiлькiсть рiвнянь iдентична кiлькостi невiдомих, а ще i ранг матрицi системи
спiвпадає з кiлькiстю невiдомих.

На практицi, схема пошуку розв’язкiв СЛАР виглядає наступним чином:
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1. Знайти ранги матрицi системи RgAm×n i розширеної матрицi системи RgA∗m×(n+1)

порiвняти їх. Якщо RgAm×n < RgA∗m×(n+1), то система не сумiсна i пошук
розв’язку завершено. Якщо RgAm×n = RgA∗m×(n+1) = r, то переходимо до на-
ступного пункту.

2. В матрицi системи Am×n вибрати будь-який з її базисних мiнорiв i цим вибором
зафiксувати базиснi рядки i стовпчики матрицi системи i розширеної матрицi
системи.

3. З m рiвнянь заданої СЛАР вибрати r лiнiйно незалежних рiвнянь — це тi
рiвняння заданої СЛАР, якi вiдповiдають базисним рядкам, а з n невiдомих
x1, x2, ...xn вибрати r базисних невiдомих — це тi невiдомi, якi вiдповiдають
стовпчикам обраного базисного мiнора матрицi заданої СЛАР.

4. Перейти вiд пошуку розв’язку заданої СЛАР

a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn



·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=



b1

b2

...
bi1
...
bi2
...
bir
...
bm


до пошуку розв’язку CЛАР, в яку входять тiльки лiнiйно незалежнi рiвняння
заданої СЛАР


ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn

 ·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=


bi1

bi2
...
bir

 .

5. Застосувати до розширеної матрицi, яка вiдповiдає цiй СЛАР
ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n bi1

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n bi2

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn bir


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елементарнi перетворення рядкiв таким чином, щоб базиснi стовпчики цiєї ма-
трицi набули вигляду перших r стовпчикiв одиничної матрицi порядку r, i при-
вести цю розширену матрицю до такого спрощеного вигляду:

A∗m×(n+1) =


ai11 ai12 · · · 1 · · · 0 · · · 0 · · · ai1n bi1

ai21 ai22 · · · 0 · · · 1 · · · 0 · · · ai2n bi2
...

...
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · 0 · · · 0 · · · 1 · · · airn bir

 .

6. Використовуючи цю матрицю, записати СЛАР
ai11 x

1 + ai12 x
2 + · · ·+ 1 · xj1 + · · ·+ 0 · xj2 + · · ·+ 0 · xjr + · · ·+ ai1n xn = b

j1

ai21 x
1 + ai22 x

2 + · · ·+ 0 · xj1 + · · ·+ 1 · xj2 + · · ·+ 0 · xjr + · · ·+ ai2n xn = b
j2

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

air1 x
1 + air2 x

2 + · · ·+ 0 · xj1 + · · ·+ 0 · xj2 + · · ·+ 1 · xjr + · · ·+ airn x
n = b

jr

7. Виразити вибранi r базисних невiдомих xj1 , xj2 , . . . , xjr через iншi (n− r) пара-
метричних невiдомих,

xj1 = b
j1 − ai11 x1 − ai12 x2 − · · · − ai1n−rxn−r

xj2 = b
j2 − ai21 x1 − ai22 x2 − · · · − ai2n−rxn−r
...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − air1 x1 − air2 x2 − · · · − airn−rxn−r

Цi рiвностi i є шуканими розв’язками заданої СЛАР.
Описаний вище алгоритм пошуку розв’язкiв СЛАР називається ал-
горитмом Гауса.

Для зручностi перенумеруємо параметричнi змiннi наступним чином x1 → xjr+1 , x2 →
xjr+2 , ... , xn−r → xjn

xj1 = b
j1 − ai11 x1 − ai12 x2 − · · · − ai1n−rxn−r

xj2 = b
j2 − ai21 x1 − ai22 x2 − · · · − ai2n−rxn−r
...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − air1 x1 − air2 x2 − · · · − airn−rxn−r

→

→


xj1 = b

j1 − ai1jr+1
xjr+1 − ai1jr+2

xjr+2 − · · · − ai1jnx
jn

xj2 = b
j2 − ai2jr+1

xjr+1 − ai2jr+2
xjr+2 − · · · − ai2jnx

jn

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − airjr+1

xjr+1 − airjr+2
xjr+1 − · · · − airjnx

jn

i в подальшому будемо використовувати цю форму запису розв’язкiв СЛАР.
1.85 Приклад. Знайти розв’язок системи рiвнянь

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 3

4x1 − 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 6

2x1 − x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = 3.
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Ранг матрицi системи

A =

2 −1 3 −2 4
4 −2 5 1 7
2 −1 1 8 2


i ранг розширеної матрицi системи

A∗ =

2 −1 3 −2 4 3
4 −2 5 1 7 6
2 −1 1 8 2 3


спiвпадають i дорiвнюють 2, тому дана СЛАР є сумiсною, має безлiч розв’язкiв
(оскiльки кiлькiсть невiдомих бiльша нiж кiлькiсть рiвнянь), в нiй два з трьох рiв-
нянь є лiнiйно незалежними, двi невiдомi величини є базисними, три невiдомi вели-
чини є парметричними. Вiзьмемо в якостi базисного мiнора мiнор другого порядку,
що складається iз чотирьох елементiв, до яких входять другий i третiй елементи
першого та другого рядкiв

L1 2
2 3 =

∣∣∣∣−1 3
−2 5

∣∣∣∣ .
При такому виборi базисного мiнора перший i другий рядки є базисними рядками,
другий i третiй стовпчики є базисними стовпчиками, i, вiдповiдно, невiдомi величини
x2, x3 будуть базисними невiдомими, а невiдомi x1, x4, x5 є параметричними невiдо-
мими.

Третiй рядок матрицi A∗ є лiнiйною комбiнацiєю базисних рядкiв, тому остан-
нє рiвняння системи є наслiдком перших двох рiвнянь, i його можна вiдкинути i
розв’язувати наступну СЛАР{

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 3,

4x1 − 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 6.

Приведемо розширено матрицю цiєї системи

Ã∗ =

(
2 −1 3 −2 4 3
4 −2 5 1 7 6

)
шляхом елементарних перетворень її рядкiв до спрощеного вигляду, в якому другий
i третiй стовпчики спiвпадають з першим i другим стовпчиками одиничної матрицi
другого порядку:(

2 −1 3 −2 4 3
4 −2 5 1 7 6

)
→
(
домножимо перший
рядок на (-1)

)
→
(
−2 1 −3 2 −4 −3
4 −2 5 1 7 6

)
→

→

(до другого рядка
додаємо перший,
помножений на 2

)
→
(
−2 1 −3 2 −4 −3
0 0 −1 5 −1 0

)
→
(
домножимо другий
рядок на (-1)

)
→

→
(
−2 1 −3 2 −4 −3
0 0 1 −5 1 0

)
→
(до першого рядка додаємо
другий, помножений на 3

)
→

→
(
−2 1 0 −12 −1 −3
0 0 1 −5 1 0

)
.
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Таким чином, отримуємо наступну СЛАР

{
−2x1 + x2 + 0 · x3 − 12x4 − x5 = −3

0 · x1 + 0 · x2 + x3 − 5x4 + x5 = 0,

з якої виражаємо базиснi невiдомi величини x2, x3 через параметричнi невiдомi x1, x4, x5

{
x2 = −3 + 2x1 + 12x4 + x5

x3 = 5x4 − x5.

Присвоюючи параметричним невiдомим x1, x4, x5 довiльнi незалежнi одне вiд одного
чисельнi значення x1 = α, x4 = β, x5 = γ знаходимо

{
x2 = −3 + 2α + 12β + γ

x3 = 5β − γ,

i розв’язком даної СЛАР є вектор-стовпчик


x1
x2
x3
x4
x5

 =


α

−3 + 2α + 12β + γ
5β − γ
β
γ

 .

5.5 Загальний розв’язок системи лiнiйних алгебраї-
чних рiвнянь

Як правило, на практицi розв’язки заданої неоднорiдної СЛАР записують не у ви-
глядi, отриманому за допомогою алгоритму Гауса


xj1 = b

j1 − ai1jr+1
xjr+1 − ai1jr+2

xjr+2 − · · · − ai1jnx
jn

xj2 = b
j2 − ai2jr+1

xjr+1 − ai2jr+2
xjr+2 − · · · − ai2jnx

jn

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − airjr+1

xjr+1 − airjr+2
xjr+2 − · · · − airjnx

jn ,

а у виглядi суми будь-якого частинного розв’язку даної неоднорiдної СЛАР i лiнiйної
комбiнацiї розв’язкiв однорiдної СЛАР, яка вiдповiдає данiй неоднорiднiй СЛАР, i
має назву фундаментальна система розв’язкiв СЛАР.
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5.5.1 Фундаментальна система розв’язкiв (ФСР) однорiдної
СЛАР. Нормальна фундаментальна система розв’язкiв
(НФСР) однорiдної СЛАР.

Знайдемо розв’язки однорiдної СЛАР, яка вiдповiдає данiй неоднорiднiй СЛАР

a11 a12 · · · a1j1 · · · a1j2 · · · a1jr · · · a1n
a21 a22 · · · a2j1 · · · a2j2 · · · a2jr · · · a2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai11 ai12 · · · ai1j1 · · · ai1j2 · · · ai1jr · · · ai1n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

ai21 ai22 · · · ai2j1 · · · ai2j2 · · · ai2jr · · · ai2n
...

...
...

...
...

...
...

...
...

air1 air2 · · · airj1 · · · airj2 · · · airjr · · · airn
...

...
...

...
...

...
...

...
...

am1 am2 · · · amj1 · · · amj2 · · · amjr · · · amn



·



x1

x2

...
xj1
...
xj2
...
xjr
...
xn



=



0
0
...
0
...
0
...
0
...
0


Будь-яка однорiдна система лiнiйних рiвнянь сумiсна. Вона має один розв’язок

0, . . . , 0, який називається тривiальним розв’язком у випадку, коли ранг матрицi
системи дорiвнює кiлькостi невiдомих, або безлiч розв’язкiв, коли кiлькiсть невiдо-
мих є бiльшою за ранг матрицi системи. Розв’язок неоднорiдної СЛАР, отриманий
методом Гауса, очевидно є справедливим i для однорiдних СЛАР i у цьому випадку
матиме вигляд: 

xj1 = −ai1jr+1
xjr+1 − ai1jr+2

xjr+2 − · · · − ai1jnx
jn

xj2 = −ai2jr+1
xjr+1 − ai2jr+2

xjr+2 − · · · − ai2jnx
jn

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = −airjr+1
xjr+1 − airjr+2

xjr+2 − · · · − airjnx
jn

(очевидно, що b1 = · · · = b
n

= 0, оскiльки при елементарних перетвореннях рядкiв
нульовий стовпчик перейде тiльки в нульовий). Звертаємо увагу на те, що у випадку
розв’язування однорiдної СЛАР базиснi невiдомi xj1 , xj2 ...xjr є лiнiйними комбiнацi-
ями параметричних невiдомих xjr+1 , ... ,xjn .
1.86 Теорема. Якщо стовпчики |x〉1 , |x〉2 – розв’язки однорiдної СЛАР, то їх лiнiйна
комбiнцiя α1 |x〉1+α2 |x〉2 (α1, α2 — будь-якi числa) також є розв’язком цiєї системи.

Згiдно умови теореми нам дано

A |x〉1 = |0〉 , A |x〉2 = |0〉 .

Звiдси випливає, враховуючи лiнiйнiсть операцiї множення матриць, що

A [α1 |x〉1 + α2 |x〉2] = α1A |x〉1 + α2A |x〉2 = α1 |0〉+ α2 |0〉 = |0〉 ,

якими би не були числа α1 i α2.
Для доведення двох наступних теорем будемо, як i ранiше, вважати, що базисний

мiнор матрицi системи розташований у j1, j2, . . . jr стовпчиках.
1.87 Теорема. Якщо ранг матрицi однорiдної СЛАР вiдносно n невiдомих дорiвнює
r, то система має (n− r) лiнiйно незалежних розв’язкiв.

Для доведення надамо параметричним змiнним xjr+1 , xjr+2 , . . . , xjn−r такi (n− r)
набори значень:
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1: xjr+1 = α1, xjr+2 = α2, . . . , xjn = αn−r

2: xjr+2 = β1, xjr+2 = β2, . . . , xjn = βn−r

. . . . . . . . .

(n− r): xjr+1 = γ1, xjr+2 = γ2, . . . , xjn = γn−r

де числа αi, βi, . . . γi є довiльними числами, але цi числа повиннi бути такими, що
квадратна матриця порядку (n− r) наступного вигляду:

Hn−r =


α1 α2 . . . αn−r
β1 β2 . . . βn−r
...

...
...

...
γ1 γ2 . . . γn−r


повинна бути невиродженою

detHn−r =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 . . . αn−r
β1 β2 . . . βn−r
...

...
...

...
γ1 γ2 . . . γn−r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0

Для кожного вибраного набору значень параметричних невiдомих знайдемо вiд-
повiднi значення базисних невiдомих xj1 , xj2 , . . . .xjr , i отриманi таким чином (n− r)
рiзних розв’язкiв даної однорiдної СЛАР запишемо у виглядi стовпчикiв:

|x1〉 =



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


, |x2〉 =



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


, . . . , |xn−r〉 =



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


,

тут 
xj11 = −ai1jr+1

α1 − ai1jr+2
α2 − · · · − ai1jn−r

αn−r

xj21 = −ai2jr+1
α1 − ai2jr+2

α2 − · · · − ai2jn−r
αn−r

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr1 = −airjr+1
α1 − airjr+2

α2 − · · · − airjn−r
αn−r

,


xj12 = −ai1jr+1

β1 − ai1jr+2
β2 − · · · − ai1jn−r

βn−r

xj22 = −ai2jr+1
β1 − ai2jr+2

β2 − · · · − ai2jn−r
βn−r

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr2 = −airjr+1
β1 − airjr+2

β2 − · · · − airjn−r
βn−r

,
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
xj1n−r = −ai1jr+1

γ1 − ai1jr+2
γ2 − · · · − ai1jn−r

γn−r

xj2n−r = −ai2jr+1
γ1 − ai2jr+2

γ2 − · · · − ai2jn−r
γn−r

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjrn−r = −airjr+1
γ1 − airjr+2

γ2 − · · · − airjn−r
γn−r.

Цi розв’язки є лiнiйно незалежними. Дiйсно, складемо матрицю розмiру n×(n−r)
з стовпчикiв |x1〉 , . . . , |xn−r〉 

xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r

xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r

. . .

xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


.

Вона має мiнор порядку (n− r), розташований в останнiх (n− r) рядках, який
вiдмiнний вiд нуля в силу зафiксованої ранiше умови на вибранi довiльним чином
чисельнi значення параметричних невiдомих∣∣∣∣∣∣∣∣∣

α1 α2 . . . αn−r
β1 β2 . . . βn−r
...

...
...

...
γ1 γ2 . . . γn−r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

тому її ранг дорiвнює (n− r) i всi стовпчики є лiнiйно незалежними, а першi r рядкiв
цiєї матрицi є лiнiйними комбiнацями останнiх (n− r) рядкiв.

Сукупнiсть таких розв’язкiв |x1〉 , . . . , |xn−r〉 називають фундаментальною си-
стемою розв’язкiв (ФСР) даної однорiдної СЛАР.

У випадку, коли параметричним змiнним x1, x2, . . . , xn−r присвоюють наступнi
специфiчнi (n− r) наборiв значень

1: xjr+1 = 1, xjr+2 = 0, . . . , xjn = 0

2: xjr+2 = 0, xjr+2 = 1, . . . , xjn = 0

. . . . . . . . .

(n− r): xjr+1 = 0, xjr+2 = 0, . . . , xjn = 1,

отримуємо сукупнiсть лiнiйно незалежних розв’язкiв однорiдної СЛАР:

|x1〉 =



xj11
xj21
...
xjr1
1
0
...
0


, |x2〉 =



xj12
xj22
...
xjr2
0
1
...
0


, . . . , |xn−r〉 =



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
0
0
...
1


,



5.5. ЗАГАЛЬНИЙ РОЗВ’ЯЗОК СИСТЕМИ ЛIНIЙНИХ АЛГЕБРАЇЧНИХ РIВНЯНЬ79

яку називають нормальною фундаментальною системою розв’язкiв (НФСР)
даної однорiдної СЛАР.

Пiдкреслимо, що НФСР це є частинний випадок ФСР.
Очевидно, що в силу щойно доведеної теореми 1.86 будь-яка лiнiйна комбiна-

цiя вектор-стовпчикiв |x1〉 , . . . , |xn−r〉, якi утворюють ФСР, дає нам вектор-стовпчик
|x〉 = C1 |x1〉+ · · ·+ Cn−r |xn−r〉, який також є розв’язком даної однорiдної СЛАР.
1.88 Теорема. Нехай |x1〉 , . . . , |xn−r〉 – довiльна фундаментальна система розв’язкiв
однорiдної системи лiнiйних рiвнянь. Тодi будь-який розв’язок ˜|x〉 цiєї ж однорiдної
СЛАР є лiнiйною комбiнацiєю розв’язкiв |x1〉 , . . . , |xn−r〉.

Справдi, нехай маємо будь-який один розв’язок з нескiнченної кiлькостi розв’язкiв
даної однорiдної СЛАР

˜|x〉 =



x̃1

x̃2

...
x̃r

x̃r+1

...
x̃n


,

в якому x̃1, x̃2...x̃r базиснi невiдомi, x̃r+1, ... ,x̃n — параметричнi невiдомi, якi пов’язанi
мiж собою за допомогою тих же самих коефiцiєнтiв, що й базиснi i параметричнi
невiдомi в розв’язках однорiдної СЛАР, що утворюють ФСР

x̃1 = −ai1jr+1
x̃r+1 − ai1jr+2

x̃r+2 − · · · − ai1jnx̃
n

x̃2 = −ai2jr+1
x̃r+1 − ai2jr+2

x̃r+2 − · · · − ai2jnx̃
n

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

x̃r = −airjr+1
x̃r+1 − airjr+2

x̃r+2 − · · · − airjnx̃
n.

Для того, щоб переконатись в тому, що цей розв’язок є лiнiйною комбiнацiєю лi-
нiйно незалежних розв’язкiв даної однорiдної СЛАР |x1〉 , . . . , |xn−r〉, якi утоворюють
фундаментальну систему розв’язкiв однорiдної системи лiнiйних рiвнянь, побудуємо
матрицю розмiрами n×(n−r+1), стовпчиками якої є (n−r) cтовпчикiв |x1〉 , . . . , |xn−r〉
плюс вектор стовпчик ˜|x〉, який також є розв’язком даної однорiдної СЛАР i не вхо-
дить до ФСР 

xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r

xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r

. . .

xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r

x̃1

x̃2

...
x̃r

x̃r+1

x̃r+2

...
x̃n


Ця матриця може мати ранг не бiльший нiж (n−r+1). З iншого боку, її ранг є не мен-
шим нiж (n− r), тому що вона має мiнор порядку (n− r), розташований в останнiх
(n− r) рядках i перших (n− r) стовпчиках, який вiдмiнний вiд нуля в силу зафiксо-
ваної ранiше умови на вибранi довiльним чином чисельнi значення параметричних
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невiдомих ∣∣∣∣∣∣∣∣∣
α1 α2 . . . αn−r
β1 β2 . . . βn−r
...

...
...

...
γ1 γ2 . . . γn−r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Враховуючи те, що всi базиснi змiннi пов’язанi з параметричними одними й тими ж
спiввiдношеннями, можна стверджувати, що першi r рядкiв цiєї матрицi є лiнiйними
комбiнацiями останнiх (n− r) рядкiв, отже ранг цiєї матрицi дорiвнює (n− r) i не всi
(n − r + 1) стовпчикiв є лiнiйно незалежними. Оскiльки стовпчики, якi утворюють
ФСР, є лiнiйно незалежними, то приходимо до висновку, що останнiй стовпчик цiєї
матрицi є лiнiйною комбiнацiєю цих стовпчикiв

˜|x〉 = C1 |x1〉+ C2 |x2〉+ · · ·+ Cn−r |xn−r〉 ,

або ж те саме у розгорнутому виглядi:



x̃1

x̃2

...
x̃r

x̃r+1

x̃r+2

...
x̃n


= C1



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−r



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


.

5.5.2 Частинний i загальний розв’язок неоднорiдної СЛАР

Для знаходження будь-якого частинного розв’язку даної неоднорiдної СЛАР доста-
тньо в отриманому за допомогою алгоритму Гауса розв’язку цiєї СЛАР

xj1 = b
j1 − ai1jr+1

xjr+1 − ai1jr+2
xjr+2 − · · · − ai1jnx

jn

xj2 = b
j2 − ai2jr+1

xjr+1 − ai2jr+2
xjr+2 − · · · − ai2jnx

jn

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xjr = b
jr − airjr+1

xjr+1 − airjr+2
xjr+2 − · · · − airjnx

jn

присвоїти параметричним невiдомим будь-якi значення xjr+1 = xr+1
0 , xjr+2 = xr+2

0 ...
xjn = xn0 i i знайти вiдповiднi значення базисних невiдомих x10, ... ,xr0

x10 = b
j1 − ai1jr+1

xr+1
0 − ai1jr+2

xr+2
0 − · · · − ai1jnx

n
0

x20 = b
j2 − ai2jr+1

xr+1
0 − ai2jr+2

xr+2
0 − · · · − ai2jnx

n
0

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...

...
...
...
...

...
...
...
...

xr0 = b
jr − airjr+1

xr+1
0 − airjr+2

xr+2
0 − · · · − airjnx

n
0
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Знайдений таким чином вектор-стовпчик

|x0〉 =



x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


буде частинним розв’язком заданої неоднорiдної СЛАР.
Зауважимо, що як правило, при пошуку частинного розв’язку параметричним

невiдомим присвоюють значення 0 i при такому виборi шуканий розв’язок очевидно
матиме вигляд:

|x0〉 =



b
j1

b
j2

...
b
jr

0
0
...
0


.

Використовуючи знайденi частинний розв’язок i ФСР однорiдної СЛАР побуду-
ємо найбiльш загальний розв’язок неоднорiдної СЛАР.
1.89 Теорема. Якщо |x1〉 , . . . , |xn−r〉 – фундаментальна система розв’язкiв однорi-
дної СЛАР A |x〉 = |0〉, а |x0〉 – деякий частинний розв’язок неоднорiдної СЛАР
A |x〉 = |b〉 (основнi матрицi систем обох СЛАР iдентичнi), то стовпчик



x1

x2

...
xr

xr+1

xr+2

...
xn


=



x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


+ C1



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−r



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


за будь-яких значень чисел C1, . . . , Cn−r є розв’язком заданої неоднорiдної СЛАР. Та-
кий розв’язок називається загальним розв’язком даної неоднорiдної системи
лiнiйних алгебраїчних рiвнянь.

Доведення: дiйсно, враховуючи, що згiдно умови A |x0〉 = |b〉, i A |x1〉 = A |x2〉 =
... = A |xn−r〉 = |0〉 маємо
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A



x1

x2

...
xr

xr+1

xr+2

...
xn


= A





x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


+ C1



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−r



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r =





= A



x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


+ C1A



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2A



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−rA



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


=

=


b1

b2

...
bm

+ C1


0
0
...
0

+ C2


0
0
...
0

+ . . . + Cn−r


0
0
...
0

 =


b1

b2

...
bm


Навпаки, для кожного розв’язку заданої неоднорiдної СЛАР знайдуться такi чи-

сла C1, . . . , Cn−r, для яких цей розв’язок має вигляд:

x1

x2

...
xr

xr+1

xr+2

...
xn


=



x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


+ C1



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−r



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


.

Доведення: дiйсно, вважаючи що стовпчики |x〉, |x0〉, i |x1〉 , |x2〉 , |xn−r〉 є заданi
i всi їх елементи вiдомi, а коефiцiєнти C1, C2, ..., Cn−r невiдомi, маємо неоднорiдну
СЛАР з n рiвнянь вiдносно (n− r) невiдомих величин C1, C2, ..., Cn−r:

C1



xj11
xj21
...
xjr1
α1

α2
...

αn−r


+ C2



xj12
xj22
...
xjr2
β1
β2
...

βn−r


+ . . . + Cn−r



xj1n−r
xj2n−r
...

xjrn−r
γ1
γ2
...

γn−r


=



x1

x2

...
xr

xr+1

xr+2

...
xn


−



x10
x20
...
xr0
xr+1
0

xr+2
0
...
xn0


.
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В силу того, що всi вектор-стовпчики, якi входять в цю СЛАР, є розв’язками зада-
ної неоднорiдної СЛАР, ранги основної i розширеної матриць цiєї СЛАР однаковi i
дорiвнюють (n− r). Отже, ця СЛАР є сумiсною i має єдиний розв’язок в силу того,
що ранг дорiвнює кiлькостi невiдомих.
1.90 Приклад. Знайти ФСР, частинний розв’язок i загальний розв’язок заданої
СЛАР 

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 3

4x1 − 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 6

2x1 − x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = 3.

В попередньому прикладi було знайдено, що застосування до цiєї СЛАР алго-
ритму Гауса i вибiр невiдомих x2 i x3 в якостi базисних, а невiдомих x1, x4 i x5 —
параметричних, дозволяє записати цю СЛАР у такому виглядi{

x2 = −3 + 2x1 + 12x4 + x5

x3 = 0 + 5x4 − x5.

Скористаємось для розв’язування поставленої задачi цим результатом.
Для знаходження загального розв’язку необхiдно знайти будь-який частинний

розв’язок даної неоднорiдної СЛАР i будь-яку ФСР вiдповiдної однорiдної СЛАР.

• Знайдемо будь-який частинний розв’язок даної неоднорiдної СЛАР, для чого в
еквiвалентнiй до заданої СЛАР системi рiвнянь{

x2 = −3 + 2x1 + 12x4 + x5

x3 = 0 + 5x4 − x5

покладемо парметричнi змiннi рiвними нулю: x1 = 0, x4 = 0, x5 = 0, i тодi{
x2 = −3

x3 = 0,

i шуканий частинний розв’язок є:

|X0〉 =


0
−3
0
0
0

 .

• Для знаходження ФСР розв’яжемо вiдповiдну данiй неоднорiднiй СЛАР одно-
рiдну СЛАР 

2x1 − x2 + 3x3 − 2x4 + 4x5 = 0

4x1 − 2x2 + 5x3 + x4 + 7x5 = 0

2x1 − x2 + x3 + 8x4 + 2x5 = 0.

Pанг матрицi цiєї системи дорiвнює 2, тому вимiрнiсть простору розв’язкiв даної
системи дорiвнює n − r = 5 − 2 = 3, а її ФСР складається з трьох розв’язкiв.
Очевидно, що пошук розв’язкiв цiєї однорiдної СЛАР зводиться до пошуку
розв’язкiв наступної СЛАР:
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{
x2 = −2x1 + 12x4 + x5,

x3 = 5x4 − x5.
Знайдемо три лiнiйно незалежнi розв’язки цiєї СЛАР, якi утворюють ФСР,
пiдiбравши вiдповiдним чином значення параметричних змiнних:

1) нехай x1 = 2, x4 = 2, x5 = 2, тодi{
x2 = −2x1 + 12x4 + x5 = −2 · 2 + 12 · 2 + 2 = 26

x3 = 5x4 − x5 = 5 · 2− 2 = 8,

i перший розв’язок має вигляд:

|X1〉 =


2
26
8
2
2

 .

2) нехай x1 = 1, x4 = 1, x5 = 3, тодi:{
x2 = −2x1 + 12x4 + x5 = −2 · 1 + 12 · 1 + 3 = 13

x3 = 5x4 − x5 = 5 · 1− 3 = 2,

i другий розв’язок має вигляд:

|X2〉 =


2
13
2
2
3

 .

3) нехай x1 = 1, x4 = 0, x5 = 1, тодi:{
x2 = −2x1 + 12x4 + x5 = −2 · 1 + 12 · 0 + 1 = −1

x3 = 5x4 − x5 = 5 · 0− 1 = −1,

i третiй розв’язок має вигляд:

|X3〉 =


2
−1
−1
0
1

 .

Переконавшись що ∣∣∣∣∣∣
2 2 2
1 1 3
1 0 1

∣∣∣∣∣∣ = 2 6= 0,

стверджуємо, що знайденi розв’язки |X1〉, |X2〉 i |X3〉 є лiнiйно незалежними,
отже можуть бути вибранi як ФСР.
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Отже, знайшовши частинний розв’язок СЛАР i її ФСР, можемо записати загаль-
ний розв’язок СЛАР:

|X〉 =


0
−3
0
0
0

+ C1


2
26
8
2
2

+ C2


2
13
2
2
3

+ C3


2
−1
−1
0
1

.

5.5.3 Аналiз взаємного розташування двох прямих на площинi
i в просторi за допомогою теореми Кронекера-Капеллi

1.91 Приклад. Як приклад, на основi теореми Кронекера-Капеллi проаналiзуємо
взаємне розташування двох прямих на площинi i в просторi.

Випадок 1. Критерiєм того, що двi прямi A1x+B1y+C1 = 0 i A2x+B2y+C2 = 0,
якi лежать в однiй площинi, є паралельними є несумiснiсть такої СЛАР{

A1x+B1y = −C1

A2x+B2y = −C2,

тобто, якщо

Rg

(
A1 B1

A2 B2

)
< Rg

(
A1 B1 −C1

A2 B2 −C2

)
Випадок 2. Аналiз взаємного розташування двох прямих у просторi:
Вiдомо, що рiвняння прямої в просторi можна записати як −→r = −→r0 + −→a t, де −→r0

– радiус-вектор будь-якої точки, що належить данiй прямiй (початкова точка), −→a –
направляючий вектор цiєї прямої.

Нехай задано двi прямi в просторi −→r = −→r1 + −→a1t1 i −→r = −→r2 + −→a2t2, де −→r1 i −→r2
– радiус-вектори початкових точок прямих, а −→a1 i −→a2 – вiдповiдно направляючi ве-
ктори прямих. Цi прямi можуть бути мимобiжними, паралельними, спiвпадати або
перетинатись. Для того, щоб з’ясувати, яким чином цi прямi взаємно розташованi,
проаналiзуємо СЛАР, яка слiдує з наступної векторної рiвностi:

−→r1 +−→a1t1 = −→r2 +−→a2t2,

з якої отримуємо таку CЛAР вiдносно невiдомих величин t1 i t2:

−→r1 +−→a1t1 = −→r2 +−→a2t2 ⇒


a1xt1 − a2xt2 = x2 − x1
a1yt1 − a2yt2 = y2 − y1
a1zt1 − a2zt2 = z2 − z1.

Маємо CЛAР з трьох рiвнянь вiдносно двох невiдомих t1 i t2. Ця СЛАР може бути:
1) несумiсною, що означатиме, що прямi або мимобiжнi, або паралельнi;
2) сумiсною i мати єдиний розв’язок, що означатиме, що прямi перетинаються i ма-
ють одну спiльну точку;
3) сумiсною, i мати безлiч розв’язкiв, що означає що прямi спiвпадають.

Аналiз спiввiдношення мiж рангом матрицi даної СЛАР

A =

a1x (−a2x)
a1y (−a2y)
a1z (−a2z)


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i рангом розширеної матрицi СЛАР

A∗ =

a1x (−a2x) x2 − x1
a1y (−a2y) y2 − y1
a1z (−a2z) z2 − z1


та чисельнi значення рангiв дають можливiсть провести класифiкацiю взаємного
розташування двох заданих прямих.

Очевидно, що можливi значення рангу розширеної матрицi системи лежать в
межах вiд 1 до 3: RgA∗ = 1, 2, 3, а значення рангу матрицi системи можуть бути
рiвними або 1 або 2: RgA = 1, 2.

1) Нехай RgA∗ = 3, тобто

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1x a1y a1z
a2x a2y a2z

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0,

а RgA = 2. Виконання цiєї умови означає, що дана СЛАР є несумiсною, i заданi
прямi не мають спiльних точок. Так як направляючi вектори прямих −→a1 i −→a2 у цьому
випадку є не паралельнi, то прямi є мимобiжними. Це узгоджується з тим, що умовою
мимобiжностi прямих є некомпланарнiсть векторiв (−→r1 −−→r2 ), −→a1 i −→a2 , тобто, якщо
задовiльняється

∆ =

∣∣∣∣∣∣
a1x a1y a1z
a2x a2y a2z

x1 − x2 y1 − y2 z1 − z2

∣∣∣∣∣∣ 6= 0.

Якщо ж ∆ = 0, то прямi лежать в однiй площинi i або перетинаються, або паралельнi,
або збiгаються.

Отже, у випадку, коли RgA∗ = 3, RgA = 2, прямi є мимобiжними.
2) Випадок RgA∗ = 2, RgA = 2. У цьому випадку дана СЛАР є сумiсною i має

єдиний розв’язок, який дає координати точки перетину цих прямих. Дiйсно, прямi
перетинаються, якщо −→a1 i −→a2 не є колiнеарними, тобто в цьому випадку

Rg

a1x a2x
a1y a2y
a1z a2z

 = 2

i збiгається з

Rg

a1x a2x x2 − x1
a1y a2y y2 − y1
a1z a2z z2 − z1

 = 2,

тобто кiлькiсть базисних змiнних – 2, параметричних змiнних немає. Отже, дана
CЛAР має єдиний розв’язок, який дає значення параметрiв t1 i t2, що визначають
точку перетину заданих прямих. Єдиний розв’язок СЛАР дасть нам координати
точки перетину двох прямих.

3) RgA∗ = 2, RgA = 1. В цьому випадку СЛАР є несумiсною, отже прямi є
паралельними.

Дiйсно, якщо прямi паралельнi, то вектори −→a1 i −→a2 є колiнеарними, тобто −→a1 = α−→a2 ,
тодi

Rg

a1x a2x
a1y a2y
a1z a2z

 = 1.
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Якщо в цьому випадку (−→r1 −−→r2 ) є не колiнеарним з векторами −→a1 i −→a2 , то тодi прямi
паралельнi, i

Rg

a1x a2x x2 − x1
a1y a2y y2 − y1
a1z a2z z2 − z1

 = 2,

тобто СЛАР згiдно з теоремою Кронекера-Капеллi є несумiсною.
4) Нехай RgA∗ = 1, RgA = 1. Тодi СЛАР є сумiсною i має безлiч розв’язкiв,

тобто прямi спiвпадають. Дiйсно, якщо (−→r1 −−→r2 ) є колiнеарним до −→a1 i −→a2 , то прямi
збiгаються. У цьому випадку ранги основної та розширеної матриць СЛАР збiгаю-
ться й дорiвнюють 1, тобто в цьому випадку СЛАР має безлiч розв’язкiв, як i має
бути.

5.6 Пошук матрицi, оберненої до даної

За допомогою методiв розв’язування СЛАР можна побудувати алгоритм пошуку
матрицi, оберненої до даної.
1.92 Теорема. Кожна квадратна матриця з детермiнантом, вiдмiнним вiд нуля, має
обернену матрицю, i притому тiльки одну.

Дiйсно, нехай матриця

An =


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann


є невиродженою, тобто detAn 6= 0. Тодi пошук матрицi A−1n , оберненої до даної An,
зводиться до розв’язку матричного рiвняння:

An · A−1n = En, En − одинична матриця порядку n.

Записуємо це матричне рiвняння у явному виглядi:
a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

 ·

x11 x12 . . . x1n
x21 x22 . . . x2n
. . . . . . . . . . . .

xj1 xj2 . . . xjn
. . . . . . . . . . . .
xn1 xn2 . . . xnn

 =


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1


i в результатi отримуємо n систем лiнiйних алгебраїчних рiвнянь, кожна з яких скла-
дається з n рiвнянь вiдносно n невiдомих: перша СЛАР - вiдносно невiдомих елемен-
тiв першого стовпчика шуканої оберненої матрицi, друга СЛАР - вiдносно невiдомих
елементiв другого стовпчика шуканої оберненої матрицi, i так далi, до СЛАР пiд
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номером n вiдносно невiдомих елементiв n-го стовпчика матрицi A−1n :

a11x
1
1 + a12x

2
1 + · · ·+ a1nx

n
1 = 1

a21x
1
1 + a22x

2
1 + · · ·+ a2nx

n
1 = 0

. . .

aj1x
1
1 + aj2x

2
1 + · · ·+ ajnx

n
1 = 0

. . .

an1x
1
1 + an2x

2
1 + · · ·+ annx

n
1 = 0

,



a11x
1
2 + a12x

2
2 + · · ·+ a1nx

n
2 = 0

a21x
1
2 + a22x

2
2 + · · ·+ a2nx

n
2 = 1

. . .

aj1x
1
2 + aj2x

2
2 + · · ·+ ajnx

n
2 = 0

. . .

an1x
1
2 + an2x

2
2 + · · ·+ annx

n
2 = 0

, · · ·

· · ·



a11x
1
j + a12x

2
j + · · ·+ a1nx

n
j = 0

a21x
1
j + a22x

2
j + · · ·+ a2nx

n
j = 0

. . .

aj1x
1
j + aj2x

2
j + · · ·+ ajnx

n
j = 1

. . .

an1x
1
j + an2x

2
j + · · ·+ annx

n
j = 0

, · · ·



a11x
1
n + a12x

2
n + · · ·+ a1nx

n
n = 0

a21x
1
n + a22x

2
n + · · ·+ a2nx

n
n = 0

. . .

aj1x
1
n + aj2x

2
n + · · ·+ ajnx

n
n = 0

. . .

an1x
1
n + an2x

2
n + · · ·+ annx

n
n = 1

.

Очевидно, що у всiх цих СЛАР одна й та ж сама матриця системи, яка спiвпадає з
An. Цi n СЛАР можуть бути записанi таким чином:

An |x〉j = |e〉j , j = 1, 2, ..., n,

де |x〉j вiдповiдний стовпчик шуканої матрицi, |e〉j- вiдповiдний стовпчик одиничної
матрицi. В силу того, що матриця An є невиродженою, згiдно теоремi Крамера кожна
з n СЛАР має єдиний розв’язок, отже для даної невиродженої матрицi An iснує єдина
обернена до неї матриця. Теорему доведено.

На практицi для пошуку оберненої матрицi не має потреби розв’язувати n CЛАР.
Справдi, застосовуючи до кожної з вищезаписаних n СЛАР метод Гауса, можна цi
СЛАР звести до таких еквiвалентних їм СЛАР:

1 · x11 + 0 · x21 + · · ·+ 0 · xn1 = b11
0 · x11 + 1 · x21 + · · ·+ 0 · xn1 = b21
. . .

0 · x11 + · · ·+ 1 · xj1 + · · ·+ 0 · xn1 = bj1
. . .

0 · x11 + 0 · x21 + · · ·+ 0 · xn1 = bn1

,



1 · x12 + 0 · x22 + · · ·+ 0 · xn2 = b12
0 · x12 + 1 · x22 + · · ·+ 0 · xn2 = b22
. . .

0 · x12 + · · ·+ 1 · xj2 + · · ·+ 0 · xn2 = bj2
. . .

0 · x12 + 0 · x22 + · · ·+ 0 · xn2 = bn2

, · · ·



1 · x1j + 0 · x2j + · · ·+ 0 · xnj = b1j
0 · x1j + 1 · x2j + · · ·+ 0 · xnj = b2j
. . .

0 · x1j + · · ·+ 1 · xjj + · · ·+ 0 · xnj = bjj
. . .

0 · x1j + 0 · x2j + · · ·+ 0 · xnj = bnj

, · · · ,



1 · x1n + 0 · x2n + · · ·+ 0 · xnn = b1n
0 · x1n + 1 · x2n + · · ·+ 0 · xnn = b2n
. . .

0 · x1n + · · ·+ 1 · xjn + · · ·+ 0 · xnn = bjn
. . .

0 · x1n + 0 · x2n + · · ·+ 0 · xnn = bnn

звiдки знаходимо елементи всiх стовпчикiв шуканої матрицi
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|x〉j =


b1j
b2j
...
b1j

 , j = 1, 2, ..., n.

Нескладно бачити, що розв’язуючи кожну систему методом Гауса, в силу того, що
detA 6= 0, ми елементарними перетвореннями весь час перетворювали матрицю An
на одиничну матрицю. При цьому стовпчики вiльних членiв |e〉j перетворюються на
розв’язки системи |x〉j, у яких у цьому випадку вiдсутнi параметричнi невiдомi. За
рiзних j системи рiвнянь вiдрiзняються лише стовпчиками вiльних членiв, тому еле-
ментарнi перетворення рядкiв розширеної матрицi однi й тi самi при будь-яких j.
Отже, можна розв’язувати всi СЛАР одночасно, приписавши до An стовпчики вiль-
них членiв усiх систем i застосувавши алгоритм Гауса до такої прямокутної матрицi
розмiрiв n×2n, за допомогою елементарних перетворень рядкiв матрицi перетворити
її лiву половину на одиничну матрицю, то при цьому її права половина перетвориться
на матрицю An

−1.

[An|En]n×2n ≡


a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . .

aj1 aj2 . . . ajn
. . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

 → алгоритм Гауса→

→


1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 . . . 0
. . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1

b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . .

bj1 bj2 . . . bjn
. . . . . . . . . . . .
bn1 bn2 . . . bnn

 ≡ [En|A−1n ]n×2n
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