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Навчальний посiбник присвячено основам Стандартної Моделi фiзики
елементарних частинок та основним напрямам її можливого розшире-
ння. Послiдовно розглянуто принцип локальної калiбрувальної iнварi-
антностi, спонтанне порушення симетрiї та механiзм Хiггса, на основi
яких побудовано лагранжiан Стандартної Моделi. Розглянуто власти-
востi та симетрiї Стандартної Моделi, а також основнi проблеми СМ.
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ма скалярне, нейтринне, векторне, псевдоскалярне та зi взаємодiєю
типу Черна–Саймонса, а також теорiї великого об’єднання.
Навчальний посiбник призначений для студентiв фiзичного факуль-
тету, якi вивчають квантову теорiю поля та фiзику високих енергiй.
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ВСТУП

Стандартна модель фiзики елементарних частинок (СМ) була сфор-
мульована наприкiнцi 1960-х рокiв завдяки роботам Стiвена Вайнбер-
га, Абдуса Салама та Шелдона Глешоу. Вона є найуспiшнiшою на
сьогоднi теорiєю, що описує електромагнiтнi, слабкi та сильнi взає-
модiї елементарних частинок. Передбачення СМ пройшли перевiрку
великою кiлькiстю високоточних експериментiв на енергетичних мас-
штабах до ∼ 10 ТеВ, а також добре узгоджуються з даними астрофi-
зичних i космологiчних спостережень.

Цей навчальний посiбник пiдготовлено на основi матерiалiв лекцiй
i практичних занять зi спецiального курсу «Основи квантової теорiї
поля», який автор читає для студентiв фiзичного факультету освi-
тньої програми «Фiзика високих енергiй», а також курсу «Розширен-
ня Стандартної моделi» для студентiв освiтньої програми «Квантова
теорiя поля».

Метою посiбника є виклад основних принципiв, на яких ґрунтує-
ться Стандартна модель:

• побудова лагранжiана теорiї поля на основi вимоги його iнварi-
антностi щодо перетворень певної групи симетрiї;

• принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi, який дозволяє
коректно ввести калiбрувальнi поля та визначає характер їхньої
взаємодiї з полями матерiї;

• спонтанне порушення симетрiї та механiзм Хiггса, що забезпе-
чують виникнення мас калiбрувальних бозонiв;

• вимога збереження унiтарностi амплiтуд фiзичних процесiв при
високих енергiях.

Зазначенi принципи дозволяють вивести явний вигляд лагранжiа-
на Стандартної моделi та зрозумiти фундаментальнi засади сучасної
фiзики елементарних частинок. Водночас низка експериментальних i
космологiчних фактiв — зокрема наявнiсть мас у нейтрино, барiонна
асиметрiя Всесвiту та iснування темної матерiї — свiдчить про те, що
СМ не є повною теорiєю природи й потребує подальшого розширення.
Проте можна очiкувати, що побудова нової, бiльш фундаментальної
теорiї також спиратиметься на тi самi базовi принципи.
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У посiбнику розглянуто основнi пiдходи до розширення Стандар-
тної моделi шляхом введення нових скалярних, псевдоскалярних, фер-
мiонних, векторних або псевдовекторних частинок. Наразi не iснує
переконливих експериментальних пiдтверджень iснування частинок
за межами СМ. Це може мати два основнi пояснення. По-перше, ча-
стинки нової фiзики можуть бути надто важкими (наприклад, мати
маси понад 100 ТеВ), що робить їх недосяжними для сучасних при-
скорювачiв. По-друге, вони можуть бути вiдносно легкими, але дуже
слабо взаємодiяти з частинками Стандартної моделi. У такому разi
їх народження можливе навiть на сучасних колайдерах, проте вiдпо-
вiднi подiї трапляються надзвичайно рiдко i тому їх важко виявити
експериментально.

Другий сценарiй є особливо цiкавим, оскiльки вiдкриває можли-
вiсть пошуку проявiв нової фiзики вже на наявних експериментальних
установках. Саме тому основну увагу в цьому посiбнику придiлено
легким слабковзаємодiючим частинкам та їхнiм можливим феноме-
нологiчним проявам.

Друге видання посiбника є суттєво розширеною версiєю першого.
До нього включено новi роздiли, присвяченi формалiзму векторних
полiв Штюкельберга, проблемi стабiльностi електрослабкого вакуу-
му та теорiям великого об’єднання на прикладi групи симетрiї SU(5).
Крiм того, виправлено низку неточностей i помилок, виявлених у пер-
шому виданнi, а також iстотно розширено й доповнено матерiал ра-
нiше представлених роздiлiв.

Автор буде вдячний за побажання та зауваження щодо покра-
щення даного посiбника. Їх можна надiслати на електронну адресу
gorkavol@knu.ua
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ПОЗНАЧЕННЯ ТА ЗАПИС ОСНОВНИХ
ВЕЛИЧИН

Позначення

Ми будемо працювати у плоскому просторi-часi, для якого метри-
чний тензор 𝑔𝜇𝜈 має дiагональний вигляд

𝑔𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

⎞⎟⎟⎠. (0.1)

Перехiд вiд контраварiантних до коварiантних компонент вiдбува-
ється за допомогою метричного тензора

𝑎𝜇=

3∑︁
𝜈=0

𝑔𝜇𝜈𝑎
𝜈, 𝑓𝜇𝜈=

3∑︁
𝛾=0

𝑔𝜇𝛾𝑓
𝛾
𝜈=

3∑︁
𝛾,𝛿=0

𝑔𝜇𝛾𝑔𝛿𝜈𝑓
𝛾𝛿,

3∑︁
𝜇=0

𝑔𝛼𝜇𝑔
𝜇𝛽=𝛿𝛽𝛼, (0.2)

де 𝛿𝛽𝛼 – одиничний тензор (𝛿𝛼𝛼 = 1; 𝛿𝛽𝛼 = 0, якщо 𝛼 ̸= 𝛽). Для метри-
чного тензора у формi (0.1): 𝑔𝜇𝜈=𝑔𝜇𝜈 .

Зокрема, чотиривимiрний радiус-вектор та чотиривимiрний вектор
iмпульсу є контраварiантними величинами: 𝑥𝛼 = (𝑐 𝑡, 𝑥⃗), 𝑝𝛼 = (𝐸/𝑐 , 𝑝),
– тобто коварiантними векторами до них будуть 𝑥𝛼 = (𝑐 𝑡,−𝑥⃗) та
𝑝𝛼 = (𝐸/𝑐 ,−𝑝).

Скалярний добуток двох контраварiантних 4-векторiв 𝑎= (𝑎0, 𝑎1,

𝑎2, 𝑎3)= (𝑎0, 𝑎⃗) та 𝑏 = (𝑏0, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3) = (𝑏0, 𝑏⃗) визначається як

𝑎𝑏 =

3∑︁
𝜈=0

𝑎𝜈𝑏𝜈 =

3∑︁
𝜇,𝜈=0

𝑔𝜇𝜈𝑎𝜇𝑏𝜈 = 𝑎0𝑏0 − 𝑎⃗ · 𝑏⃗. (0.3)

В окремих випадках, у громiздких формулах для спрощення розу-
мiння виразiв скалярний добуток 4-векторiв буде братися в дужки
𝑎𝑏 ≡ (𝑎𝑏).
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Для похiдних використовуються позначення

𝜕 𝑢𝑖
𝜕𝑥𝛼

= 𝜕𝛼𝑢𝑖 ,
𝜕 𝑢𝑖
𝜕𝑥𝛼

= 𝜕𝛼𝑢𝑖. (0.4)

Для спрощення записiв будемо опускати знак пiдсумовування i
вважати, що за двома iндексами, якi повторюються, якщо окремо не
зазначено, проводиться пiдсумовування.

Системи одиниць. Енергетичнi одиницi.
Система одиниць ℏ=𝑐=1.
У рамках даного курсу нам знадобляться наступнi сталi: стала

Планка (ℏ), швидкiсть свiтла у вакуумi (𝑐), електричний заряд та
маса частинки — кванта електрон-позитронного поля.

Розмiрнiсть та значення даних величин залежать вiд обраної си-
стеми одиниць. Iснує багато варiантiв вибору системи одиниць. Наве-
демо значення потрiбних нам констант у системах одиниць СI та СГС
(СГСЕ).

У мiжнароднiй системi одиниць СI нами будуть використовувати-
ся такi основнi одиницi: метр (м), секунда (сек), кiлограм (кг), Кулон
(Кл), Джоуль (Дж) (1Дж = 1кг · 1м2/1сек2). Тодi значення вказаних
констант є наступними:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℏ = 1.05457 · 10−34 Дж · сек;
𝑐 = 2.99792458 · 108 м/сек;
|𝑒| = 1.60218 · 10−19 Кл;
𝑚𝑒 = 9.10938 · 10−31 кг.

(0.5)

В електростатичнiй системi СГС (СГСЕ) базовими одиницями
є сантиметр (см), грам (г), секунда (сек):⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

ℏ = 1.05457 · 10−27 ерг · сек, (1ерг = 1г · 1см2/1cек2);
𝑐 = 2.99792458 · 1010 см/сек;
|𝑒| = 4.80320 · 10−10 од. СГСЕ, має розмiрнiсть г1/2· см3/2/сек;
𝑚𝑒 = 9.10938 · 10−28 г.

(0.6)
Щоб задати iнтенсивнiсть деякої взаємодiї незалежно вiд обраної

системи одиниць, треба ввести певний безрозмiрний параметр. Так,
для електродинамiки iнтенсивнiсть взаємодiї можна визначати через
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енергiю кулонiвської взаємодiї мiж двома частинками з елементар-
ними зарядами одного знака, що знаходяться на вiдстанi 𝑟 одна вiд
одної: 𝐸 = 𝑘 · 𝑒2/𝑟. Параметр 𝑘 та елементарний заряд 𝑒 в рiзних
системах одиниць мають рiзнi значення. Подiливши обидвi частини
виразу на величину ℏ𝑐 розмiрностi [Енергiя] · [Довжина], отримаємо
𝐸/ℏ𝑐 = 𝛼/𝑟, де безрозмiрна величина 𝛼 = 𝑘𝑒2/ℏ𝑐 отримала назву ста-
лої тонкої структури1. Вона є комбiнацiєю фундаментальних сталих
релятивiстської квантової фiзики i визначає iнтенсивнiсть процесiв за
участю електромагнiтної взаємодiї.

Отже, стала тонкої структури визначається, спираючись на запис
закону Кулона в певнiй системi одиниць. Наприклад,

в СГС (СГСЕ) 𝛼 =
𝑒2

ℏ𝑐
, в СI 𝛼 =

1

4𝜋𝜀0

𝑒2

ℏ𝑐
, (0.7)

де 𝜀0 = 8.85419 · 10−12 Кл2/Дж · м – електрична стала в СI. Числове
значення 𝛼 не залежить вiд вибраної системи одиниць

𝛼 = 0.00729735 · 10−3 ≈ 1/137.036 . (0.8)

Як система одиниць СI, так i система СГСЕ, не є зручними в те-
орiї поля: числовi значення вказаних сталих є або надзвичайно ве-
ликими, або надзвичайно малими. Наприклад, одиниця вимiру маси
1 кг (або 1 г) є надзвичайно великою для опису вiдомих елементарних
частинок, так само й енергетична одиниця 1 Дж (або 1 ерг) є занад-
то великою для опису процесiв у Стандартнiй моделi. Тому зручно
ввести нову енергетичну одиницю i домовитися нею вимiрювати масу.
Ми маємо право це зробити, якщо використати спiввiдношення мiж
масою та енергiєю частинки в станi спокою у виглядi 𝐸 = 𝑚𝑐2. У яко-
стi енергетичної одиницi в квантовiй теорiї поля вибирається енергiя,
яку отримує електрон, проходячи рiзницю потенцiалу в 1 Вольт. Ця
одиниця отримала назву електронвольт (еВ):

1еВ = |𝑒| · 1В = 1.60218 · 10−19 Джоуль = 1.60218 · 10−12 ерг. (0.9)

Використовуються також похiднi одиницi, а саме: мегаелектрон-
вольт (1МеВ = 106 еВ), гiгаелектронвольт (1ΓеВ = 109 еВ), тераеле-
ктронвольт (1TеВ = 1012 еВ) та iншi.

1Стала отримала назву завдяки ефекту розщеплення рiвнiв енергiї атому за
рахунок спiн-орбiтальної взаємодiї. Цей ефект пропорцiйний 𝛼2.
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В цiй системi одиниць, зокрема, маса електрона буде рiвною𝑚𝑒𝑐
2=

9.10938 · 10−31 ·2997924582 кг·м/с=8.1871 · 10−14 Дж ≈ 0.511 МеВ.
Однак навiть пiсля переходу в новi енергетичнi одиницi все рiв-

но залишаються деякi незручностi пов’язанi iз захаращенням формул
комбiнацiями констант ℏ та 𝑐. Тому в квантовiй теорiї поля найбiльш
зручною виявилась система одиниць, в якiй ℏ = 𝑐 = 1, тобто дiя
та швидкiсть є безрозмiрними величинами. Тодi енергiя та iмпульс
мають розмiрнiсть маси, що очевидно, наприклад, з наступних спiв-
вiдношень: 𝐸 = 𝑚𝑐2, 𝑝 = 𝑚𝑣. Отже, [𝐸] = [𝑝] = [𝑚].

Розмiрнiсть довжини та часу також виражаються через розмiр-
нiсть маси [𝑡] = [𝑥] = [𝑚−1], оскiльки, наприклад, 𝑥 = 𝑣𝑡, 𝐸𝑡 ∼ ℏ,
𝑝𝑥 ∼ ℏ. Числовi значення легко отримати з системи рiвнянь, що
складається з означень ℏ та 𝑐, якщо згадати, що розмiрнiсть ℏ є
1Дж · 1сек = 1кг · 1м2/1сек:⎧⎨⎩ ℏ=1.05457 · 10−34 1кг · 1м2/1сек=1;

𝑐 = 2.99792458 · 108 м/сек = 1;
1кг = 5.60959 · 1035 еВ;

⇒

{︂
1м = 5.06773 · 106 еВ−1;
1сек = 1.51927 · 1015 еВ−1.

(0.10)

Розмiрностi величин, що експериментально спостерiгаються та яв-
но обраховуються в теорiї поля також виражаються через розмiр-
нiсть маси, а саме: перерiз розсiяння [𝜎] = [𝑚−2], ймовiрнiсть розпаду
[𝜔] = [𝑚]. Тодi для виконання зворотного переходу потрiбно знати як
виразити через 𝑚, 𝑐, ℏ правильну розмiрнiсть фiзичних величин. Це
легко зробити, враховуючи [ ℏ

𝑚𝑐 ] = [𝑙], [ ℏ
𝑚𝑐2 ] = [𝑡]. Корисно вiдмiтити

числовi значення, наприклад, для 𝑚 = 𝑚𝑒, згiдно (0.5):

ℏ
𝑚𝑒𝑐

= 3.86159 · 10−13м,
ℏ

𝑚𝑒𝑐2
= 1.28809 · 10−21c. (0.11)

Надалi, за невеликим виключенням, ми будемо працювати саме в
системi одиниць ℏ = 𝑐 = 1.

Системи одиниць Гауса та Хевiсайда-Лоренца
Як вiдомо, у просторову густину лагранжiана електромагнiтне по-

ле входить завдяки двом доданкам. Перший доданок описує взаємодiю
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поля з електричними зарядами, другий – вiльне електромагнiтне поле

ℒ(𝑥) = −1

𝑐
𝑗𝜇𝐴𝜇 − 𝑎2𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , (0.12)

де 𝑗𝜇 – 𝜇-та компонента чотири-вектора електричного струму 𝑗𝜇 =
(𝑐𝜌, 𝑗⃗ ), кожна компонента якого є пропорцiйною елементарному за-
ряду 𝑒; с – швидкiсть свiтла; 𝑎2 – константа, що може бути обрана з
мiркувань зручностi. Конкретний вибiр цiєї константи буде визнача-
ти, в якiй системi одиниць ми працюємо.

У гаусовiй системi одиниць 𝑎2 = 1/(16𝜋), тодi польове рiвняння на-
буває вигляду 𝜕𝜈𝐹𝜇𝜈 = − 4𝜋

𝑐 𝑗
𝜇. Зокрема, кулонiвський потенцiал, що

утворюється точковим зарядом 𝑄 на вiдстанi 𝑟 вiд свого положення,
має вигляд

𝐴0 =
𝑄

𝑟
. (0.13)

У системi одиниць Хевiсайда-Лоренца 𝑎2 = 1/4, тодi польове рiв-
няння спрощується: 𝜕𝜈𝐹 ′𝜇𝜈 = − 1

𝑐 𝑗
′𝜇 (штрих означає величину в новiй

системi одиниць). Кулонiвський потенцiал, що створюється точковим
зарядом 𝑄′ на вiдстанi 𝑟 вiд свого положення, отримує додатковий
множник

𝐴′
0 =

1

4𝜋

𝑄′

𝑟
. (0.14)

Оскiльки значення добутку 𝑗𝜇𝐴𝜇 не повинно залежати вiд вибра-
ної системи одиниць, легко встановити зв’язок мiж елементарними
зарядами в рiзних системах одиниць, а саме: 𝑒2 = 𝑒′2/(4𝜋).

Надалi ми будемо працювати в системi одиниць Хевiсайда-Лоренца
i приберемо штрихи в позначеннях.

Стала тонкої структури в данiй системi одиниць –

𝛼 =
𝑒2

4𝜋ℏ𝑐
≈ 1

137.036
. (0.15)

Оскiльки ми домовилися працювати в системi ℏ = 𝑐 = 1, то

𝛼 =
𝑒2

4𝜋
, (0.16)

тобто елементарний заряд у системi ℏ = 𝑐 = 1 у позначеннях Хевiсайда-
Лоренца 𝑒 =

√
4𝜋𝛼 ≈

√︀
(4𝜋)/137 ≈ 0.3 i є безрозмiрною величиною.
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Лагранжiан електричного поля iз взаємодiєю та рiвняння, що ви-
значає динамiку поля, в данiй системi одиниць матимуть вигляд

ℒ(𝑥) = −𝑗𝜇𝐴𝜇 −
1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , 𝜕𝜈𝐹

𝜇𝜈 = −𝑗𝜇. (0.17)

Зафiксувавши 𝑎2, легко отримати вирази для iнших електромагнi-
тних величин. Наприклад, у СI

1 Вольт =
1Дж
1Кл

; 1 Тесла =
1кг

1Кл · 1cек
. (0.18)

Використавши (0.9), (0.10) та зв’язок мiж зарядом електрона в рiзних
системах вiдлiку √

4𝜋𝛼 = 1.60218 · 10−19 Кл, (0.19)

отримаємо

1 Вольт =
1√
4𝜋𝛼

еВ ≈ 3.3 еВ; 1 Тесла ≈ 195.35 еВ2. (0.20)

Представлення 𝛾-матриць
𝛾-матрицi в рiвняннi Дiрака не фiксуються однозначно умовами

𝛾𝜇𝛾𝜈 + 𝛾𝜈𝛾𝜇 = 2𝑔𝜇𝜈 та (𝛾𝜇)+ = 𝛾𝜇. (0.21)

Вибiр вигляду 𝛾-матриць є питанням домовленостi. Зв’язок мiж рiзни-
ми варiантами вибору 𝛾-матриць встановлюється за допомогою леми
Паулi: якщо iснують два набори матриць 4 × 4 𝛾𝜇 та 𝛾′𝜇, що за-
довольняють (0.21), то iснує неособлива матриця 𝑆, що їх пов’язує:
𝛾′𝜇 = 𝑆𝛾𝜇𝑆−1.

Iз аналiзу (0.21) випливає, що при змiнi 𝛾 → 𝛾′ = 𝑆𝛾𝑆−1 хвильова
функцiя перетворюється як Ψ → Ψ′ = 𝑆Ψ. Отже, рiвняння Дiрака є
iнварiантним вiдносно перетворень

𝛾 → 𝛾′ = 𝑆𝛾𝑆−1, Ψ→ Ψ′ = 𝑆Ψ. (0.22)

Найбiльш поширеними є представлення Дiрака та кiральне (вей-
лiвське) представлення.
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Представлення Дiрака зручно використовувати для аналiзу нере-
лятивiстського наближення. У ньому

𝛾0 =

(︂
𝐼 0
0 −𝐼

)︂
; 𝛾𝑖 =

(︂
0 𝜎𝑖

−𝜎𝑖 0

)︂
;

𝛾5 = 𝛾5+ = 𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 =

(︂
0 𝐼
𝐼 0

)︂
,

(0.23)

де 𝐼 є одиничною матрицею 2× 2, а 𝜎𝑖 є матрицями Паулi:

𝜎1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
; 𝜎2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
; 𝜎3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
. (0.24)

Представимо також явний вигляд матриць 𝛼⃗ = 𝛾0𝛾⃗ та Σ⃗ = −𝛾0𝛾5𝛾⃗
(векторнi величини тут мають верхнi iндекси):

𝛼⃗ =

(︂
0 𝜎⃗
𝜎⃗ 0

)︂
; Σ⃗ =

(︂
𝜎⃗ 0
0 𝜎⃗

)︂
. (0.25)

Кiральне представлення є зручним та часто використовується при
розглядi процесiв у Стандартнiй моделi. Воно має певнi переваги для
розгляду ультрарелятивiстського наближення.

Кiральне представлення отримується з представлення Дiрака за
допомогою матрицi:

𝑆 =
1√
2

(︂
𝐼 −𝐼
𝐼 𝐼

)︂
,

тодi

𝛾0 =

(︂
0 𝐼
𝐼 0

)︂
; 𝛾𝑖 =

(︂
0 𝜎𝑖

−𝜎𝑖 0

)︂
;

𝛾5 = 𝛾5+ = 𝛾5 = 𝑖𝛾0𝛾1𝛾2𝛾3 =

(︂
−𝐼 0
0 𝐼

)︂
.

(0.26)

Наведемо також явний вигляд матриць 𝛼⃗ = 𝛾0𝛾⃗ та Σ⃗ = −𝛾0𝛾5𝛾⃗
(векторнi величини тут мають верхнi iндекси):

𝛼⃗ =

(︂
−𝜎⃗ 0
0 𝜎⃗

)︂
; Σ⃗ =

(︂
𝜎⃗ 0
0 𝜎⃗

)︂
. (0.27)
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РОЗДIЛ 1

Передумови та коротка iсторiя створення СМ

Квантова теорiя поля виникла наприкiнцi 20-х рокiв XX столi-
ття [1]. Причиною цього була потреба в описi фiзики при високих
енергiях як теорiї, що повинна враховувати як релятивiстськi ефе-
кти, так i ефекти, пов’язанi з перетворенням одних частинок в iншi,
народженням та знищенням частинок пiд час фiзичних процесiв.

У квантовiй теорiї поля елементарнi частинки є квантами вiдпо-
вiдних полiв, а їх взаємодiя вiдбувається за рахунок обмiну квантами
полiв, що переносять взаємодiю.

Iсторично першими полями, з якими мала справу квантова теорiя
поля, були електромагнiтнi та фермiоннi (електрон-позитроннi) поля,
як єдинi вiдомi на той момент. Для опису взаємодiй мiж квантами цих
полiв була створена квантова електродинамiка, котру можна описати
за допомогою лагранжiана

ℒ(𝑥) = Ψ̄(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)Ψ− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 − 𝑒Ψ̄𝛾𝜇Ψ𝐴𝜇 , (1.1)

де Ψ — функцiя електрон-позитронного поля, 𝐴𝜇 — 4-потенцiал еле-
ктромагнiтного поля, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 — тензор Максвелла, 𝑒 —
електричний заряд позитрона (константа взаємодiї). Першi два до-
данки вiдповiдають лагранжiанам вiльного електрон-позитронного та
електромагнiтного полiв, а третiй описує взаємодiю зазначених полiв.
Пiзнiше, пiсля вiдкриття нових частинок, термiн квантова електро-
динамiка почали використовувати в бiльш широкому розумiннi: як
теорiю, що описує взаємодiю електрично заряджених частинок iз еле-
ктромагнiтним полем.

Дослiдження 𝛽-розпаду на початку XX столiття виявило пробле-
му, суть якої полягала в нiбито невиконаннi фундаментальних зако-
нiв збереження енергiї, iмпульсу та моменту кiлькостi руху в реакцiї
𝛽-розпаду, тобто процесу, коли ядро з атомними числами (𝐴,𝑍) роз-
падається на ядро з числами (𝐴,𝑍 + 1) та на електрон. Справа в
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тому, що ще в 1914 роцi Джеймсом Чедвiком [2] був вимiряний спектр
енергiй електронiв, якi виникають при 𝛽-розпадi. Спектр виявився
неперервним, тобто з ядра вилiтали електрони з довiльними значен-
нями енергiй. Однак, згiдно з законом збереження енергiї-iмпульсу,
при розпадi однiєї частинки на двi частинки, їх енергiї визначаються
однозначно. Тобто спектр електрона в реакцiї 𝛽-розпаду не може бути
неперервним. Ще одна проблема 𝛽-розпаду була пов’язана з поруше-
нням теореми Паулi про зв’язок спiну зi статистикою. Справа в тому,
що при 𝛽-розпадi атомне число 𝐴 в початковому та кiнцевому станi
ядра не змiнюється, тому й статистика ядра не повинна змiнитися.
Отже, якщо з ядра вилiтає лише електрон, то вiн повинен мати цiлий
спiн, що насправдi не вiдповiдає дiйсностi.

Щоб урятувати ситуацiю, 4 грудня 1930 р. Вольфганг Паулi в не-
формальному листi до учасникiв конференцiї в Тюбiнгенi [3] висунув
гiпотезу про iснування в ядрi нової електрично нейтральної частинки
зi спiном 1/2. Дана частинка повинна дуже слабко взаємодiяти з ре-
човиною i при вильотi з ядра в процесi 𝛽-розпаду разом з електроном
буде забирати iз собою частину енергiї, iмпульсу та кутового моменту,
що й забезпечуватиме виконання фундаментальних законiв збереже-
ння для реакцiї в цiлому. Iдея ввести нову елементарну частинку бу-
ла справдi революцiйною, оскiльки на той час було вiдомо лише три
"елементарнi" частинки – електрон, протон та фотон. Запропоновану
частинку Паулi назвав "нейтроном".

Однак вiдразу ж поставало наступне питання: якщо вказана ча-
стинка нейтральна та слабко взаємодiє з iншими, то яким чином вона
утримується в ядрi? Вiдповiдь була отримана пiсля експерименталь-
ного вiдкриття Джейсом Чедвiком в 1932 роцi нейтрона – масивної
нейтральної частинки, яка є складовою атомного ядра [4]. Це вiдкри-
ття розв’язало проблему статистики ядер та привело до побудови в
1934 роцi Енрiко Фермi теорiї 𝛽-розпаду [5]. При цьому частинку Пау-
лi Фермi запропонував перейменувати в нейтрино1 (позначення 𝜈), що
можна перекласти з iталiйської мови як нейтрончик2. Згiдно з теорi-
єю Фермi, один з нейтронiв ядра випускає (породжує) пару електрон-
нейтрино (точнiше, антинейтрино) та перетворюється на протон:

1Античастинка отримала назву антинейтрино (позначення 𝜈).
2Справа в тому, що на той момент вже була зроблена оцiнка маси нейтрино

(𝑚𝜈 ≪ 𝑚𝑛) на основi аналiзу її впливу на енергетичний спектр електронiв у 𝛽-
розпадi.
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𝑛0 → 𝑝+ + 𝑒− + 𝜈. (1.2)

У стацiонарному станi нейтрино в ядрi немає.
Згiдно з теорiєю Фермi, взаємодiя всiх чотирьох частинок вiдбу-

валася не за допомогою посередника (аналога вiртуального фотона в
квантовiй електродинамицi), а контактним способом через взаємодiю
двох векторних струмiв у однiй точцi простору

ℋ𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖(𝑥) =
𝐺𝐹√
2

[︀
Ψ𝑝(𝑥)𝛾

𝜇Ψ𝑛(𝑥)
]︀ [︀

Ψ𝑒(𝑥)𝛾𝜇Ψ𝜈(𝑥)
]︀
+ ℎ.𝑐., (1.3)

де Ψ з певним iндексом – хвильова функцiя вiдповiдної частинки (про-
тона, нейтрона, електрона та нейтрино), Ψ = Ψ+𝛾0 – дiраковськи-
спряжена функцiя, 𝛾𝜇 – матрицi Дiрака, 𝐺𝐹 – стала взаємодiї, що
отримала назву сталої Фермi. Лiтери ℎ.𝑐. в кiнцi (1.3) означають,
що до наведеного виразу слiд додати той самий вираз, але ермiтово
спряжений.

Вибiр взаємодiї саме двох векторних струмiв був зроблений Фер-
мi за аналогiєю до квантової електродинамiки. Iз явного вигляду га-
мiльтонiана видно, що стала Фермi 𝐺𝐹 має бути розмiрною. Її число-
ве значення було знайдено завдяки вимiрам часу життя радiоактив-
них елементiв та нейтрона i виявилось дуже малим (сучасне значення
𝐺𝐹 = 1.16637(1)× 10−5ГеВ−2 знаходиться з вимiрювання часу життя
мюона).

Теорiя Фермi кiлькiсно описувала процес 𝛽-розпаду та передбача-
ла iншi процеси за участю нейтрино. Фактично, це опосередковано
пiдтверджувало iснування нейтрино, i це був початковий варiант те-
орiї слабкої взаємодiї, який, iз певними доповненнями, домiнував аж
до створення об’єднаної теорiї електрослабких взаємодiй Вайнберга-
Салама-Глешоу.

В 1934 роцi Ганс Бете та Рудольф Пайєрлс [6] на основi гамiльтонi-
ану Фермi розрахували перерiз оберненого 𝛽-розпаду, тобто процесу

𝑝+ + 𝜈 → 𝑛0 + 𝑒+. (1.4)

Їх розрахунки показали, що довжина вiльного пробiгу нейтрино з
енергiєю 2.5 MeВ (характерна енергiя при 𝛽-розпадi) у водi буде близь-
ко 1018 м або 100 свiтлових рокiв! Бете та Пайєрлс зробили песимi-
стичний висновок, що, мабуть, нейтрино нiколи не буде явно зареє-
строване.
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Як виявилося пiзнiше, гамiльтонiан Фермi (1.3) не описував усi
особливостi 𝛽-розпаду, i тому вже в 1936 роцi Георгiй Гамов та Едвард
Теллер [7] запропонували до розгляду узагальнений гамiльтонiан

ℋ𝐺𝐹 (𝑥) =
∑︁
𝑖

𝐺𝑖
[︀
Ψ𝑝(𝑥)𝑂

𝑖Ψ𝑛(𝑥)
]︀ [︀

Ψ𝑒(𝑥)𝑂𝑖Ψ𝜈(𝑥)
]︀
+ ℎ.𝑐., (1.5)

де матрицi 𝑂𝑖 = 1̂, 𝛾𝜇, 𝛾𝜇𝛾5, 𝛾5, 𝜎𝜇𝜈 представляли всi можливi по-
парнi взаємодiї скалярних (𝑆), векторних (𝑉 ), псевдовекторних (𝐴),
псевдоскалярних (𝑃 ) та тензорних (𝑇 ) струмiв. Такi комбiнацiї стру-
мiв були обранi саме тому, що вони забезпечували збереження просто-
рової парностi. У справедливiсть даного закону збереження вiрили,
оскiльки були докази його виконання в електромагнiтнiй взаємодiї.

В 1936 роцi Карл Андерсон та Сез Неддермейер у космiчних проме-
нях вiдкрили мюон (𝜇) – частинку, хоч i нестабiльну, проте повнiстю
схожу на електрон, але iз масою приблизно в 207 разiв бiльшою за
масу електрона.

В 1938 роцi було опосередковано доведено iснування нейтрино пiд
час спостереження в камерi Вiльсона трекiв ядра вiддачi та електрона,
що випромiнюється при 𝛽-розпадi. Зазначенi треки не були спрямо-
ванi у протилежнi сторони; це свiдчило про те, що частину iмпульсу
забирає додаткова частинка – нейтрино [8]. Явно задетектувати еле-
ктронне антинейтрино вдалося Клайду Коуену та Фредерiку Рейнсу
пiд час експериментiв у 1953 - 1956 роках [9], спостерiгаючи за вза-
ємодiєю антинейтрино (утворених в реакторi) з протонами у водi з
розчином солi 𝐶𝑑𝐶𝑙2, що привела до утворення нейтронiв та пози-
тронiв1. Вони мiркували наступним чином: щоб бути зареєстрованим,
нейтрино потрiбно пройти шлях у водi довжиною 1018 м; тодi для
реєстрацiї одного нейтрино з пучка, що мiстить 1018 частинок, буде
достатньо подолати 1 м у водi. Цей експеримент був вирiшальним у
тому сенсi, що вперше було зареєстровано нейтрино на певнiй вiдстанi
вiд точки його народження.

Експериментально iснування мюонного нейтрино було доведено
лише в 1962 роцi на прискорювачi в Брукхейвенi [10]. Було показа-
но, що реакторнi нейтрино вiд процесiв 𝜋± → 𝜈𝜇(𝜈𝜇) + 𝜇± та 𝐾± →
𝜈𝜇(𝜈𝜇) + 𝜇±, потрапляючи в мiшень, генерують лише мюони. Тобто
було доведено 𝜈𝑒 ̸= 𝜈𝜇!

1Оскiльки нейтрино вважалася частинкою, що не спостерiгається, даний екс-
перимент отримав назву "Проект Полтергейст".
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Рис. 1: Iлюстрацiя результатiв експериментiв Ву.

В 1957 роцi Цзяньсюн Ву експериментально пiдтвердила поруше-
ння парностi в слабких взаємодiях [11]. В експериментi явно спостерi-
галася асиметрiя у випромiненнi 𝛽-частинок при 𝛽-розпадi поляризо-
ваних ядер 60Co: електрони переважно випромiнювались у напрямку,
протилежному спiну ядра та напрямку зовнiшнього магнiтного поля,
див. Рис. 1. Фактично, було показано залежнiсть результатiв експе-
рименту вiд величини 𝐽𝐶𝑜 ·𝑝𝑒. Оскiльки пiд дiєю оператора просторо-
вої iнверсiї (𝑃 ) момент системи не змiнюється, а просторовий iмпульс
змiнює знак, то результати експерименту вказували на порушення си-
метрiї по вiдношенню до 𝑃 -перетворень.

В тому ж 1957 роцi вiдбулося декiлька експериментiв з метою пе-
ревiрки результатiв експерименту Ву. Всi вони показали порушення
симетрiї вiдносно перетворень просторової iнверсiї. Зокрема, в експе-
риментi Фраунфелдера [12] з атомами 60𝐶𝑜27 було показано, що реля-
тивiстськi електрони, якi вилiтають при 𝛽-розпадi ядра, мають спiн,
напрямлений протилежно до їх iмпульсiв.

Експеримент Ву показав, що пошук узагальненого гамiльтонiана
у формi (1.5) не був коректним, бо всi доданки зазначеного гамiльто-
нiана є симетричними вiдносно перетворень просторової iнверсiї. Ви-
ходячи з цього, був запропонований новий узагальнений гамiльтонiан
у виглядi

ℋ𝐺𝐹 (𝑥) ∼ (𝐽 𝑖,ℎ𝑎𝑑𝑟𝑜𝑛𝐽𝑖,𝑙𝑒𝑝𝑡𝑜𝑛 + ℎ.𝑐.) = (1.6)

=

5∑︁
𝑖=1

[︁
Ψ𝑝(𝑥)𝑂

𝑖(𝐺̃𝑖 + 𝐺̃′
𝑖𝛾

5)Ψ𝑛(𝑥)
]︁ [︀

Ψ𝑒(𝑥)𝑂𝑖(𝐺𝑖 +𝐺′
𝑖𝛾

5)Ψ𝜈(𝑥)
]︀
+ ℎ.𝑐.,

iз невiдомими константами 𝐺𝑖, 𝐺̃𝑖 та 𝐺′
𝑖, 𝐺̃′

𝑖, котрий мiстив доданки,
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що порушували симетрiю вiдносно просторових перетворень. Матрицi
𝑂𝑖 є матрицями 1̂, 𝛾𝜇, 𝛾5, 𝛾𝜇𝛾5, 𝜎𝜇𝜈 = 𝑖

2 [𝛾
𝜇𝛾𝜈 − 𝛾𝜈𝛾𝜇].

Врахувати результат дослiду Фраунфелдера за допомогою додан-
кiв, що мiстять 𝛾5 матрицi можна було лише припустивши, що еле-
ктрони мають лiву кiральнiсть1: Ψ𝑒 = 𝑃𝐿Ψ𝑒, або Ψ𝑒 = Ψ𝑒𝑃𝑅, див.
Додаток 4. Отже, лептонний струм слiд записати у виглядi

𝐽𝑖,𝑙𝑒𝑝𝑡𝑜𝑛 ∼ Ψ𝑒(𝑥)
1 + 𝛾5

2
𝑂𝑖(𝐺𝑖 +𝐺′

𝑖𝛾
5)Ψ𝜈(𝑥). (1.7)

Вiдповiдь на питання, як знаходити цi новi константи, дала ство-
рена в тому ж 1957 роцi Лi та Янгом, Ландау та Саламом теорiя
двокомпонентного нейтрино [13–15]. Якщо припустити, що нейтрино
є безмасовими частинками, тодi, видiливши у хвильовiй функцiї ней-
трино двi складовi:

Ψ = Ψ𝐿 +Ψ𝑅, Ψ𝐿 = 𝑃𝐿Ψ, Ψ𝑅 = 𝑃𝑅Ψ, (1.8)

отримаємо, що рiвняння Дiрака розщеплюються на два окремих рiв-
няння2 для функцiй Ψ𝐿 та Ψ𝑅. Це означає, що функцiї Ψ𝐿 та Ψ𝑅
стають незалежними, i можна використовувати лише одну з них3.

Отже, згiдно з теорiєю двокомпонентних нейтрино, в природi мо-
же iснувати лише один сорт нейтрино зi спiном, що спрямований або
вздовж, або проти напрямку руху. У цьому випадку втратиться симе-
трiя вiдносно 𝑃 -перетворень, що переводять лiвi частинки в правi та
навпаки. Саме таку втрату симетрiї й продемонстрував експеримент
Ву. Тодi, згiдно з теорiєю двокомпонентних нейтрино, iснують лише
два варiанти спiввiдношення, якi пов’язують константи 𝐺𝑖 та 𝐺′

𝑖 в
(1.6): 𝐺′

𝑖 = ±𝐺𝑖.
В 1958 роцi група на чолi з Морiсом Голдхабером провела експе-

римент з визначення спiральностi нейтрино [16], тобто проекцiї спiну
1Можна показати, що в безмасовому випадку, або для ультрарелятивiстських

частинок, функцiя з лiвою кiральнiстю вiдповiдає частинцi, в якої спiн спрямова-
ний проти напрямку її руху, а з правою кiральнiстю – частинцi, в якої напрямок
спiну спiвпадає з напрямком руху.

2Оператори 𝑃𝐿,𝑅 є проектуючими операторами, див. Додаток 4.
3У вейлiвському (або кiральному) представленнi 𝛾-матриць функцiї Ψ𝐿 та Ψ𝑅

будуть являти собою двi верхнi та двi нижнi компоненти повної хвильової функцiї
частинки вiдповiдно. Залишивши в теорiї лише одну з них, ми фактично пере-
ходимо вiд чотирикомпонентної хвильової функцiї до двокомпонентної, завдяки
чому теорiя й отримала свою назву.
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частинки на напрямок її руху. Виявилося, що у всiх нейтрино напря-
мок спiну протилежний напрямку їх iмпульсу, а для антинейтрино
спiн напрямлений уздовж напрямку їх iмпульсу. На основi припуще-
ння, що нейтрино є безмасовими частинками (тодi спiральнiсть та кi-
ральнiсть стають тотожними поняттями), було зроблено висновок, що
вони є частинками з лiвою кiральнiстю, отже, 𝐺′

𝑖 = −𝐺𝑖.
Отже, лептонний струм слiд записати у виглядi

𝐽𝑖,𝑙𝑒𝑝𝑡𝑜𝑛 ∼ Ψ𝑒(𝑥)
1 + 𝛾5

2
𝑂𝑖

1− 𝛾5
2

Ψ𝜈(𝑥). (1.9)

Однак, яким саме має бути оператор 𝑂𝑖. Вибiр можна суттєво
обмежити використавши такi спiввiдношення, див. Додаток 4:

𝑃𝑅1̂𝑃𝐿 = 0, (1.10)

𝑃𝑅𝛾
𝜇𝑃𝐿 = 𝛾𝜇𝑃𝐿, (1.11)

𝑃𝑅𝛾
5𝑃𝐿 = 0, (1.12)

𝑃𝑅𝛾
𝜇𝛾5𝑃𝐿 = −𝛾𝜇𝑃𝐿, (1.13)

𝑃𝑅𝜎
𝜇𝜈𝑃𝐿 = 𝜎𝜇𝜈𝑃𝐿. (1.14)

Оскiльки варiанти (1.11) та (1.13) є подiбними, то фактично з наве-
дених п’яти варiантiв залишаються лише два: 𝑂𝑉 = 𝛾𝜇 та 𝑂𝑇 = 𝜎𝜇𝜈 .
Вибiр мiж ними на користь 𝑂𝑉 був зроблений завдяки аналiзу куто-
вих розподiлiв пiд час 𝛽-розпадiв [17].

У 1958 роцi Рiчард Фейнман, Мюррей Гелл-Манн, Роберт Маршак
та Джордж Сударшан запропонували гамiльтонiан [18–20], до якого
входять лише лiвi компоненти польових функцiй

𝐽𝜇 = Ψ𝑛,𝐿𝛾
𝜇Ψ𝑝,𝐿 +Ψ𝑒,𝐿𝛾

𝜇Ψ𝜈,𝐿, ℋ =
𝐺𝐹√
2
𝐽𝜇

+𝐽𝜇. (1.15)

Це давало гарне узгодження1 даних теорiї 𝛽-розпаду з експеримен-
тальними даними в областi низьких енергiй.

Виникало природне запитання, чи можна застосовувати гамiльто-
нiан (1.3), або (1.15) при збiльшеннi енергiї? Виявилося, що нi. В 1957
роцi Цзундао Лi та Чженьнiн Янг, а також Джулiан Швiнгер [22, 23]

1На даний час струм нуклонiв (не є елеменатрними частинками, складаються
з кваркiв) визначається достатньо складним виразом. При малих значеннях пере-
даного iмпульсу його можна наближено представити як ∼ Ψ𝑛𝛾𝜇(1− 𝑔𝐴𝛾

5)Ψ𝑝, де
𝑔𝐴 ≈ 1.26, див. [21].

21



показали, що при високих енергiях буде порушуватись умова унiтар-
ностi для гамiльтонiана Фермi з точковою взаємодiєю. Проблема по-
лягає в тому, що перерiз певного слабкого процесу iз взаємодiєю Фер-
мi зростає квадратично з енергiєю частинок 𝜎 ∼ 𝐺2

𝐹𝐸
2. Це означає

що й амплiтуда процесу зростає з енергiєю. Однак амплiтуда визна-
чає ймовiрнiсть реалiзацiї кiнцевого стану i не може бути бiльшою за
одиницю. Коли ймовiрнiсть процесу перевищує одиницю, вiдбувається
порушення унiтарнiстi матрицi розсiяння. У теорiї Фермi унiтарнiсть
порушується при енергiях 𝐸 ∼ 𝐺−1/2

𝐹 . Щоб уникнути даної проблеми,
було запропоновано ввести промiжну масивну векторну частинку, ко-
тра буде виступати в ролi носiя взаємодiї аналогiчно фотону у кван-
товiй електродинамицi. Тодi пропагатор даної частинки, що обернено
пропорцiйний до 𝑀2 − 𝑘2, при невеликих енергiях буде ∼𝑀−2; i стає
зрозумiлим, чому константа Фермi є розмiрною: 𝐺𝐹 ∼𝑀−2. При цьо-
му перерiз слабких процесiв 𝜎 ∼ 𝐸2/(𝑀2 +𝐸2) при великих енергiях
прямує до сталого значення.

До цього моменту мова йшла про слабку та електромагнiтну взає-
модiю частинок, але iснує й сильна взаємодiя мiж частинками. Зокре-
ма, саме завдяки їй протони та нейтрони утримуються всерединi ядра.
Щоб установити характер цiєї взаємодiї, було проведено багато дослi-
дiв зi зiткнення протонiв з ядрами. Можна було очiкувати, що з ядер-
них реакцiй спостерiгатимуться лише протони та ядра, проте в екс-
периментах (зокрема в космiчних променях i на прискорювачах) було
вiдкрито новi частинки — пiони, Λ, Σ та iншi. Їх кiлькiсть швидко
зросла до сотень (так званий “зоопарк частинок”). На початку 1960-х
рокiв, за пропозицiєю Льва Окуня [24], такi частинки стали називати
адронами i подiляти на мезони (бозони) та барiони (фермiони). Ви-
никла проблема класифiкацiї такої великої кiлькостi частинок, або,
якщо точнiше, виникло питання: чому їх саме стiльки i чи можна їх
роздiлити на певнi групи за якимись ознаками?

Також виникло питання, чи є нуклони елементарними частинками,
оскiльки було незрозумiло, як у зiткненнях типу елементарних части-
нок (нуклонiв) могло утворюватися стiльки нових частинок (адронiв).
На користь цiєї гiпотези говорило також те, що експерименти з розсi-
яння електронiв на протонах у 50-х роках XX-го столiття i пiзнiше по-
казали, що для коректного опису процесiв розсiяння потрiбно вводити
формфактор розподiлу заряду в протонi. З цього факту випливало,
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що протон не є точковою частинкою: його (електромагнiтний) радiус
𝑅𝑝 ≈ 0.8 · 10−13 см.

Уже пiд кiнець 40-х рокiв ХХ столiття почали створювати рiзнi
моделi адронiв як частинок, що складаються з iнших частинок. Мо-
дель Енрiко Фермi та Чженьнiн Янга 1949 року передбачала, що пiо-
ни складаються з одного нуклона та одного антинуклона, а модель
Моiсея Маркова та Сьоiтi Саката 1956-1958 рокiв для пояснення вла-
стивостей каонiв спиралася на те, що складовими частинами адронiв
є нуклони, лямбда-барiони та їх античастинки.

В 1961 роцi Мюррей Гелл-Манн та Юваль Неєман незалежно за-
пропонували схему класифiкацiї адронних станiв, що отримала назву
Вiсiмковий шлях та була заснована на 𝑆𝑈(3) симетрiї [25–27].

В 1964 роцi для пояснення великої кiлькостi адронiв Мюррей Гелл-
Манн та Джорд Цвейг запропонували кваркову модель адронiв [28–
31]. У рамках цiєї моделi вони змогли систематизувати рiзноманiття
iснуючих адронiв на основi симетрiї групи 𝑆𝑈(3). В 1964 роцi автори
моделi вважали, що нуклони складаються з трьох ароматних квар-
кiв1 та їх античастинок. Запропоновану модель наукове товариство
зустрiло з запитанням: чи є кварки фiзичними частинками, або ж
вони просто математична абстракцiя, що дозволяє систематизувати
адрони?

В 1968 роцi експерименти на Стенфордському лiнiйному приско-
рювачi з глибоко-непружнього розсiяння лептонiв на протонах пока-
зали, що протон мiстить всерединi себе точкоподiбнi об’єкти. Це були
верхнi та нижнi кварки. Також опосередковано було доведено iснува-
ння дивних кваркiв.

У 1970 р. у роботi Шелдона Глешоу, Джона Iлiопулоса та Луча-
но Майанi [32] було запропоновано розширити кваркову модель шля-
хом введення четвертого кварка, що отримав назву чарiвного (англ.
charm, позначають як c-кварк). Це припущення ґрунтувалося на двох
мiркуваннях. По-перше, число чотири вiдповiдало кiлькостi вiдомих
на той час лептонiв — електрона, мюона та двох пов’язаних iз ними
нейтрино; по-друге, у межах кваркової моделi воно дозволило отри-
мати масовi формули, якi правильно вiдтворювали маси вiдомих ме-
зонiв.

1Верхнiй кварк (англ. up, позначають як u-кварк), нижнiй кварк (англ. down,
позначають як d-кварк) та дивний кварк (англ. strange, позначають як s-кварк).
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В 1973 роцi Макото Кобаяшi та Тошихiде Маскава запропонували
розширити кваркову модель до шести кваркiв [33], оскiльки це могло
пояснити факт порушення СР-симетрiї в електрослабких процесах,
що експериментально спостерiгався ще в 1964 роцi Джеймсом Кронi-
ном та Велом Фiтчем у дослiдах iз нейтральними каонами. Назва для
нових кваркiв була запропонована Хаiм Харарi в 1975 роцi [34].

В 1974 роцi було експериментально доведено iснування чарiвного
𝑐-кварку майже одночасно на прискорювачi в Брукхейвенi та на Стен-
фордському лiнiйному прискорювачi. Обидвi команди отримали ме-
зон, що складається з чарiвного кварка та чарiвного антикварка, але
назвали його по рiзному — 𝐽 та Ψ мезон. Пiзнiше цей мезон отримав
назву 𝐽/Ψ мезону. Вiдкриття чарiвного кварку остаточно переконало
наукову спiльноту в справедливостi кваркової моделi адронiв.

П’ятий кварк назвали нижнiм кварком третього поколiння, або b-
кварком (в англ. версiї – bottom або, ранiше, beauty). Шостий кварк
отримав назву верхнього кварка третього поколiння, або t-кварка (в
англ. версiї вiн має назву top або, ранiше, truth). Вони були вiдкритi
у Лабораторiї ФермiЛаб у 1977 та 1995 роках вiдповiдно.

Нарештi слiд вказати на подiї, якi призвели до створення Стан-
дартної моделi фiзики елементарних частинок.

В 1954 роцi Чженьнiн Янг та Роберт Мiлс представили до розгляду
неабелеву калiбрувальну теорiю взаємодiї нуклонiв у ядрi та запро-
понували принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi [35]. Всi
фiзичнi теорiї поля повиннi бути iнварiантними вiдносно локальних
калiбрувальних перетворень. Даний принцип фактично є механiзмом
введення в теорiю калiбрувальних полiв.

Як уже зазначалося, для того, щоб позбутися порушення унiтар-
ностi при високих енергiях, у теорiю Фермi потрiбно було ввести час-
тинку-носiй взаємодiї. Це мав бути масивний бозон калiбрувального
поля. Однак уведення масового доданку для калiбрувального поля
порушувало калiбрувальну iнварiантнiсть лагранжiана. В 1964 роцi
Роберт Браут, Франсуа Енглерт i незалежно Пiтер Хiггс, Джеральд
Гуральник, Карл Гаген та Том Кiббл запропонували механiзм, який
забезпечував введення маси калiбрувальних полiв завдяки спонтан-
ному порушенню симетрiї лагранжiана деякого скалярного поля (ме-
ханiзм Хiггса) [36–39]. У результатi спонтанного порушення симетрiї
мiнiмум енергiї скалярного поля реалiзовується при ненульовому ва-
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куумному середньому польової функцiї. Слiд вiдзначити, що запро-
понований механiзм базувався на попереднiх роботах з феноменологi-
чної теорiї надпровiдностi Гiнзбурга-Ландау [40], теорiї надпровiдно-
стi Бардiна-Купера-Шриффера-Боголюбова [41–43] та моделi Йоiтiро
Намбу [44,45] спонтанного порушення симетрiї в субатомнiй фiзицi.

Нарештi, наприкiнцi 1960-х рокiв Стiвен Вайнберг, Абдус Салам
та Шелдон Глешоу запропонували модель [46–48], що базується на
локальнiй калiбрувальнiй iнварiантностi лагранжiану вiдносно групи
𝑆𝑈(3)𝐶 × 𝑆𝑈(2)𝑊 × 𝑈(1)𝑌 , де 𝑆𝑈(3)𝐶 — кольорова група, що опи-
сує сильнi взаємодiї; 𝑆𝑈(2)𝑊 – група слабкого iзоспiну, 𝑈(1)𝑌 – група
слабкого гiперзаряду, а їх прямий добуток 𝑆𝑈(2)𝑊×𝑈(1)𝑌 описує еле-
ктрослабку взаємодiю. У запропонованiй моделi маси калiбрувальних
полiв з’являються в результатi спонтанного порушення симетрiї ска-
лярного поля Хiггса, що призводить до змiни симетрiї лагранжiана
вiд електрослабкої 𝑆𝑈(2)𝑊 × 𝑈(1)𝑌 до електромагнiтної 𝑈(1)𝑒𝑚.

Вже в 1973 роцi експериментально було доведено iснування ней-
тральних струмiв [49, 50], що обумовленi 𝑍-бозонами та передбачаю-
ться СМ. Цей факт призвiв до того, що вже в 1979 роцi С. Вайнберг,
А. Салам та Ш. Глешоу отримали Нобелiвську премiю. Вiдзначимо,
що безпосередньо 𝑍- та 𝑊±-бозони, як окремi частинки, були експе-
риментально вiдкритi лише у 1983 роцi в ЦЕРНi.

В 1975 роцi колаборацiя пiд керiвництвом Мартiна Перла експери-
ментально зареєструвала нову частинку, що була копiєю електрона,
але важча за нього та за мюон [51]. Частинку назвали тау-лептоном,
що походить вiд скорочення грецького слова "трiтоv" й означає "тре-
тiй". Тодi у третього лептона повинен iснувати iзотопiчний партнер
тау-нейтрино, який i був експериментально вiдкритий в 2000 роцi в
Лабораторiї Фермiлаб у експериментi DONUT [52]. Нарештi, у 2012
роцi на Великому Адронному Колайдерi було експериментально пiд-
тверджено iснування бозона Хiггса.

Таким чином до СМ входять три поколiння лептонiв: (𝑒, 𝜈𝑒), (𝜇, 𝜈𝜇)
та (𝜏, 𝜈𝜏 ) вiдповiдно; три поколiння кваркiв (𝑢, 𝑑), (𝑐, 𝑠) та (𝑡, 𝑏); бозон
Хiггса та калiбрувальнi поля — фотони (носiї електромагнiтної вза-
ємодiї), векторнi 𝑊± та 𝑍 бозони (забезпечують слабку взаємодiю)
та глюони (забезпечують сильну взаємодiю). На сьогоднiшнiй день
iснування всiх частинок СМ пiдтверджено експериментально.

Як виявилося, запропонована модель, що отримала назву Стан-
дартної Моделi фiзики елементарних частинок (СМ), найкращим чи-
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ном описує електромагнiтнi, слабкi та сильнi взаємодiї елементарних
частинок. СМ вдало витримала перевiрку великою кiлькiстю високо-
точних експериментiв за участю елементарних частинок до енергети-
чних масштабiв ∼ 100 ГеВ (а для окремих процесiв i до декiлькох ТеВ)
та добре узгоджується з космологiчними спостережуваними даними.

Згiдно зi СМ, нейтрино є безмасовими частинками та мають лише
лiву спiральнiсть. Сучаснi експерименти з розпаду 𝑍-бозона справдi
доводять, що iснує лише три типи, або аромати, нейтрино (бiльш то-
чно, їх кiлькiсть 𝑁𝜈 = 2.985 ± 0.009), звичайно, за умови, що їх маса
𝑚 < 𝑀𝑍/2 [53].

Однак, як виявилося пiзнiше, СМ не повною мiрою описує фiзику
нейтрино. В 1998 роцi на конференцiї "Нейтрино-98"в Японiї учасни-
ки експерименту Super-Kamiokande заявили про спостереження зале-
жностi потоку мюонних (атмосферних) нейтрино вiд азимутального
кута [54]. Їх данi давали пiдстави вважати, що кiлькiсть нейтрино да-
ного аромату залежить вiд вiдстанi, яку вони пройшли. А це означало,
що нейтрино мають масу та можуть самовiльно переходити з одного
аромату в iнший (осцилювати). Навiть бiльше, подальшi безпосере-
днi спостереження кiлькостi електронних антинейтрино вiд реактора
на вiдстанях близько 100 км показали їх недостачу порiвняно з тео-
ретичними передбаченнями (експеримент KamLAND). Це остаточно
довело наявнiсть осциляцiй, а значить, i масивнiсть нейтрино. Вияви-
лося, що нейтрино мають надзвичайно малу масу порiвняно з iншими
масивними частинками в СМ. Сучасне обмеження на сумарну масу
всiх ароматних нейтрино становить 𝑚𝑒+𝑚𝜇+𝑚𝜏 < (0.17−2.0) еВ [53].
Проблема ж полягає в тому, що в СМ описує нейтрино як строго без-
масовi частинки.

Iснує також ряд iнших проблем (темна матерiя, барiонна асиметрiя
Всесвiту тощо), якi дають пiдставу стверджувати, що СМ не є завер-
шеною теорiєю i потребує модифiкацiї. Iснують рiзнi варiанти, як це
зробити, однак поки жодному з них не можна надати перевагу. Потрi-
бнi додатковi експерименти. Можливо, результати подальших експе-
риментiв на Великому Адронному Колайдерi, прискорювачах нового
поколiння та астрофiзичнi спостереження проявiв темної матерiї да-
дуть можливiсть вiдповiсти на деякi з поставлених запитань.
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РОЗДIЛ 2

Принцип локальної калiбрувальної
iнварiантностi

Вступ

Як вже зазначалося в Роздiлi 1, iсторично при описi процесiв слаб-
кої взаємодiї на прикладi 𝛽-розпаду в рамках ефективної теорiї Фермi
вiдповiдний лагранжiан взаємодiї (1.15) призводить до нефiзичних на-
слiдкiв при описi взаємодiї при великих енергiях. З теоретичної точки
зору проблему можна вирiшити припустивши iснування масивного за-
рядженого векторного поля, що є переносником слабкої взаємодiї (по-
ле 𝑊±-бозонiв). Припущення про те, нове електрично заряджене ве-
кторне поле має взаємодiяти з електромагнiтним полем так само як i в
квантовiй електродинамицi 𝜕𝜇𝑊+

𝜈 → 𝐷𝜇𝑊
+
𝜈 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝑊+

𝜈 вияви-
лося хибним i призводить до нефiзичних наслiдкiв, див. детальнiше
Роздiл 4.7. Оскiльки квантова електродинамiка базується на iнварi-
антностi лагранжiана вiдносно перетворень групи 𝑈(1), то виникло
припущення про необхiднiсть шукати лагранжiан слабкої взаємодiї,
що буде iнварiантним вiдносно iншої групи симетрiї. Виявилося, що
процедуру введення взаємодiй у випадку лагранжiану з iншою групою
симетрiї надає так званий принцип локальної калiбрувальної iнварi-
антностi.

У квантовiй теорiї поля наявнiсть iнварiантностi лагранжiана вiд-
носно групових перетворень полiв призводить до значних фiзичних
наслiдкiв та результатiв.

Iнварiантнiсть лагранжiана вiдносно глобальних (однакових у будь-
якiй точцi простору) перетворень певної групи призводить, згiдно з
теоремою Ньотер, до iснування динамiчних iнварiантiв, тобто вели-
чин, комбiнацiй польових функцiй та їх похiдних, що зберiгаються
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в часi. Так, наприклад, iнварiантнiсть лагранжiана вiдносно перетво-
рень трансляцiй призводить до збереження енергiї-iмпульсу в системi;
iнварiантнiсть лагранжiана вiдносно поворотiв – до збереження мо-
менту iмпульсу системи, а iнварiантнiсть вiдносно перетворень групи
𝑈(1) призводить до збереження заряду в системi i т.д.

Однак, наявна в певнiй системi iнварiантнiсть вiдносно одночасних
та однакових перетворень для рiзних точок простору, навiть тих, що
не пов’язанi мiж собою причинно-наслiдковим зв’язком, виглядає як
формальна, математично обумовлена симетрiя. У цьому розумiннi хо-
тiлося б вимагати, щоб фiзична система мала також iнварiантнiсть
вiдносно перетворень, параметри яких можуть бути рiзними в рiзних
точках простору. Такi перетворення називають локальними, а iнварi-
антнiсть лагранжiана вiдносно них вимагатиме введення в теорiю ка-
лiбрувальних полiв, якi, фактично, будуть описувати взаємодiю мiж
частинками моделi. Розгляду локальних перетворень i буде присвяче-
но даний роздiл.
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2.1 Група 𝑈(1)

Лагранжiан вiльного спiнорного поля

ℒ = 𝜓(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓 (2.1)

є iнварiантним вiдносно глобальних перетворень групи1 𝑈(1):

𝜓 → 𝜓′ = 𝑒−𝑖𝛼𝜓, вiдповiдно 𝜓 → 𝜓 ′ = 𝑒𝑖𝛼𝜓, (2.2)

де 𝛼 — довiльна дiйсна константа; 𝜓 = 𝜓+𝛾0 — дiраковськи-спряжена
фермiонна функцiя. Iнварiантнiсть забезпечується завдяки тому, що
множник 𝑒𝑖𝛼 можна перенести через усi доданки лагранжiана з пра-
вого боку в лiвий

ℒ′ = 𝜓′(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓′ = 𝜓𝑒𝑖𝛼(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝑒−𝑖𝛼𝜓 =

= 𝜓𝑒𝑖𝛼𝑒−𝑖𝛼(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓 = ℒ. (2.3)

Одночасна змiна фази фермiонної функцiї на одне й те саме значе-
ння в усьому просторi (Всесвiтi) з фiзичної точки зору є некоректною
процедурою. Справдi, яким чином можна забезпечити одночасну змi-
ну фази у вiддалених дiлянках Всесвiту, що не пов’язанi мiж собою
причинно-наслiдковим зв’язком? Бiльш фiзичною здається ситуацiя,
коли фаза фермiонної функцiї може змiнюватися неперервно, але по-
рiзному в кожнiй точцi простору, тобто 𝛼 = 𝛼(𝑥). У цьому випадку
говорять про iнварiантнiсть лагранжiана вiдносно локальних перетво-
рень.

Легко помiтити, що у випадку, коли 𝛼 = 𝛼(𝑥), iнварiантнiсть ла-
гранжiана (2.1) вiдносно перетворень (2.2) порушується:

ℒ′ = 𝜓𝑒𝑖𝛼(𝑥)(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜓 =

= 𝜓𝑒𝑖𝛼(𝑥)[𝑖𝛾𝜇(𝑒−𝑖𝛼(𝑥)(−𝑖)𝜕𝜇𝛼(𝑥)𝜓 + 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜕𝜇𝜓)−𝑚𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜓] =

= 𝜓(𝑖𝛾𝜇(𝜕𝜇 − 𝑖𝜕𝜇𝛼)−𝑚)𝜓 ̸= ℒ. (2.4)

1Група 𝑈(1) може бути реалiзована як сукупнiсть комплексних чисел, що по
модулю дорiвнюють одиницi. Тобто її елементи можна представити у виглядi 𝑔 =
𝑒−𝑖𝛼, де 𝛼 довiльна дiйсна константа.
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Розглянемо тепер фiзичну систему, в якiй iснує фермiонне (на-
приклад, електрон-позитронне) поле, що взаємодiє iз безмасовим ве-
кторним (наприклад, електромагнiтним) полем 𝐴𝜇. У цьому випадку
лагранжiан системи має вигляд1

ℒ = 𝜓(𝑖𝛾𝜇(𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)−𝑚)𝜓 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (2.5)

де взаємодiя враховується шляхом подовження похiдної 𝜕𝜇 → 𝜕𝜇 −
𝑖𝑒𝐴𝜇, 𝑒 — константа зв’язку (електричний заряд фермiона), а останнiй
доданок є лагранжiаном вiльного безмасового векторного поля, в яко-
му 𝐹𝜇𝜈 є антисиметричним тензором Максвелла: 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇.

Корисно зазначити, що лагранжiан (2.5) можна записати у виглядi

ℒ = 𝜓(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 + 𝑒𝜓𝛾𝜇𝜓𝐴𝜇, (2.6)

явно видiливши лагранжiани вiльних фермiонного та векторного по-
лiв, а також доданок їх взаємодiї.

Легко показати, що лагранжiан (2.5) є iнварiантним вiдносно гло-
бальних перетворень (2.2). З’ясуємо, чи збереже вiн iнварiантнiсть
вiдносно локальних перетворень

𝜓 → 𝜓′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜓, 𝜓 → 𝜓 ′ = 𝑒+𝑖𝛼(𝑥)𝜓, 𝐴𝜇 → 𝐴′
𝜇, (2.7)

де 𝐴′
𝜇 поки невiдома функцiя. Отримаємо

ℒ′ = 𝜓′(𝑖𝛾𝜇(𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴′
𝜇)−𝑚)𝜓′ − 1

4
𝐹 ′

𝜇𝜈𝐹
′𝜇𝜈 =

= Ψ̄(𝑖𝛾𝜇(𝜕𝜇 − 𝑖𝜕𝜇𝛼− 𝑖𝑒𝐴′
𝜇)−𝑚)𝜓 − 1

4
𝐹 ′

𝜇𝜈𝐹
′𝜇𝜈 =

= Ψ̄

(︂
𝑖𝛾𝜇

{︂
𝜕𝜇 − 𝑖𝑒

(︂
𝐴′
𝜇 +

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼

)︂}︂
−𝑚

)︂
𝜓 − 1

4
𝐹 ′

𝜇𝜈𝐹
′𝜇𝜈 . (2.8)

Як бачимо, лагранжiан (2.5) буде iнварiантним до перетворень (2.7)
лише за умови, якщо векторне поле при локальних перетвореннях
змiнюватиметься як

𝐴𝜇 → 𝐴′
𝜇 = 𝐴𝜇 −

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼. (2.9)

1Iснує певна невизначенiсть у знацi при подовженнi похiдної 𝜕𝜇 → 𝜕𝜇 + 𝑖𝜂𝑒𝐴𝜇,
𝜂 = ±1. Iснує домовленiсть, що значення 𝜂 визначається виглядом калiбрувально-
го перетворення 𝜓 → 𝜓′ = 𝑒𝑖𝜂𝛼.
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При таких перетвореннях вiльна частина лагранжiана векторного по-
ля, очевидно, не змiниться

𝐹 ′
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇

(︂
𝐴𝜈 −

1

𝑒
𝜕𝜈𝛼

)︂
− 𝜕𝜈

(︂
𝐴𝜇 −

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼

)︂
= 𝐹𝜇𝜈 . (2.10)

Чи можемо ми вимагати одночасно з перетвореннями фермiонного
поля (2.7) перетворень (2.9) для векторного поля? Вiдповiдь — так,
бо перетворення (2.9) є нiщо iнше як калiбрувальне перетворення ве-
кторного поля, що не змiнює значень напруженостей електричного
(𝐸⃗) та магнiтного полiв (𝐻⃗). Вiдповiдно, перетворення (2.7), (2.9) мо-
жна називати калiбрувальними перетвореннями.

Отже, лагранжiан системи взаємодiючих електрон-позитронного
та електромагнiтного полiв (2.5) є iнварiантним вiдносно локальних
калiбрувальних перетворень

𝜓 → 𝜓′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜓, 𝜓 → 𝜓 ′ = 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝜓, 𝐴𝜇 → 𝐴′
𝜇 = 𝐴𝜇 −

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼(𝑥).

(2.11)
Порiвняно з випадком вiльного фермiонного поля iнварiантнiсть лагран-
жiана (2.5) до локальних калiбрувальних перетворень стала можливою
винятково завдяки наявностi в системi калiбрувального поля 𝐴𝜇.

Комбiнацiю 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇 називають подовженою похiдною 𝐷𝜇:

𝐷𝜇𝜓 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝜓. (2.12)

Оскiльки дiя подовженою похiдної 𝐷𝜇 на 𝜓′ є тотожною дiї 𝜕𝜇:

(𝐷𝜇𝜓)
′ = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴′

𝜇)𝜓
′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)(𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝜓 = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝐷𝜇𝜓, (2.13)

то iнварiантнiсть кiнетичної частини лагранжiана вiдносно локальних
калiбрувальних перетворень є очевидною.

Повнiстю аналогiчнi результати можна отримати i в теорiї компле-
ксного скалярного поля. Лагранжiан вiльного коплексного скалярно-
го поля

ℒ = 𝜕𝜇𝜑*𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑*𝜑− 𝜆(𝜑*𝜑)2 (2.14)

не є iнварiнтним вiдносно локальних калiбрувальних перетворень. Ви-
магаючи його локальну калiбрувальну iнварiантнiсть ми прийдемо до
лагранжiану

ℒ = (𝐷𝜇𝜑)*𝐷𝜇𝜑−𝑚2𝜑*𝜑− 𝜆(𝜑*𝜑)2 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (2.15)
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де подовжена похiдна 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇 визначається аналогiчно до
(2.12), а лагранжiан є iнварiантним до перетворень

𝜑→ 𝜑′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜑, 𝜑* → 𝜑*′ = 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝜑*, 𝐴𝜇 → 𝐴′
𝜇 = 𝐴𝜇 −

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼(𝑥).

(2.16)
Лагранжiан (2.15) також можна записати у виглядi

ℒ = 𝜕𝜇𝜑*𝜕𝜇𝜑−𝑚2𝜑*𝜑− 𝜆(𝜑*𝜑)2 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+

+ 𝑖𝑒(𝜑*𝜕𝜇𝜑− 𝜑𝜕𝜇𝜑*)𝐴𝜇 + 𝑒2𝐴𝜇𝐴𝜇𝜑
*𝜑, (2.17)

явно видiливши лагранжiани вiльних скалярного та векторного полiв,
а також доданки їх взаємодiї.

З 1954 року, пiсля роботи Чженьнiна Янга та Роберта Мiлса [35],
у фiзицi з’явився принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi,
згiдно з яким лагранжiан фiзичної теорiї повинен бути iнварiантним
вiдносно локальних калiбрувальних перетворень.

Згiдно з цим принципом, лагранжiан (2.1) не є фiзичним, отже,
у природi дiраковськi фермiоннi поля не можуть iснувати окремо у
вiльному станi, а лише у взаємодiї з вiдповiдним векторним калiбру-
вальним полем (2.5).

Фактично, цей принцип визначив процедуру введення в теорiю
нових калiбрувальних полiв та опису їх взаємодiї з полями матерiї.
Оскiльки у випадку, коли лагранжiан не є iнварiантним вiдносно ло-
кальних калiбрувальних перетворень, потрiбно "руками" вводити в
теорiю додатковi компенсуючi калiбрувальнi поля.

Щойно ми розглянули найпростiший випадок iнварiантностi вiд-
носно локальних калiбрувальних перетворень групи 𝑈(1). У цьому
випадку компенсуючим є безмасове векторне поле. Безмасовiсть калi-
брувального поля вимагається у зв’язку з тим, що масивний доданок
векторного поля в лагранжiанi ∼ 𝑚2

𝑣𝐴𝜇𝐴
𝜇 не є iнварiантним вiдносно

перетворень (2.11).
У подальшому ми розглянемо iнварiантнiсть лагранжiана стосовно

локальних калiбрувальних перетворень вiдносно груп вiдмiнних вiд
𝑈(1) та з’ясуємо, до появи яких калiбрувальних полiв це призведе.
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2.2 Теоретико-груповий пiдхiд для опису
калiбрувальної iнварiантностi.
Фундаментальне представлення

Звернемося тепер до розгляду теоретико-групового пiдходу iнварi-
антностi лагранжiана вiдносно калiбрувальних перетворень неабеле-
вих груп та введення калiбрувальних полiв у загальному випадку.

Як уже зазначалося, загальна процедура полягає в тому, що спо-
чатку слiд указати, яку глобальну симетрiю має лагранжiан, а потiм,
вимагаючи iнварiантнiсть лагранжiана вiдносно локальної симетрiї,
потрiбно ввести калiбрувальнi компенсуючi поля.

Iнварiантнiсть вiдносно глобальних перетворень
Глобальнi симетрiї можна охарактеризувати за допомогою певної

групи. Якщо лагранжiан має певну глобальну симетрiю, то вiн є iн-
варiантним вiдносно вiдповiдних перетворень полiв.

У якостi прикладу найпростiшого лагранжiана, що має неабелеву
симетрiю, можна навести лагранжiан, що складається з 𝑁 компле-
ксних скалярних полiв 𝜙𝑖 (𝑖 = 1...𝑁):

ℒ = 𝜕𝜇𝜙*
𝑖 𝜕𝜇𝜙𝑖 −𝑚2𝜙*

𝑖𝜙𝑖 − 𝜆(𝜙*
𝑖𝜙𝑖)

2. (2.18)

Якщо скалярнi поля формально об’єднати у вектор-стовпчик

𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜙1

𝜙2

...
𝜙𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ , 𝜙+ = (𝜙*)𝑇 = (𝜙*
1, 𝜙

*
2, . . . , 𝜙

*
𝑁 ) , (2.19)

то лагранжiан (2.18) запишеться в компактному виглядi

ℒ = 𝜕𝜇𝜙+𝜕𝜇𝜙−𝑚2𝜙+𝜙− 𝜆(𝜙+𝜙)2 (2.20)

i буде iнварiантним вiдносно глобальних перетворень за фундамен-
тальним представленням групи 𝑈(𝑁), якi за означенням записую-
ться як

𝜙→ 𝜙′ = 𝑤𝜙, 𝜙+ → (𝜙′)+ = 𝜙+𝑤+, (2.21)

де 𝑤 – довiльна унiтарна матриця розмiрностi 𝑁 ×𝑁 , чиї елементи є
постiйними величинами 𝑤 ̸= 𝑤(𝑥). Як бачимо, поле 𝜙 перетворюється
за фундаментальним представленням групи 𝑈(𝑁), а поле 𝜙+ – за
спряженим до фундаментального представленням групи 𝑈(𝑁).
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У випадку перетворень (2.21) матимемо

ℒ→ℒ′=𝜕𝜇𝜙+(𝑤+𝑤)𝜕𝜇𝜙−𝑚2𝜙+(𝑤+𝑤)𝜙−𝜆(𝜙+(𝑤+𝑤)𝜙)2 ≡ ℒ. (2.22)

Отже, лагранжiан (2.20) має симетрiю групи 𝑈(𝑁), чиїми елементами
виступає сукупнiсть унiтарних матриць розмiрностi 𝑁 ×𝑁 .

Вiзьмемо детермiнант з лiвої та правої частини умови унiтарно-
стi 𝑈𝑈+ = 1 для групи 𝑈(𝑁), використавши властивiсть: 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) =
𝑑𝑒𝑡(𝐴)𝑑𝑒𝑡(𝐵). Отримаємо 𝑑𝑒𝑡𝑈𝑑𝑒𝑡𝑈+ = |𝑑𝑒𝑡𝑈 |2 = 1, отже, |𝑑𝑒𝑡𝑈 | = 1
та 𝑑𝑒𝑡𝑈 = 𝑒𝑖𝛼, де 𝛼 — довiльне дiйсне число. Таким чином, групу
𝑈(𝑁) можна представити як прямий добуток груп 𝑆𝑈(𝑁) та 𝑈(1).

В Стандартнiй моделi групi 𝑈(1) вiдповiдає калiбрувальне поле
електромагнiтного типу, а, наприклад, групi 𝑆𝑈(2) — калiбруваль-
не поле типу Янга-Мiлса. Саме тому розглядають окремо симетрiї
вiдносно груп 𝑈(1) та 𝑆𝑈(𝑁) замiсть симетрiї вiдносно групи 𝑈(𝑁).
Можна також сказати, що лагранжiан (2.20) має симетрiю вiдносно
групи 𝑈(1)× 𝑆𝑈(𝑁).

Бiльш формально, група Лi 𝑈(𝑁) не є простою групою, вiдповiдно,
згiдно з (D1.18), її можна представити через прямий добуток простих
груп Лi 𝑈(𝑁) = 𝑈(1)× 𝑆𝑈(𝑁). Отже, у перетвореннях (2.21) замiсть
матрицi 𝑤, слiд писати 𝑤 → 𝑒𝑖𝛼𝜔, де 𝜔 — довiльна унiтарна матриця
розмiрностi 𝑁 × 𝑁 iз одиничним детермiнантом (𝜔 ∈ 𝑆𝑈(𝑁)), 𝛼 –
довiльна дiйсна константа.

Iнварiантнiсть вiдносно локальних перетворень, що опи-
суються простою компактною групою Лi

У даному роздiлi ми розглянемо iнварiантнiсть вiдносно локальних
калiбрувальних перетворень для лагранжiана iз симетрiєю, що опису-
ється в загальному випадку деякою компактною неабелевою групою
Лi, використовуючи загальний теоретико-груповий пiдхiд1. Зазначи-
мо, що довiльну компактну групу Лi (див. (D1.17), (D1.18)) можна
представити у виглядi прямого добутку деякої кiлькостi груп 𝑈(1) та
простих груп Лi.

Для початку розглянемо локальнi калiбрувальнi перетворення вiд-
носно простої компактної групи Лi. У якостi прикладу розглянемо ла-
гранжiан (2.20) з полем 𝜙, що перетворюється за фундаментальним
представленням групи 𝑆𝑈(𝑁):

1В Додатку 2, на прикладi групи 𝑆𝑈(2) наведений альтернативний, так званий
iнфiнiтезимальний пiдхiд до розгляду цього питання. Однак зазначений пiдхiд є
досить громiздким та незручним.
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𝜙→ 𝜙′ = 𝑤𝜙, 𝑤 = 𝑤(𝑥) ∈ 𝑆𝑈(𝑁). (2.23)

Потенцiальнi доданки лагранжiана (2.20) залишаються незмiнни-
ми при перетвореннях (2.23), а кiнетичнi змiнюються. Справдi,

𝜕𝜇𝜙→ 𝜕𝜇𝜙
′ = 𝜕𝜇(𝑤𝜙) = 𝑤𝜕𝜇𝜙+ 𝜕𝜇𝑤 · 𝜙. (2.24)

Щоб отримати лагранжiан, iнварiантний вiдносно локальних ка-
лiбрувальних перетворень, нам потрiбно таким чином модифiкувати
похiдну 𝜕𝜇𝜙→ 𝐷𝜇𝜙 таким чином, щоб вона перетворювалася так са-
мо, як i при глобальних калiбрувальних перетвореннях, тобто

(𝐷𝜇𝜙)
′ = 𝑤𝐷𝜇𝜙. (2.25)

Визначимо модифiковану (подовжену) похiдну найпростiшим спосо-
бом

𝐷𝜇𝜙 = 𝜕𝜇𝜙+𝐴𝜇𝜙, (2.26)

де 𝐴𝜇 — поки невiдоме поле1. Тодi

(𝐷𝜇𝜙)
′ = 𝜕𝜇𝜙

′ +𝐴′
𝜇𝜙

′ = /𝜙′ = 𝑤𝜙/ = 𝑤𝜕𝜇𝜙+ 𝜕𝜇𝑤 · 𝜙+𝐴′
𝜇𝑤𝜙 =

= /(2.25)/ = 𝑤𝜕𝜇𝜙+ 𝑤𝐴𝜇𝜙. (2.27)

Отже, отримаємо рiвняння, що визначає закон змiни поля 𝐴𝜇 при
локальних калiбрувальних перетвореннях

𝜕𝜇𝑤 +𝐴′
𝜇𝑤 = 𝑤𝐴𝜇. (2.28)

Домноживши його з правого боку на 𝑤−1, отримаємо

𝐴′
𝜇 = 𝑤𝐴𝜇𝑤

−1 − 𝜕𝜇𝑤 · 𝑤−1. (2.29)

Взявши похiдну вiд 𝑤𝑤−1 = 1, отримаємо спiввiдношення 𝜕𝜇𝑤 ·𝑤−1+
𝑤𝜕𝜇𝑤

−1 = 0, за допомогою якого остаточно запишемо закон перетво-
рення поля 𝐴𝜇:

𝐴′
𝜇 = 𝑤𝐴𝜇𝑤

−1 + 𝑤𝜕𝜇𝑤
−1 = 𝑤(𝐴𝜇 + 𝜕𝜇)𝑤

−1. (2.30)

Слiд вiдзначити, що в неабелевих теорiях у випадку глобальних ка-
лiбрувальних перетворень компоненти калiбрувального поля 𝐴𝜇 змi-
нюються нетривiальним чином: 𝐴′

𝜇 = 𝑤𝐴𝜇𝑤
−1 (перетворюються за

1Оскiльки добуток 𝐴𝜇𝜙 повинен становити собою стовпчик з 𝑁 компонент, то
поле 𝐴𝜇 повинно мати матричну структуру розмiрностi 𝑁 ×𝑁 .
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приєднаним представленням вiдповiдної групи), а у випадку абеле-
вих теорiй — залишаються незмiнними (2.9).

Розглянемо структуру другого доданка виразу (2.30). Для просто-
ти, розглянемо iнфiнiтезимальнi перетворення 𝑤 = 1 + 𝑖𝜀(𝑥), де 𝜀(𝑥)
мала величина, що належить алгебрi Лi. Тодi

𝑤𝜕𝜇𝑤
−1 = (1 + 𝑖𝜀)𝜕𝜇(1− 𝑖𝜀) = −𝑖𝜕𝜇𝜀.

Отже, цей доданок належить алгебрi Лi. Вiдповiдно i перший доданок
𝑤𝐴𝜇𝑤

−1 має належати алгебрi Лi, що можливо лише за умови, коли
поле 𝐴𝜇 також належатиме алгебрi Лi1.

Отже, лагранжiан (2.20) буде iнварiантним як вiдносно локальних
перетворень функцiй поля матерiї (2.23), так i вiдносно калiбруваль-
них перетворень компенсуючого калiбрувального поля 𝐴𝜇 (2.30).

З’ясуємо, яким повинен бути лагранжiан вiльного калiбрувально-
го поля 𝐴𝜇 за умови, що вiн буде iнварiантним вiдносно перетворень
(2.30), буде подiбним до лагранжiана компенсуючого поля групи 𝑈(1)
(електромагнiтного поля) та переходитиме в нього у випадку калiбру-
вальної групи 𝑈(1). Нагадаємо, що лагранжiан вiльного калiбруваль-
ного поля групи 𝑈(1) має вигляд ℒ = − 1

4𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 , де 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈−𝜕𝜈𝐴𝜇

— тензор Максвелла.
Будемо очiкувати, що аналог тензора Максвелла для матричного

поля буде мiстити складовi 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇. Тодi i при глобальних калi-
брувальних перетвореннях вiн буде перетворюватися за приєднаним
представленням як 𝐹𝜇𝜈 → 𝐹 ′

𝜇𝜈 = 𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤
−1, 𝑤 ̸= 𝑤(𝑥). Будемо вимага-

ти, щоб цей тензор перетворювався за приєднаним представленням i
при локальних калiбрувальних перетвореннях.

Для тензора у виглядi 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 наша вимога виконува-
тися не буде. Справдi,

𝐹 ′
𝜇𝜈=𝜕𝜇𝐴

′
𝜈−𝜕𝜈𝐴′

𝜇 = 𝜕𝜇(𝑤𝐴𝜈𝑤
−1+𝑤𝜕𝜈𝑤

−1)−𝜕𝜈(𝑤𝐴𝜇𝑤−1+𝑤𝜕𝜇𝑤
−1)=

= 𝑤(𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)𝑤−1 + (𝜕𝜇𝑤𝐴𝜈𝑤
−1 − 𝜕𝜈𝑤𝐴𝜇𝑤−1)+

+ (𝑤𝐴𝜈𝜕𝜇𝑤
−1−𝑤𝐴𝜇𝜕𝜈𝑤−1)+ (𝜕𝜇𝑤𝜕𝜈𝑤

−1− 𝜕𝜈𝑤𝜕𝜇𝑤−1) ̸= 𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤
−1.
(2.31)

1Справдi, у випадку групи 𝑈(1) маємо 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇 (2.5), у випадку групи
𝑆𝑈(2) маємо 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖 𝑔

2

(︁
𝜏⃗ · 𝐵⃗𝜇

)︁
(D2.9). Як бачимо, похiдна модифiкується за

допомогою векторних полiв, що належать вiдповiднiй алгебрi Лi.
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Як бачимо, залишились доданки, що не мiстять похiдних вiд поля
𝐴𝜇, але мiстять похiднi вiд 𝑤. Вiдповiдно ми повиннi модифiкувати
тензор 𝐹𝜇𝜈 та додати до нього доданки, якi не мають похiдних вiд
польових функцiй, мiстять iндекси 𝜇, 𝜈 та є антисиметричними за їх
перестановкою.

Таким доданком є комутатор [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ]. При калiбрувальних пере-
твореннях вiн буде змiнюватися як
[𝐴′
𝜇, 𝐴

′
𝜈 ] = [𝑤𝐴𝜇𝑤

−1+𝑤𝜕𝜇𝑤
−1, 𝑤𝐴𝜈𝑤

−1+𝑤𝜕𝜈𝑤
−1] = 𝑤[𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ]𝑤

−1+

+ 𝑤𝜕𝜇𝑤
−1𝑤𝐴𝜈𝑤

−1 + 𝑤𝐴𝜇𝑤
−1𝑤𝜕𝜈𝑤

−1 − 𝑤𝜕𝜈𝑤−1𝑤𝐴𝜇𝑤
−1−

− 𝑤𝐴𝜈𝑤−1𝑤𝜕𝜇𝑤
−1 + 𝑤𝜕𝜇𝑤

−1𝑤𝜕𝜈𝑤
−1 − 𝑤𝜕𝜈𝑤−1𝑤𝜕𝜇𝑤

−1. (2.32)

Використовуючи (2.31), (2.32), можна переконатися, що 𝐹𝜇𝜈 у ви-
глядi

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ] (2.33)

при калiбрувальних перетвореннях перетворюється за приєднаним пред-
ставленням як

𝐹𝜇𝜈 → 𝐹 ′
𝜇𝜈 = 𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤

−1, (2.34)

незалежно вiд того, чи є цi калiбрувальнi перетворення глобальними,
чи локальними. Очевидно, що у випадку калiбрувальної групи 𝑈(1),
коли поле 𝐴𝜇 не має матричної структури, тензор 𝐹𝜇𝜈 (2.33) перехо-
дить у тензор Максвелла.

Корисно вiдзначити альтернативний пiдхiд, який базується на то-
му, що у випадку електродинамiки, або групи 𝑈(1), тензор Максвелла
виникає у виразi для комутатора подовжених похiдних, що дiють на
поле матерiї:

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]𝜙 = 𝐷𝜇(𝐷𝜈𝜙)−𝐷𝜈(𝐷𝜇𝜙) = /𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 +𝐴𝜇/ =

= (𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇)𝜙 = 𝐹𝜇𝜈𝜙. (2.35)

У випадку, коли лагранжiан є iнварiантним вiдносно неабелевої групи
симетрiї i поле 𝐴𝜇 є матричним полем, зазначений комутатор автома-
тично породжує узагальнений тензор Максвелла

[𝐷𝜇, 𝐷𝜈 ]𝜙 = (𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ])𝜙 = 𝐹𝜇𝜈𝜙. (2.36)

Отже, лагранжiан вiльного матричного калiбрувального поля 𝐴𝜇
iнварiантний до перетворень поля за приєднаним представленням мо-
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же бути записаний у виглядi ℒ𝒜 ∼ 𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 ], бо це скалярна ве-

личина, що iнварiантна по вiдношенню до групових перетвореннь1.
Справдi,

𝑇𝑟[𝐹 ′
𝜇𝜈𝐹

′𝜇𝜈 ]=𝑇𝑟[𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤
−1𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤−1]=𝑇𝑟[𝑤𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈𝑤−1]=𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 ],

де останнiй перехiд зобумовлений властивiстю операцiї згортки до ци-
клiчних перестановок. Коефiцiєнт пропорцiйностi ми визначимо пiзнi-
ше. Потрiбно тепер прояснити фiзичний змiст матричного поля.

Оскiльки матричне поле 𝐴𝜇 належить вiдповiднiй алгебрi Лi, то
його можна представити у виглядi

𝐴𝜇(𝑥) = −𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇(𝑥), (2.37)

де 𝑔 — певна константа (константа зв’язку), 𝑇 𝑎 — ермiтовi генератори
вiдповiдної групи Лi. Пiдсумовування за iндексом 𝑎 означає пiдсумо-
вування за всiма генераторами групи2. Для групи 𝑆𝑈(𝑁) отримаємо
𝑎 ∈ [1, 𝑁2 − 1]. Величини 𝐴𝑎𝜇 є дiйсними параметрами та, з фiзичної
точки зору, становлять собою 𝑁2 − 1 "звичайних" (не матричних)
нейтральних безмасових векторних полiв3.

Аналогiчно можна записати матричний тензор 𝐹𝜇𝜈 :

𝐹𝜇𝜈(𝑥) = −𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐹 𝑎𝜇𝜈(𝑥). (2.38)

Знайдемо явний вигляд 𝐹 𝑎𝜇𝜈 згiдно з визначенням (2.33):

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇 + [𝐴𝜇, 𝐴𝜈 ] = /(2.37)/ =

= −𝑖𝑔𝑇 𝑎𝜕𝜇𝐴𝑎𝜈 − (−𝑖𝑔)𝑇 𝑎𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + (−𝑖𝑔)2[𝑇 𝑐, 𝑇 𝑏]𝐴𝑐𝜇𝐴𝑏𝜈 = /(D1.7)/ =

= −𝑖𝑔𝑇 𝑎
[︀
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑐𝑏𝑎𝐴𝑐𝜇𝐴

𝑏
𝜈

]︀
. (2.39)

1Формально, такiй вимозi вiдповiдає i операцiя взяття детермiнанту, але її ре-
зультатом є добуток, а не сума матричних елементiв. Отже введення операцiї
детермiнанту однозначно призведе до проблем перенормовностi взаємодiї, див.
Вступ до Роздiлу 7.

2У формулi (2.37) та в подальшому не потрiбно при пiдсумовуваннi по груповим
iндексам один з iндексiв опускати, а iнший пiднiмати, бо вони не є лоренцевими
iндексами i до операцiй з ними не можна використовувати метричний тензор.

3У випадку наявностi маси 𝑚 у нейтрального векторного поля лагранжiан по-
винен мiстити доданок 𝑚2

2
𝐴𝑎

𝜇𝐴
𝜇,𝑎. Однак такий доданок не є iнварiантним вiдно-

сно локальних калiбрувальних перетворень i є забороненим.
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Отже, використавши властивiсть антисиметричностi структурних кон-
стант при перестановцi iндексiв (D1.11) та замiнивши 𝑏 ↔ 𝑐, отрима-
ємо елементи тензора у зручному для запам’ятовування виглядi

𝐹 𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈 . (2.40)

Повернемося до запису лагранжiана вiльного компенсуючого поля
𝐴𝜇, а саме до визначення множника пропорцiйностi у виразi ℒ𝒜 ∼
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ]. Покажемо, що правильний вираз має вигляд

ℒ𝒜 =
1

2𝑔2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ]. (2.41)

Для цього запишемо його через фiзичнi нейтральнi векторнi поля
(2.38)

ℒ𝒜 =
1

2𝑔2
(−𝑖𝑔)2𝑇𝑟[𝑇 𝑎𝑇 𝑏]𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈,𝑏 = /(D1.6)/ = −1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎, (2.42)

тобто, ми отримали лагранжiан вiльного компенсуючого поля як суму
лагранжiанiв (типу лагранжiанiв електромагнiтного поля) нейтраль-
них векторних полiв. Вiдзначимо також, що у випадку групи 𝑈(1),
коли 𝐹 𝑎𝜇𝜈 вiдповiдає тензору Максвелла, (2.42) вiдновлює вираз для
лагранжiана електромагнiтного поля. Зазначимо, що для слабких ка-
лiбрувальних полiв довiльної групи симетрiї, коли можна знехтувати
квадратичними доданками по полях у (2.40), тензор 𝐹 𝑎𝜇𝜈 дорiвнюва-
тиме тензору Максвелла.

Запишемо остаточно лагранжiан (2.20) у виглядi, що є iнварiан-
тним вiдносно локальних калiбрувальних перетворень певної компа-
ктної простої групи Лi:

ℒ = (𝐷𝜇𝜙)+𝐷𝜇𝜙−𝑚2𝜙+𝜙− 𝜆(𝜙+𝜙)2 +
1

2𝑔2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ] =

= ([𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎,𝜇]𝜙)+ [𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎
′
𝐴𝑎

′

𝜇 ]𝜙−

−𝑚2𝜙+𝜙− 𝜆(𝜙+𝜙)2 − 1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎. (2.43)

Звернемо увагу, що взаємодiя нейтральних векторних полiв 𝐴𝑎𝜇 з поля-
ми матерiї (скалярними полями) задається константою 𝑔, що є спiль-
ною для всiх векторних полiв, якi вiдповiдають певнiй калiбрувальнiй
симетрiї лагранжiана.
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У випадку, коли лагранжiан є iнварiантним вiдносно перетворень
групи 𝑆𝑈(2), генераторами групи є 𝑇 𝑎 = 𝜏𝑎/2, 𝑎 = 1, 2, 3, де 𝜏𝑎 —
матрицi Паулi, а структурнi константи 𝐶𝑎𝑏𝑐 є символами Левi-Чевiта
𝜖𝑎𝑏𝑐, див. Додаток 1. Вiдповiдну iнварiантнiсть будуть забезпечувати
три безмасових нейтральних векторних поля.

У випадку, коли лагранжiан є iнварiантним вiдносно перетворень
групи 𝑆𝑈(3), генераторами групи є 𝑇 𝑎 = 𝜆𝑎/2, 𝑎 = 1, .., 8, де 𝜆𝑎 — ма-
трицi Гелл-Манна, а структурнi константи 𝐶𝑎𝑏𝑐 = 𝑓𝑎𝑏𝑐 визначаються
виразом (D1.42), див. Додаток 1. Вiдповiдну iнварiантнiсть будуть за-
безпечувати вiсiм безмасових нейтральних векторних полiв.
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2.3 Теоретико-груповий пiдхiд для опису
калiбрувальної iнварiантностi.
Приєднане представлення

Розглянемо тепер принципи побудови лагранжiана, що буде ма-
ти симетрiю до перетворень полiв (𝜉) за приєднаним представленням
групи. Вiн може мiстити, наприклад, квадратичнi за полями додан-
ки типу ∼ 𝑇𝑟[𝜉𝜉]. Справдi, згiдно з означенням поля за приєднаним
представленням перетворюються як 𝜉 → 𝜉′ = 𝑔𝜉𝑔−1, вiдповiдно

𝑇𝑟[𝜉′𝜉′] = 𝑇𝑟[𝑔𝜉𝑔−1𝑔𝜉𝑔−1] = 𝑇𝑟[𝑔𝜉𝜉𝑔−1] = 𝑇𝑟[𝜉𝜉].

Якщо 𝑔 є елементом групи 𝑆𝑈(𝑁), то величина 𝜉 є матрицею 𝑁 ×𝑁
та належить алгебрi Лi. Отже

𝜉 =
∑︁
𝑎

𝑇 𝑎𝜉𝑎, 𝑎 ∈ 1, ..., 𝑁2 − 1, (2.44)

отже поле 𝜉 мiстить 𝑁2 − 1 фiзичних полiв.
Лагранжiан може також мiстити доданки зi взаємодiєю поля 𝜉 (мi-

стить 𝑁2−1 фiзичних полiв) з полем 𝜙, що перетворюється за фунда-
ментальним представленням та мiстить𝑁 фiзичних полiв, наприклад,

𝜙+𝜉𝜙→ (𝜙′)+𝜉′𝜙′ = 𝜙+(𝑔+𝑔)𝜉(𝑔−1𝑔)𝜙 = 𝜙+𝜉𝜙.

Iнварiантнiсть вiдносно глобальних перетворень
Для прикладу розглянемо лагранжiан взаємодiї скалярних полiв

ℒ = 𝜕𝜇𝜙+𝜕𝜇𝜙+
1

2
𝜕𝜇𝜉 𝜕𝜇𝜉 −𝑀2

𝜙 𝜙
+𝜙−

𝑀2
𝜉

2
𝜉 𝜉 − 𝜆𝜙+ 𝜏⃗ 𝜉

2
𝜙, (2.45)

що мiстить триплет дiйсного скалярного поля 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) та дво-
компонентний дублет 𝜙. Якщо ввести матричне поле 𝜉 = 𝜏⃗

2 𝜉, що на-
лежатиме алгебрi Лi1, де 𝜏⃗

2 — генератори групи 𝑆𝑈(2), то лагранжiан
(2.45), iз урахуванням (D1.6), запишеться у виглядi

ℒ = 𝜕𝜇𝜙+𝜕𝜇𝜙+ 𝑇𝑟[𝜕𝜇𝜉 𝜕𝜇𝜉]−𝑀2
𝜙 𝜙

+𝜙−𝑀2
𝜉 𝑇𝑟[𝜉𝜉]− 𝜆𝜙+𝜉𝜙, (2.46)

що є явно iнварiантним до перетворень 𝜉 → 𝜉′ = 𝑤𝜉𝑤−1, 𝜙→ 𝜙′ = 𝑤𝜙.
1З точнiстю до множника (−𝑖).
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Тепер, в якостi прикладу, розглянемо взаємодiю псевдоскалярних
полiв 𝜋-мезонiв з фермiонними полями нуклонiв. Лагранжiан матиме
вигляд1

ℒ = 𝑖Ψ̄𝛾𝜇𝜕𝜇Ψ+
1

2
𝜕𝜇𝜉 𝜕𝜇𝜉 −𝑀Ψ Ψ̄Ψ−

𝑀2
𝜉

2
𝜉 𝜉 −

√
2𝜆Ψ̄𝛾5

𝜏⃗ 𝜉

2
Ψ, (2.47)

де 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, 𝜉3) – три нейтральнi псевдоскалярнi поля однакової
маси, Ψ – iзотопiчний дублет протона та нейтрона

Ψ =

(︂
𝑝
𝑛

)︂
, Ψ̄ = (𝑝, 𝑛̄). (2.48)

Введемо матричне поле 𝜉 = 𝜏⃗
2 𝜉, що належатиме алгебрi Лi. Тодi ла-

гранжiан (2.47) можна записати у виглядi2

ℒ = 𝑖Ψ̄𝛾𝜇𝜕𝜇Ψ+𝑇𝑟[𝜕𝜇𝜉 𝜕𝜇𝜉]−𝑀Ψ Ψ̄Ψ−𝑀2
𝜉 𝑇𝑟[𝜉 𝜉]−

√
2𝜆Ψ̄𝛾5𝜉Ψ. (2.49)

Використавши явний вигляд матриць Паулi, отримаємо, див. (4.26),

𝜉 =
𝜏⃗ 𝜉

2
=

1√
2

(︃
𝜉3√
2

𝜉1−𝑖𝜉2√
2

𝜉1+𝑖𝜉2√
2

− 𝜉3√
2

)︃
=

1√
2

(︃
𝜋0
√
2

𝜋+

𝜋− − 𝜋0
√
2

)︃
. (2.50)

Комбiнацiї 𝜉
1−𝑖𝜉2√

2
, 𝜉3, 𝜉

1+𝑖𝜉2√
2

вiдповiдають iзотопiчному триплету псев-
доскалярних 𝜋+, 𝜋0 та 𝜋− мезонiв, див. додаток 1 у [56]. Тодi можемо
записати

Ψ̄𝛾5
𝜏⃗ 𝜉√
2
Ψ = 𝜋0 𝑝𝛾

5𝑝− 𝑛̄𝛾5𝑛√
2

+ 𝜋+𝑝𝛾5𝑛+ 𝜋−𝑛̄𝛾5𝑝 (2.51)

та лагранжiан (2.47) у виглядi фiзичних полiв

ℒ = 𝑖𝑝𝛾𝜇𝜕𝜇𝑝+ 𝑖𝑛̄𝛾𝜇𝜕𝜇𝑛−𝑀𝑁 (𝑝𝑝+ 𝑛̄𝑛)+

+
1

2
𝜕𝜇𝜋0 𝜕𝜇𝜋

0 − 𝑀2
𝜋

2
𝜋0𝜋0 + 𝜕𝜇𝜋+ 𝜕𝜇𝜋

− −𝑀2
𝜋𝜋

+𝜋−−

− 𝜆
(︂
𝜋0 𝑝𝛾

5𝑝− 𝑛̄𝛾5𝑛√
2

+ 𝜋+𝑝𝛾5𝑛+ 𝜋−𝑛̄𝛾5𝑝

)︂
. (2.52)

1Оскiльки поле пiонiв псевдоскалярне, то воно повинно взаємодiяти з iншим
псевдоскаляром 𝜓𝛾5𝜓, щоб їх добуток давав скалярний доданок в лагранжiанi.

2В лiтературi використовують два доданки взаємодiї: скалярну Ψ̄𝛾5𝜉Ψ та ве-
кторну Ψ̄𝛾5𝛾𝜇𝜕𝜇𝜉Ψ [55].
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Iнварiантнiсть вiдносно локальних перетворень
Розглянемо лагранжiан типу (2.46), а саме

ℒ = 𝑇𝑟[𝜕𝜇𝜉 𝜕𝜇𝜉]−𝑚2𝑇𝑟[𝜉𝜉], (2.53)

де поле 𝜉 є полем у простiй алгебрi Лi, тобто його можна подати у
виглядi 𝜉 = 𝑇 𝑎𝜉𝑎, де 𝑇 𝑎 — генератори вiдповiдної групи Лi, 𝜉𝑎 — ней-
тральнi скалярнi поля. Оскiльки поле належить алгебрi Лi, то при
групових перетвореннях воно перетворюється за приєднаним пред-
ставленням групи Лi. Очевидно, що наведений лагранжiан є явно iн-
варiантним вiдносно глобальних перетворень типу 𝜉 → 𝜉′ = 𝑤𝜉𝑤−1,
𝑤 ̸= 𝑤(𝑥).

Розглянемо локальну iнварiантнiсть лагранжiана (2.53), а саме
припустимо, що 𝑤 = 𝑤(𝑥). У цьому випадку потенцiальна частина
лагранжiана залишається незмiнною, а кiнетична частина явно втра-
чає iнварiантнiсть до перетворень.

У Роздiлi 2.1 ми з’ясували, що проблема локальної калiбрувальної
iнварiантностi вирiшується за допомогою введення безмасового ней-
трального калiбрувального векторного поля 𝐴𝜇, що перетворюється
за приєднаним представленням групи Лi, згiдно з (2.30), i визначає-
ться генераторами вiдповiдної групи Лi (2.37). Наше завдання зараз
— модифiкувати лагранжiан (2.53) таким чином, щоб його iнварiан-
тнiсть вiдносно локальних калiбрувальних перетворень поля

𝜉(𝑥)→ 𝜉′(𝑥) = 𝑤(𝑥)𝜉𝑤−1(𝑥) (2.54)

вiдновлювалася за допомогою того ж самого векторного поля 𝐴𝜇.
Щоб зробити це, потрiбно модифiкувати похiдну 𝜕𝜇 → D𝜇 таким

чином, щоб
D𝜇𝜉 → (D𝜇𝜉)

′ = 𝑤(D𝜇𝜉)𝑤
−1. (2.55)

Це дозволить зберегти iнварiантнiсть кiнетичної частини лагранжiана
𝑇𝑟[D𝜇𝜉D𝜇𝜉]→ 𝑇𝑟[𝑤D𝜇𝜉𝑤−1𝑤D𝜇𝜉𝑤

−1] = 𝑇𝑟[D𝜇𝜉D𝜇𝜉].
Легко переконатися, що умову (2.55) задовольняє подовжена по-

хiдна, записана за допомогою комутатора матричних полiв 𝐴𝜇 та 𝜉 у
виглядi (порiвняйте з (2.26)):

D𝜇𝜉 = 𝜕𝜇𝜉 + [𝐴𝜇, 𝜉]. (2.56)

Оскiльки поля 𝜉 та 𝐴𝜇 перетворюються за приєднаними представ-
леннями групи Лi, то подовжена похiдна (2.56) також буде належати
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алгебрi Лi, а отже, можна записати1:

D𝜇𝜉 = 𝑇 𝑎(D𝜇𝜉)
𝑎 = /𝜉 = 𝑇 𝑎𝜉𝑎, 𝐴𝜇 = −𝑖𝑔𝑇 𝑏𝐴𝑏𝜇/ =

= 𝑇 𝑎𝜕𝜇𝜉
𝑎 + (−𝑖𝑔)[𝑇 𝑏, 𝑇 𝑐]𝐴𝑏𝜇𝜉𝑐 = /(D1.7)/ =

= 𝑇 𝑎𝜕𝜇𝜉
𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑎𝐴𝑏𝜇𝜉

𝑐, (2.57)

тобто
(D𝜇𝜉)

𝑎 = 𝜕𝜇𝜉
𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝜉

𝑐. (2.58)

Вiдповiдно, лагранжiан, iнварiантний до локальних калiбруваль-
них перетворень за приєднаним представленням певної компактної
простої групи Лi, матиме вигляд:

ℒ = 𝑇𝑟[D𝜇𝜉D𝜇𝜉]−𝑚2𝑇𝑟[𝜉𝜉] +
1

2𝑔2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ] =

=
1

2
(D𝜇𝜉)

𝑎(D𝜇𝜉)𝑎 − 𝑚2

2
𝜉𝑎𝜉𝑎 − 1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎 = (2.59)

=
1

2
(𝜕𝜇𝜉

𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝜉
𝑐)(𝜕𝜇𝜉𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏

′𝑐′𝐴𝜇,𝑏
′
𝜉𝑐

′
)− 𝑚2

2
𝜉𝑎𝜉𝑎 − 1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎.

Як бачимо, навiть у випадку нейтральних полiв можна ввести їх взає-
модiю за допомогою калiбрувальних полiв. Корисно порiвняти даний
вираз iз виразом (2.43).

Для групи 𝑆𝑈(2) лагранжiан скалярного поля в приєднаному пред-
ставленнi описує iзотопiчний триплет скалярного поля з iзотопiчним
спiном 𝐼 = 1. Використавши (2.51) та (4.26), отримаємо

ℒ = 𝑇𝑟[D𝜇𝜉D𝜇𝜉]−𝑚2𝑇𝑟[𝜉𝜉] +
1

2𝑔2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ] =

=

(︂
𝜕𝜇𝜋0

√
2

+ 𝑖𝑔(𝜋+𝑊−,𝜇 − 𝜋−𝑊+,𝜇)

)︂(︂
𝜕𝜇𝜋

0

√
2

+ 𝑖𝑔(𝜋+𝑊−
𝜇 − 𝜋−𝑊+

𝜇 )

)︂
−

− (𝜋0)2

2
−𝑚2𝜋−𝜋+ +

1

2𝑔2
𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 ], (2.60)

де 𝑊±
𝜇 = (𝑉 1

𝜇 ∓ 𝑖𝑉 2
𝜇 )/
√
2 – заряджене векторне поле.

1У загальному записi матричних полiв 𝜉 та D𝜇𝜉 через генератори групи,
𝜉 = 𝑔′𝑇𝑎𝜉𝑎, D𝜇𝜉 = 𝑔′𝑇𝑎(D𝜇𝜉)𝑎, константу 𝑔′ треба покласти одиницi, оскiльки
її наявнiсть змiнiть кiнетичнi доданки фiзичних полiв до нестандартного вигляду
𝑔′2𝜕𝜇𝜉𝑎𝜕𝜇𝜉𝑎 або 𝑔′2(D𝜇𝜉)𝑎(D𝜇𝜉)𝑎. Даної константи можна позбутися перевизна-
ченням норми полiв 𝜉𝑎.
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2.4 Калiбрувальна iнварiантнiсть вiдносно
перетворень, що описуються непростою
компактною групою Лi

Може статися, що лагранжiан є iнварiантним вiдносно певної гру-
пи Лi, що є компактною, але не простою (саме така ситуацiя й реа-
лiзується в лагранжiанi Стандартної моделi). Тодi, згiдно з (D1.17),
(D1.18), дану групу Лi можна представити у виглядi прямого добу-
тку деякої кiлькостi груп 𝑈(1) та простих груп Лi. Iншими словами,
лагранжiан буде одночасно iнварiантним вiдносно декiлькох груп Лi.

У цьому випадку, згiдно теорiї груп Лi, див. Додаток 1, алгебра
непростої компактної групи Лi є прямою сумою алгебр простих ком-
пактних груп Лi. У матричному представленнi це буде вiдповiдати
блочно-дiагональнiй матрицi з розмiрнiстю, що є сумою розмiрностей
матриць, складових простих алгебр. Утворена таким чином матриця
буде дiяти на багатокомпонентний вектор польової функцiї. В резуль-
татi утворюється досить громiздка конструкцiя.

Значно зручнiше польовiй функцiї приписати окремi iндекси, що
будуть вiдповiдати симетрiї вiдносно однiєї з простих груп Лi. При
цьому в лагранжiан потрiбно включити вiдповiдну кiлькiсть компен-
суючих полiв, якi увiйдуть в означення подовженої похiдної зi своїми
певними константами зв’язку та будуть представленi в доданках, що
виражають вiльнi лагранжiани компенсуючих полiв.

Проiлюструємо сказане на прикладi. Вiзьмемо за основу лагран-
жiан (2.20). Припустимо, що вiн є iнварiантним вiдносно компактної
групи Лi 𝐺, яку можна представити через прямий добуток двох про-
стих компактних груп Лi 𝑆𝑈(𝑁𝐴) та 𝑆𝑈(𝑁𝐵), тобто 𝐺 = 𝑆𝑈(𝑁𝐴) ×
𝑆𝑈(𝑁𝐵). Нехай алгебра групи 𝑆𝑈(𝑁𝐴) задається генераторами 𝑇 𝑎,
𝑎 = 1, ..., 𝑁2

𝐴−1, а алгебра групи 𝑆𝑈(𝑁𝐵) задається генераторами 𝑇 𝑎̃,
𝑎̃ = 1, ..., 𝑁2

𝐵 − 1. У матричному представленнi генератори задаються
матрицями розмiрностями 𝑁𝐴 ×𝑁𝐴 та 𝑁𝐵 ×𝑁𝐵 вiдповiдно.

Будемо характеризувати польову функцiю 𝜙 лагранжiана (2.20)
двома груповими iндексами, тобто 𝜙 → 𝜙𝑖𝛼, перший з яких вiдповiд-
атиме групi 𝑆𝑈(𝑁𝐴) та змiнюватиметься в межах вiд 1 до 𝑁𝐴 (по-
значатимемо латинською лiтерою), другий — групi 𝑆𝑈(𝑁𝐵) та змiню-
ватиметься в межах вiд 1 до 𝑁𝐵 (позначатимемо грецькою лiтерою).
Щоб не заплутатися в позначеннях, ми явно будемо вказувати межi
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пiдсумовування за груповими iндексами.
Вiдповiдно, замiсть виразу (2.20), слiд записати

ℒ =

𝑁𝐴∑︁
𝑖=1

𝑁𝐵∑︁
𝛼=1

[︀
(𝜕𝜇𝜙)*𝑖𝛼(𝜕𝜇𝜙)𝑖𝛼 −𝑚2𝜙*

𝑖𝛼𝜙𝑖𝛼
]︀
− 𝜆

⎛⎝𝑁𝐴∑︁
𝑗=1

𝑁𝐵∑︁
𝛽=1

𝜙*
𝑗𝛽𝜙𝑗𝛽

⎞⎠2

,

(2.61)
де замiсть знака ермiтового спряження ми поставили знак компле-
ксного спряження, оскiльки явно вказано iндекси, за якими вiдбува-
ється пiдсумовування, i операцiя транспонування, що входить у виз-
начення операцiї ермiтового спряження, не потрiбна.

Уведемо матричнi калiбрувальнi поля, що вiдповiдатимуть групам
𝑆𝑈(𝑁𝐴) та 𝑆𝑈(𝑁𝐵) вiдповiдно:

(𝐴𝜇)𝑖𝑗 = −𝑖𝑔
𝑁2
𝐴−1∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝑖𝑗𝐴
𝑎
𝜇, 𝑖, 𝑗 = 1, ..., 𝑁𝐴 (2.62)

(𝐵𝜇)𝛼𝛽 = −𝑖𝑔
𝑁2
𝐵−1∑︁
𝑎̃=1

𝑇 𝑎̃𝛼𝛽𝐵
𝑎̃
𝜇, 𝛼, 𝛽 = 1, ..., 𝑁𝐵 (2.63)

де 𝑔 та 𝑔 — константи зв’язку для полiв калiбрувальних груп 𝑆𝑈(𝑁𝐴)
та 𝑆𝑈(𝑁𝐵) вiдповiдно.

Данi поля дiятимуть на польовi функцiї за правилом

(𝐴𝜇𝜙)𝑖𝛼 =

𝑁𝐴∑︁
𝑗=1

(𝐴𝜇)𝑖𝑗𝜙𝑗𝛼, (2.64)

(𝐵𝜇𝜙)𝑖𝛼 =

𝑁𝐵∑︁
𝛽=1

(𝐵𝜇)𝛼𝛽𝜙𝑖𝛽 . (2.65)

Тобто поле 𝐴𝜇 дiє лише на перший iндекс польової функцiї, а поле
𝐵𝜇 – на другий. У результатi дiї калiбрувальних полiв на польову
функцiю утворюється матриця з двома груповими iндексами, перший
iз яких вiдповiдає групi 𝑆𝑈(𝑁𝐴) та змiнюється в межах вiд 1 до 𝑁𝐴,
другий — групi 𝑆𝑈(𝑁𝐵) та змiнюється в межах вiд 1 до 𝑁𝐵 .

Уведемо подовжену похiдну за аналогiєю з (2.26), використавши
два калiбрувальнi поля:

𝐷𝜇𝜙 = 𝜕𝜇𝜙+𝐴𝜇𝜙+𝐵𝜇𝜙 = (𝜕𝜇 +𝐴𝜇 +𝐵𝜇)𝜙. (2.66)
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Розкриємо цей символiчний матричний запис:

(𝐷𝜇𝜙)𝑖𝛼 = 𝜕𝜇𝜙𝑖𝛼 +

𝑁𝐴∑︁
𝑗=1

(𝐴𝜇)𝑖𝑗𝜙𝑗𝛼 +

𝑁𝐵∑︁
𝛽=1

(𝐵𝜇)𝛼𝛽𝜙𝑖𝛽 . (2.67)

Якщо ми захочемо винести польову функцiю за дужки, потрiбно буде
записати

(𝐷𝜇𝜙)𝑖𝛼 =

𝑁𝐴∑︁
𝑘=1

𝑁𝐵∑︁
𝛾=1

(𝛿𝑖𝑘𝛿𝛼𝛾𝜕𝜇 + 𝛿𝛼𝛾(𝐴𝜇)𝑖𝑘 + 𝛿𝑘𝑖(𝐵𝜇)𝛼𝛾)𝜙𝑘𝛾 . (2.68)

Додавши калiбрувальнi поля, лагранжiан (2.61) слiд модифiкува-
ти до вигляду

ℒ =

𝑁𝐴∑︁
𝑖=1

𝑁𝐵∑︁
𝛼=1

[︀
(𝐷𝜇𝜙)*𝑖𝛼(𝐷𝜇𝜙)𝑖𝛼 −𝑚2𝜙*

𝑖𝛼𝜙𝑖𝛼
]︀
− 𝜆

⎛⎝𝑁𝐴∑︁
𝑗=1

𝑁𝐵∑︁
𝛽=1

𝜙*
𝑗𝛽𝜙𝑗𝛽

⎞⎠2

−

− 1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎 − 1

4
𝐹 𝑎̃𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈,𝑎̃. (2.69)

Величини 𝐹 𝑎𝜇𝜈 та 𝐹 𝑎̃𝜇𝜈 визначаються через поля 𝐴𝑎𝜇 та 𝐵𝑎̃𝜇 стандартним
чином, див. (2.40),

𝐹 𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈 , (2.70)

𝐹 𝑎̃𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐵
𝑎̃
𝜈 − 𝜕𝜈𝐵𝑎̃𝜇 + 𝑔𝐶 𝑎̃𝑏̃𝑐𝐵𝑏̃𝜇𝐵

𝑐
𝜈 , (2.71)

а 𝐶𝑐𝑏𝑎 та 𝐶𝑐𝑏̃𝑎̃ є структурними константами груп 𝑆𝑈(𝑁𝐴) та 𝑆𝑈(𝑁𝐵)
вiдповiдно.

Розглядаючи тему iнварiантностi вiдносно локальних калiбруваль-
них перетворень неабелевих груп симетрiї, ми використовували ла-
гранжiан скалярного поля, однак так само можна було б розглянути
дану тему i на прикладi лагранжiана фермiонного поля. Результат
виявився б iдентичним: похiдну потрiбно подовжувати як 𝜕𝜇 → 𝐷𝜇 =
𝜕𝜇+𝐴𝜇: матричне поле змiнюється при калiбрувальних перетвореннях
згiдно з (2.30), лагранжiан вiльного компенсуючого поля має вигляд
(2.41), де 𝐹𝜇𝜈 визначається як (2.33) та перетворюється згiдно з (2.34).
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2.5 Рiвняння руху та динамiчнi iнварiанти для
неабелевих теорiй

У якостi прикладу знайдемо рiвняння руху для полiв лагранжiана
(2.43). Щоб зробити це, проварiюємо дiю

𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥ℒ(𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
([𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝜇,𝑎]𝜙)+ [𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎

′
𝐴𝑎

′

𝜇 ]𝜙 −

−𝑚2𝜙+𝜙− 𝜆(𝜙+𝜙)2 − 1

4
𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐹 𝑎𝜇𝜈

]︂
(2.72)

за тими полями, для яких хочемо отримати рiвняння руху.

Рiвняння руху для вiльних калiбрувальних полiв
Для спрощення розглянемо спочатку лагранжiан вiльного калi-

брувального поля. У цьому випадку дiя має вигляд

𝑆𝐴 =

∫︁
𝑑4𝑥ℒ𝐴(𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
−1

4
𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐹 𝑎𝜇𝜈

]︂
(2.73)

та є функцiоналом векторного поля 𝑆𝐴 = 𝑆𝐴(𝐴, 𝜕𝐴). Знайдемо варiа-
цiю дiї за векторним полем, див. [57],

𝛿𝑆𝐴 = 𝑆𝐴(𝐴+ 𝛿𝐴, 𝜕(𝐴+ 𝛿𝐴))− 𝑆𝐴(𝐴, 𝜕𝐴) =

=

∫︁
𝑑4𝑥 𝛿ℒ𝐴(𝑥) =

∫︁
𝑑4𝑥

[︂
−1

4
𝛿𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐹 𝑎𝜇𝜈 −

1

4
𝐹𝜇𝜈,𝑎𝛿𝐹 𝑎𝜇𝜈

]︂
=

= −1

2

∫︁
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈,𝑎𝛿𝐹 𝑎𝜇𝜈 , (2.74)

де

𝛿𝐹 𝑎𝜇𝜈 = 𝛿
(︀
𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈

)︀
=

= 𝜕𝜇𝛿𝐴
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝛿𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝛿𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝛿𝐴

𝑐
𝜈 . (2.75)

Вiдповiдно, видiливши перший, третiй та другий, четвертий доданки,
отримаємо:

𝛿𝑆𝐴 = −1

2

∫︁
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈,𝑎(𝜕𝜇𝛿𝐴

𝑎
𝜈 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝛿𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈)−

− 1

2

∫︁
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈,𝑎(−𝜕𝜈𝛿𝐴𝑎𝜇 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝛿𝐴

𝑐
𝜈). (2.76)
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Врахувавши, що iндекси при пiдсумовуваннi можна перепозначи-
ти, а також антисиметрiю тензорiв 𝐹 𝑎𝜇𝜈 та 𝐶𝑎𝑏𝑐 (D1.11), отримуємо,
що другий рядок дорiвнюватиме першому:

− 𝐹𝜇𝜈,𝑎𝜕𝜈𝛿𝐴𝑎𝜇 = /𝜇↔ 𝜈/ = −𝐹 𝜈𝜇,𝑎𝜕𝜇𝛿𝐴𝑎𝜈 = 𝐹𝜇𝜈,𝑎𝜕𝜇𝛿𝐴
𝑎
𝜈 ,

𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝛿𝐴
𝑐
𝜈 = /𝑏↔ 𝑐, 𝜇↔ 𝜈/ = 𝐹 𝜈𝜇,𝑎𝐶𝑎𝑐𝑏𝐴𝑐𝜈𝛿𝐴

𝑏
𝜇 = 𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑐𝜈𝛿𝐴

𝑏
𝜇.

Отже, вираз для варiацiї дiї набуде вигляду

𝛿𝑆𝐴 = −
∫︁
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈,𝑎(𝜕𝜇𝛿𝐴

𝑎
𝜈 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝛿𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑐
𝜈). (2.77)

Виконаємо iнтегрування за частинами в першому доданку∫︁
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈,𝑎𝜕𝜇𝛿𝐴

𝑎
𝜈 = −

∫︁
𝑑4𝑥 𝜕𝜇𝐹

𝜇𝜈,𝑎𝛿𝐴𝑎𝜈 , (2.78)

де ми використали те, що, згiдно з принципом стацiонарної дiї, варiа-
цiя функцiй на межах iнтегрування (поверхнi iнтегрування) дорiвнює
нулю.

Змiнимо iндекси пiдсумовування в другому доданку

𝐹𝜇𝜈,𝑎𝐶𝑎𝑏𝑐𝛿𝐴𝑏𝜇𝐴
𝑐
𝜈 = /𝑎↔ 𝑏, 𝜇→ 𝜈/ = 𝐹𝜇𝜈,𝑏𝐶𝑎𝑏𝑐𝛿𝐴𝑎𝜈𝐴

𝑐
𝜇 = /𝑏↔ 𝑐/ =

= −𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐹𝜇𝜈,𝑐𝛿𝐴𝑎𝜈 . (2.79)

У результатi запишемо (2.77) як

𝛿𝑆𝐴 =

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
𝜕𝜇𝐹

𝜇𝜈,𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐹
𝜇𝜈,𝑐
)︀
𝛿𝐴𝑎𝜈 . (2.80)

Згiдно з принципом стацiонарної дiї, варiацiя дiї за польовими фун-
кцiями повинна дорiвнювати нулю, що буде виконуватися за умови

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈,𝑎 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐹

𝜇𝜈,𝑐 = 0, (2.81)

яка i становить рiвняння руху для вiльних калiбрувальних полiв.
Зазначимо, що оскiльки 𝐹𝜇𝜈 є тензорною величиною, яка пере-

творюється за приєднаним представленням групи Лi, то подовжена
похiдна дiє на 𝐹𝜇𝜈 за законом (2.57), (2.58). У результатi рiвняння ру-
ху (2.81) можна записати у виглядi, подiбному до рiвнянь Максвелла
для вiльного електромагнiтного поля:
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(D𝜇𝐹
𝜇𝜈(𝑥))

𝑎
= 0, або D𝜇𝐹

𝜇𝜈(𝑥) = 0. (2.82)

Звертаємо увагу на те, що оскiльки величина 𝐹𝜇𝜈 мiстить квадра-
тичнi доданки за полем 𝐴𝜇, то рiвняння руху будуть нелiнiйними, а
саме: будуть мiстити квадратичнi та кубiчнi доданки калiбрувальних
полiв. Це i є основна вiдмiннiсть рiвнянь для калiбрувальних полiв у
неабелевих теорiях поля вiд аналогiчних рiвнянь в абелевих теорiях.

Рiвняння руху для калiбрувальних полiв
Щоб отримати рiвняння руху для калiбрувальних полiв, що взає-

модiють iз iншими полями (наприклад, згiдно з лагранжiаном (2.43)),
проварiюємо за калiбрувальними полями вiдповiдну дiю (2.72)

𝛿𝐴𝑆 = 𝛿𝑆𝐴 +

∫︁
𝑑4𝑥

[︀
𝛿𝐴([𝐷𝜇𝜙]

+)𝐷𝜇𝜙+ [𝐷𝜇𝜙]
+𝛿𝐴𝐷

𝜇𝜙
]︀
, (2.83)

де ми врахували, що варiацiя за калiбрувальними полями вiд iнших
доданкiв лагранжiана (2.43) дорiвнює нулю.

Враховуючи (2.80) та

𝛿𝐴𝐷𝜇𝜙 = 𝛿𝐴([𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇]𝜙) = −𝑖𝑔𝑇 𝑎𝜙𝛿𝐴𝑎𝜇; (2.84)

𝛿𝐴(𝐷𝜇𝜙)
+ = 𝛿𝐴[𝜕𝜇𝜙

+ + 𝑖𝑔𝜙+𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇] = +𝑖𝑔𝜙+𝑇 𝑎𝛿𝐴𝑎𝜇; (2.85)

отримаємо

𝛿𝑆=

∫︁
𝑑4𝑥

(︀
(D𝜇𝐹

𝜇𝜈)𝑎+𝑖𝑔(𝜙+𝑇 𝑎𝐷𝜈𝜙−[𝐷𝜈𝜙]+𝑇 𝑎𝜙)
)︀
𝛿𝐴𝑎𝜈=0. (2.86)

Позначивши комбiнацiю

−𝑖(𝜙+𝑇 𝑎𝐷𝜈𝜙− [𝐷𝜈𝜙]+𝑇 𝑎𝜙) = 𝑗𝜈,𝑎 (2.87)

за струм, який є аналогом струму в абелевiй теорiї для зарядженого
скалярного поля

𝑗𝜈 = −𝑖(𝜙+𝐷𝜈𝜙− [𝐷𝜈𝜙]+𝜙), де 𝐷𝜈𝜙 = (𝜕𝜈 − 𝑖𝑒𝐴𝜈)𝜙,

iз рiвняння (2.86) ми отримаємо рiвняння руху для калiбрувального
векторного поля у виглядi

(D𝜇𝐹
𝜇𝜈)𝑎 = 𝑔𝑗𝜈,𝑎, (2.88)
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що є подiбним до рiвнянь Максвелла для електромагнiтного поля
𝜕𝜇𝐹

𝜇𝜈 = 𝑔𝑗𝜈 .
Щоб не було плутанини, запишемо рiвняння (2.88) в явному ви-

глядi

𝜕𝜇𝐹
𝜇𝜈,𝑎 + 𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝐹

𝜇𝜈,𝑐 =

= −𝑖𝑔
{︀
𝜙+𝑇 𝑎(𝜕𝜈 − 𝑖𝑔𝑇 𝑏𝐴𝜈,𝑏)𝜙− [(𝜕𝜈 − 𝑖𝑔𝑇 𝑐𝐴𝜈,𝑐)𝜙]+𝑇 𝑎𝜙

}︀
. (2.89)

Рiвняння руху для скалярного поля
Рiвняння руху для скалярного поля 𝜙 отримується шляхом варiю-

вання дiї (2.72) за ермiтово-спряженою функцiєю скалярного поля1

𝜙+. Маємо

𝛿𝜙+𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

[︀
𝛿𝜙+([𝐷𝜇𝜙]

+)𝐷𝜇𝜙−𝑚2𝛿𝜙+𝜙− 2𝜆(𝜙+𝜙)𝛿𝜙+𝜙
]︀
, (2.90)

де ми врахували, що варiацiя за полем 𝜙+ вiд iнших доданкiв лагран-
жiана (2.43) дорiвнює нулю.

Враховуючи, що

𝛿𝜙+(𝐷𝜇𝜙)
+ = 𝛿𝜙+ [𝜕𝜇𝜙

+ + 𝑖𝑔𝜙+𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇] = 𝜕𝜇𝛿𝜙
+ + 𝑖𝑔 𝛿𝜙+𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇 (2.91)

отримаємо

𝛿𝜙+𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥

[︀
(𝜕𝜇𝛿𝜙

+ + 𝑖𝑔 𝛿𝜙+𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇)𝐷
𝜇𝜙−𝑚2𝛿𝜙+𝜙− 2𝜆(𝜙+𝜙)𝛿𝜙+𝜙

]︀
.

(2.92)
Iнтегрування за частинами першого доданку дозволяє винести за дуж-
ки варiацiю поля

𝛿𝜙+𝑆 =

∫︁
𝑑4𝑥 𝛿𝜙+

[︀
(−𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇)𝐷

𝜇𝜙−𝑚2𝜙− 2𝜆(𝜙+𝜙)𝜙
]︀

(2.93)

i записати рiвняння руху на поле матерiї:

(𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝜇,𝑎)𝐷𝜇𝜙+𝑚2𝜙+ 2𝜆(𝜙+𝜙)𝜙 = 0. (2.94)

1I навпаки, рiвняння руху для ермiтово-спряженого поля 𝜙+ отримується шля-
хом варiювання дiї (2.72) за функцiєю скалярного поля 𝜙.
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Оскiльки величина 𝐷𝜇𝜙 при калiбрувальних перетвореннях пере-
творюється за фундаментальним представленням групи Лi, то подов-
жена похiдна дiє на 𝐷𝜇𝜙 так само, як i на польову функцiю 𝜙. От-
же, (2.94) можна записати у виглядi, подiбному до запису рiвняння
Клейна-Гордона для скалярного поля в неабелевих теорiях, а саме:

𝐷𝜇𝐷𝜇𝜙+
𝜕𝑉 (|𝜙|2)
𝜕𝜙+

= 0, (2.95)

де 𝑉 (|𝜙|2) = 𝑚2|𝜙|2 + 𝜆|𝜙|4 — потенцiйна частина лагранжiана (2.43),
а |𝜙|2 = 𝜙+𝜙.

Щоб не було плутанини, запишемо рiвняння (2.94) в явному ви-
глядi

(𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝜇,𝑎)[𝜕𝜇𝜙 − 𝑖𝑔𝑇 𝑏𝐴𝑏𝜇𝜙] + 𝑚2𝜙 + 2𝜆(𝜙+𝜙)𝜙 = 0. (2.96)

Тензор енергiї-iмпульсу в неабелевих теорiях
Цiкаво отримати вираз для тензору енергiї-iмпульсу вiльних ка-

лiбрувальних полiв у неабелевих теорiях поля та порiвняти його з
випадком електромагнiтного поля. Щоб зробити це, можна або вико-
ристати теорему Ньотер для дiї (2.73) i потiм штучно симетризувати
отриманий тензор [56], або вiдразу отримати правильний результат,
провiвши варiювання дiї (2.73) у формi

𝑆𝐴 = −1

4

∫︁
𝑑4𝑥
√−𝑔 𝑔𝜇𝜅𝑔𝜈𝜆𝐹 𝑎𝜅𝜆𝐹 𝑎𝜇𝜈 . (2.97)

за метричним тензором 𝑔𝜇𝜈 [58].
Зрозумiло, що при варiюваннi за метрикою внутрiшня структура

тензорiв 𝐹 𝑎𝜇𝜈 не є важливою, i ми отримаємо результат, аналогiчний
результату в електродинамiцi [59], але з появою пiдсумовування за
груповим iндексом 𝑎:

𝑇𝐴𝜇𝜈 = −𝐹 𝑎𝜇𝜆𝐹 𝜆,𝑎
𝜈 +

1

4
𝑔𝜇𝜈𝐹

𝑎
𝜆𝜌𝐹

𝜆𝜌,𝑎. (2.98)
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Зокрема, просторова густина енергiї калiбрувальних полiв буде

𝑇𝐴00 = −𝐹 𝑎0𝜆𝐹 𝜆,𝑎
0 +

1

4
𝐹 𝑎𝜆𝜌𝐹

𝜆𝜌,𝑎 = −
(︃
𝐹 𝑎00𝐹

00,𝑎 +

3∑︁
𝑖=1

𝐹 𝑎0𝑖𝐹
0𝑖,𝑎

)︃
+

+
1

4

⎛⎝𝐹 𝑎00𝐹 00,𝑎 +

3∑︁
𝑖=1

(𝐹 𝑎0𝑖𝐹
0𝑖,𝑎 + 𝐹 𝑎𝑖0𝐹

𝑖0,𝑎) +

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐹 𝑎𝑖𝑗𝐹
𝑖𝑗,𝑎

⎞⎠ . (2.99)

Врахуємо, що тензор 𝐹 𝑎𝜇𝜈 є антисиметричним за лоренцовими iнде-
ксами (нульовий при однакових iндексах) та при опусканнi (пiднiман-
нi) одного просторового iндексу змiнює знак 𝐹 𝑎0𝑖 = −𝐹 0𝑖,𝑎. Отримаємо

𝑇𝐴00 =
1

2

3∑︁
𝑖=1

𝐹 𝑎0𝑖𝐹
𝑎
0𝑖 +

1

4

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝐹 𝑎𝑖𝑗𝐹
𝑎
𝑖𝑗 =

=

3∑︁
𝑖=1

1

2
𝐹 𝑎0𝑖𝐹

𝑎
0𝑖 +

3∑︁
𝑖, 𝑗 = 1

(𝑖 ̸= 𝑗, 𝑖 < 𝑗)

1

2
𝐹 𝑎𝑖𝑗𝐹

𝑎
𝑖𝑗 . (2.100)

За аналогiєю з тензором Максвелла в електродинамiцi позначимо
компоненти тензора 𝐹 𝑎𝜇𝜈 як

𝐹 𝑎𝜇𝜈 =

⎛⎜⎜⎝
0 −𝐸𝑎𝑥 −𝐸𝑎𝑦 −𝐸𝑎𝑧
𝐸𝑎𝑥 0 𝐻𝑎

𝑧 −𝐻𝑎
𝑦

𝐸𝑎𝑦 −𝐻𝑎
𝑧 0 𝐻𝑎

𝑥

𝐸𝑎𝑧 𝐻𝑎
𝑦 −𝐻𝑎

𝑥 0

⎞⎟⎟⎠, (2.101)

де 𝐻𝑎
𝑖 , 𝐸𝑎𝑖 — неабелевi аналоги магнiтного та електричних полiв. Вiд-

значимо, що для неабелевих калiбрувальних полiв малої iнтенсивно-
стi, коли добуток польових функцiй 𝐴𝑏𝜇𝐴𝑎𝜈 є набагато меншим за саму
польову функцiю 𝐴𝑏𝜇𝐴

𝑎
𝜈 ≪ 𝐴𝑐𝜇, тензор 𝐹 𝑎𝜇𝜈 ≃ 𝜕𝜇𝐴

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝑎𝜇 стає повнi-

стю аналогiчним тензору Максвелла, i аналогiя мiж електричними i
магнiтними полями в електродинамицi стає повною.

У позначеннях (2.101) просторова густина енергiї калiбрувальних
полiв буде мати вигляд

𝑇𝐴00 =
1

2
[𝐸⃗𝑎𝐸⃗𝑎 + 𝐻⃗𝑎𝐻⃗𝑎], (2.102)
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що є подiбним до густини енергiї електромагнiтного поля.
Тензор енергiї-iмпульсу скалярного поля буде мати вигляд анало-

гiчний до його вигляду в абелевiй теорiї

𝑇𝜙𝜇𝜈 = (𝐷𝜇𝜙)
+𝐷𝜈𝜙+ (𝐷𝜈𝜙)

+𝐷𝜇𝜙− 𝑔𝜇𝜈ℒ𝜙, (2.103)

де
ℒ𝜙 = (𝐷𝜇𝜙)+(𝐷𝜇𝜙)− 𝑉 (|𝜙|2). (2.104)

У метрицi (0.1) просторова густина енергiї матиме вигляд

𝑇𝜙00 =

3∑︁
𝜇=0

(𝐷𝜇𝜙)
+(𝐷𝜇𝜙) + 𝑉 (|𝜙|2). (2.105)

Тензор енергiї-iмпульсу системи скалярних та калiбрувальних по-
лiв буде

𝑇𝜇𝜈 = 𝑇𝐴𝜇𝜈 + 𝑇𝜙𝜇𝜈 . (2.106)

Зокрема, повна енергiя системи, що задається лагранжiаном (2.43),
визначається як

𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
1

2
[𝐸⃗𝑎𝐸⃗𝑎 + 𝐻⃗𝑎𝐻⃗𝑎] +

3∑︁
𝜇=0

(𝐷𝜇𝜙)
+(𝐷𝜇𝜙) + 𝑉 (|𝜙|2)

]︃
.

(2.107)
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РОЗДIЛ 3

Спонтанне порушення симетрiї.
Генерацiя маси калiбрувальних полiв

Вступ

Розглянутий у попередньому роздiлi принцип локальної калiбру-
вальної iнварiантностi, фактично, є механiзмом коректного введення
калiбрувальних полiв, що вiдповiдають за взаємодiю мiж частинками.
Згiдно з цим принципом калiбрувальнi поля мають бути безмасовими
полями (масивнi доданки є пропорцiйними ∼ 𝐴𝜇𝐴𝜇, що явно порушує
калiбрувальну iнварiантнiсть).

Як вiдомо з експериментальних даних, переносники електрома-
гнiтної взаємодiї (фотони) є безмасовими частинками, i це формаль-
но узгоджується з результатами попереднього роздiлу. Однак, напря-
му застосувати принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi до
опису процесiв слабкої взаємодiї не вийде. Цьому є двi причини. По-
перше, переносники слабкої взаємодiї (𝑊±, 𝑍 бозони) є масивними.
Якщо ми штучним чином введемо масивнi векторнi частинки в тео-
рiю, це порушить її локальну калiбрувальну iнварiантнiсть та може
призвести до її неперенормовностi. По-друге, щоб застосувати прин-
цип спонтанного порушення симетрiї до реальних фiзичних систем,
вони мають мiстити тотожнi поля (частинки), що мають перетворю-
ватися згiдно певної групи симетрiї. Зокрема зазначенi частинки ма-
ють бути з однаковими масами. Однак єлементарнi частинки матерiї
(електрон, мюон, нейтрино тощо) мають вiдмiннi маси.

Виявляється, що наведенi складнощi можна подолати i принцип
локальної калiбрувальної iнварiантностi можна застосовувати до опи-
су реальних фiзичних систем з масивними переносниками взаємодiї
за умови наявностi у них скалярного поля (або декiлькох полiв), для
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якого може вiдбутися явище спонтанного порушення симетрiї, тобто,
коли його основний стан (стан з найменшою енергiєю) реалiзуватиме-
ться для ненульового сталого значення його польової функцiї. При
цьому основний стан системи матиме меншу симетрiю нiж симетрiя
початкової системи.

Забiгаючи наперед можна сказати, що пiсля спонтанного поруше-
ння симетрiї взаємодiя скалярного поля з частинками матерiї останнi
можуть отримати масу. Вiдповiдно до того моменту, як у системi вiд-
будеться спонтанне порушення симетрiї ми матимемо тотожнi безма-
совi частинки матерiї i, згiдно з принципом локальної калiбрувальної
iнварiантностi, можна буде коректно ввести безмасовi калiбрувальнi
поля. Пiсля того, як у системi вiдбудеться спонтанне порушення си-
метрiї ми отримаємо масивнi частинки матерiї, а калiбрувальнi поля
набудуть маси завдяки їх взаємодiї зi скалярним полем1. Важливо
вiдзначити, що у 1971 роцi Герард т’Хофт теоретично показав, що
теорiї з локальною калiбрувальною iнварiантнiстю та зi спонтанним
порушенням симетрiї (або без порушення симетрiї) є перенормовними,
див. S11.2, [?]!

Системи з можливим спонтанним порушенням симетрiї не є яки-
мось екзотичними, з ними можна зустрiтися i в повсякденному життi.
Наприклад, уявiмо собi скляну пляшку з опуклим денцем, що стоїть
на столi. Вона має симетрiю вiдносно обертання навколi вiсi, що про-
ходить вертикально через центр пляшки. Тепер кинемо в цю пляшку
маленьку кульку — вона опиниться в довiльнiй точцi на днi круглого
жолобка. Всi точки на днi жолобка будуть для неї рiвноймовiрними.
Але якщо розглядати пляшку з кулькою на днi, то дана система вже
не матиме симетрiї вiдносно обертання — в нiй буде видiлена точка.
Точка ж симетрiєю вiдносно обертання знаходитиметься на верши-
нi опуклого денця, але кулька в цiй точцi матиме бiльшу потенцiйну
енергiю, анiж в точцi з порушеною симетрiєю в жолобку. Якщо ми
обережно помiстимо кульку на вершину жолобка, то кулька опини-
ться в станi нестiйкої рiвноваги i намагатиметься перейти в стан з

1Механiзм отримання маси калiбрувальними полями завядяки їх взаємодiї зi
скалярним полем отримав назву механiзма Хiггса. Вiн був запропонований у 1964
роцi Пiтером Хiггсом [36, 37] та, незалежно, Робертом Браутом i Франсуа Енглер
[38], а також Джеральдом Гуральником, Карлом Гагеном та Томом Кiбблом [39].
Даний механiзм забезпечує появу маси калiбрувальних полiв та не суперечить
принципу локальної калiбрувальної iнварiантностi.

56



найменшою енергiю, але порушеною симетрiєю на днi жолобка.
Iншим прикладом слугує теорiя феромагнетизму поблизу темпера-

тури Кюрi 𝑇𝐶 . Суть явища полягає у тому, що при температурi 𝑇 > 𝑇𝐶
магнiтнi диполi у речовинi орiєнтованi довiльним чином i намагнiче-
нiсть у речовинi вiдсутня, при 𝑇 < 𝑇𝐶 магнiтнi диполi орiєнтуються
вздовж одного довiльного напрямку i речовина отримує намагнiче-
нiсть. Пояснення явища було запропоновано Вiталiєм Гiнзбургом та
Левом Ландау у 1950 роцi, див. S5.3, [60]. Вони припустили, що по-
близу точки Кюрi намагнiченiсть 𝑀⃗ є малою, i вiльну енергiю можна
записати (розкласти в ряд) нехтуючи високими ступенями вектора
𝑀⃗ . Тодi

𝑢(𝑀⃗) = (𝜕𝑖𝑀⃗)2+𝑉 (𝑀⃗), 𝑉 (𝑀⃗) = 𝛼1(𝑇 ) (𝑀⃗ · 𝑀⃗)+𝛼2(𝑀⃗ · 𝑀⃗)2, (3.1)

де 𝛼1(𝑇 ) = 𝛼(𝑇 − 𝑇𝐶), 𝛼 > 0, 𝛼2 > 2. Основний стан реалiзується для
мiнiмуму вiльної енергiї, тобто коли доданок (𝜕𝑖𝑀⃗)2 є малим та вели-
чина 𝑉 (𝑀⃗) досягає свого мiнiмуму, що знаходиться з умови 𝜕𝑉

𝜕𝑀𝑖
= 0,

тобто
𝑀⃗(𝛼1 + 2𝛼2(𝑀⃗ · 𝑀⃗)) = 0. (3.2)

При 𝑇 > 𝑇𝐶 , 𝛼1 > 0 реалiзується стан 𝑀⃗ = 0. При 𝑇 < 𝑇𝐶 , 𝛼1 < 0
основний стан системи реалiзується при ненульовiй намагнiченостi
|𝑀⃗ | =

√︀
−𝛼1/2𝛼2. Однак напрямок вектора 𝑀⃗ визначається довiль-

ним чином. Своєю появою вектор намагнiченостi порушує симетрiю
системи з початкової симетрiї сфери (симетрiя групи 𝑆𝑂(3)) до си-
метрiї вiдносно поворотiв навколо вiсi, що проходить вздовж вектора
намагнiченостi (симетрiя групи 𝑆𝑂(2)).

У даному роздiлi ми розглянемо на конкретних прикладах, яким
чином вiдбувається спонтанне порушення симетрiї в польових моде-
лях, та як саме реалiзується механiзм Хiггса.
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3.1 Cпонтанне порушення дискретної симетрiї

Розглянемо нейтральне скалярне поле з лагранжiаном

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙𝜕

𝜇𝜙− 𝑉 (𝜙), (3.3)

де потенцiал заданий виразом

𝑉 (𝜙) =
𝜇2

2
𝜙2 +

𝜆

4
𝜙4. (3.4)

Такий вибiр потенцiалу обумовлений, по-перше, тим, що в нашому
(3+1)-вимiрному просторi теорiя скалярного поля з потенцiалом, який
мiстить доданки ∼ 𝜙𝑛 (де 𝑛 > 4), є неперенормовною i, вiдповiдно, не-
фiзичною; по-друге, потенцiал, що розглядається, має iнварiантнiсть
до дискретних перетворень 𝑉 (𝜙) = 𝑉 (−𝜙).

Потенцiал (3.4), очевидно, має симетрiю вiдносно дискретних пе-
ретворень

𝜙→ −𝜙. (3.5)
Залежно вiд знакiв параметрiв 𝜆, 𝜇, поведiнка потенцiалу представле-
на на Рис. 2.

Рис. 2: Рiзнi форми потенцiальної частини лагранжiана. По вiсi орди-
нат вiдкладено потенцiал 𝑉 (𝜙) = 𝜇2

2 𝜙
2+ 𝜆

4𝜙
4, у якому: а) 𝜇2, 𝜆 < 0, б )

𝜇2 > 0, 𝜆 < 0, в) 𝜇2, 𝜆 > 0, г) 𝜇2 < 0, 𝜆 > 0. По вiсi абсцис вiдкладено
значення польової функцiї 𝜙.

Iз явного виду лагранжiана (3.3) випливає рiвняння руху для ска-
лярного нейтрального поля(︂

𝜕𝜇𝜕
𝜇 +

1

𝜙

𝜕𝑉

𝜕𝜙

)︂
𝜙 = 0, (3.6)
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тобто, (︀
𝜕𝜇𝜕

𝜇 + 𝜇2 + 𝜆𝜙2
)︀
𝜙 = 0. (3.7)

та вираз для знаходження енергiї такого поля

𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
1

2

3∑︁
𝜇=0

(𝜕𝜇𝜙)
2 + 𝑉 (𝜙)

]︃
. (3.8)

Основний стан системи визначається конфiгурацiєю поля, за якої
енергiя системи є мiнiмальною. Очевидно, що мiнiмум енергiї досяга-
тиметься при часово- та просторово-однорiдних розв’язках. У цьому
випадку основний стан системи визначатиметься функцiєю 𝑉 (𝜙):

𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑥𝑉 (𝜙). (3.9)

Для несуперечливостi умови однорiдностi з рiвнянням руху (3.6) по-
винна виконуватися умова 𝜕𝑉/𝜕𝜙 = 0, що i є умовою мiнiмуму потен-
цiалу 𝑉 (𝜙).

Вираз (3.9) для енергiї основного стану вiдразу накладає обмеже-
ння на значення параметра 𝜆 потенцiалу 𝑉 (𝜙). 𝜆 повинно бути пози-
тивним, оскiльки для 𝜆 < 0 при великих значеннях поля 𝜙 потенцi-
ал стане негативним (див. Рис. 2 а, б ), i система буде прямувати до
стану з найменшою енергiєю 𝐸 → −∞ при 𝜙 → ∞. Ця ситуацiя є
нефiзичною, оскiльки основний стан системи не буде характеризува-
тися певним, фiксованим, скiнченним значенням енергiї. Вiдповiдно,
варiанти а, б з Рис. 2 потрiбно вiдкинути i слiд покласти 𝜆 > 0.

Розглянемо варiант 𝜇2 > 0, 𝜆 > 0. В цьому випадку поведiнка
потенцiалу залежно вiд значення польової функцiї наведена на Рис.
2в. Основний стан системи буде знаходитися в точцi мiнiмуму потен-
цiалу, тобто в 𝑉 = 0 при 𝜙 = 0. Параметр 𝜇 можна трактувати як
масу кванта скалярного поля, а додатнiй параметр 𝜆 – як параметр,
що характеризує вiдштовхування мiж квантами поля1.

Вiдхилення системи вiд основного стану описується тим самим по-
лем 𝜙. Лагранжiан для вiдхилень спiвпадає з початковим лагранжi-
аном i також має iнварiантнiсть вiдносно перетворень (3.5), отже, нi-
якого порушення симетрiї тут не вiдбувається.

1Притягування мiж квантами поля призводило б до зменшення енергiї системи.
Доданок ∼ 𝜆𝜙4 призводить лише до збiльшення енергiї (3.9).
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Розглянемо варiант 𝜇2 < 0, 𝜆 > 0. Зробивши вiдповiднi перепо-
значення, запишемо потенцiал для цього випадку як

𝑉 (𝜙) = −𝜇
2

2
𝜙2 +

𝜆

4
𝜙4. (3.10)

Поведiнка потенцiалу залежно вiд значення польової функцiї наведе-
на на Рис. 2г. Основний стан системи буде знаходитися в точцi мiнi-
муму потенцiалу, значення якої легко отримати з умови

𝜕𝑉

𝜕𝜙
=
(︀
−𝜇2 + 𝜆𝜙2

)︀
𝜙 = 0. (3.11)

Отже, мiнiмум потенцiалу, а значить i основний стан системи, дося-
гається у двох цiлком рiвноправних точках1

𝜙 = ±𝜙0, 𝜙0 =
𝜇√
𝜆
, (3.12)

у яких потенцiал та повна енергiя системи набувають найменших зна-
чень

𝑉 (±𝜙0) = −
𝜆

4
𝜙4
0, 𝐸 = 𝑉 (±𝜙0) ·Ω, (3.13)

де Ω — об’єм системи. Основний стан системи став виродженим.
У якiй iз двох можливих точок (𝜙 = ±𝜙0) система буде знаходи-

тися в основному станi, визначається спонтанним чином. Iнтуїтивно
це можна зрозумiти з Рис. 3, якщо припустити, що система спочатку
знаходилася в точцi 𝜙 = 0, а потiм скотитися у стан iз найменшою
енергiєю або лiворуч, або праворуч.

Зазначимо: якщо система зайняла основний стан в однiй iз точок,
наприклад 2, то для переходу в точку 3 їй слiд перемiститись через
точку 1. А для цього потрiбно змiнити енергiю у всьому об’ємi (Ω),
що займає система, на величину

∆𝐸 = [𝑉 (𝜙 = 0)− 𝑉 (−𝜙0)] Ω =
𝜆

4
𝜙4
0 ·Ω. (3.14)

1Корисно вiдзначити, що наявнiсть кубiчного доданка в потенцiалi (3.10) при-
звела б до появи двох точок мiнiмуму з рiзними значеннями потенцiалу у них, а
ми намагаємося побудувати теорiю, де всi точки основного стану є рiвноправними.
У протилежному випадку, стан системи у точцi з бiльшим значенням потенцiалу
буде метастабiльним: при невеликих збуреннях система залишатиметься у даному
станi, при великих збуреннях – система перейде до стану з меншою енергiєю.
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Рис. 3: Iлюстрацiя спонтанного вибору однiєї з двох точок, що вiдпо-
вiдають основному стану системи.

Якщо в якостi системи розглядати Всесвiт, то такi переходи важко
здiйснити (Ω → ∞). Отже, обравши певну точку мiнiмуму, система
буде в нiй знаходитися i в подальшому. Якщо ж об’єм системи є неве-
ликим, то можуть iснувати тунельнi переходи мiж рiзними точками
основного стану. Надалi ми вважатимемо, що система займає великий
об’єм.

Перш нiж рухатися далi, перепишемо лагранжiан (3.3) у зручно-
му для нас виглядi. Як вiдомо, додавання до лагранжiана довiльної
константи не змiнює фiзичних наслiдкiв теорiї, якщо не цiкавитися
гравiтацiйними ефектами. Тому вiднiмемо вiд лагранжiана константу
𝑉 (𝜙0), щоб основному стану вiдповiдало нульове значення потенцiалу

𝑉 (𝜙) =
𝜆

4

(︀
𝜙2 − 𝜙2

0

)︀2
. (3.15)

Тепер, замiсть параметрiв 𝜆, 𝜇, що характеризували потенцiал (3.10),
зручно перейти до параметрiв 𝜆, 𝜙0.

Сама по собi система в основному станi не є спостережуваною.
Спостереження пов’язане зi змiною фiзичних величин. Тому розгляне-
мо збурення над основним станом системи, наприклад, в околi точки
𝜙 = +𝜙0, а саме, коли 𝜙 = 𝜙0 + 𝜒:
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ℒ(𝜙0 + 𝜒) =
1

2
𝜕𝜈𝜒𝜕

𝜈𝜒− 𝜆

4

(︀
(𝜙0 + 𝜒)2 − 𝜙2

0

)︀2
=

=
1

2
𝜕𝜈𝜒𝜕

𝜈𝜒− 2𝜙2
0𝜆

2
𝜒2 − 𝜙0𝜆𝜒

3 − 𝜆

4
𝜒4, (3.16)

де ми залишили кiнетичнi доданки. Оскiльки в точцi 𝜙 = 𝜙0 + 𝜒 по-
тенцiал 𝑉 (𝜙) вже не знаходиться у своєму мiнiмумi 𝜕𝑉/𝜕𝜙 ̸= 0, то для
узгодження з рiвнянням руху (3.6) поле 𝜒 має мiстити координатну
залежнiсть 𝜒 = 𝜒(𝑥). У зв’язку з тим, що розглядаються малi збурен-
ня навколо точки мiнiмуму потенцiалу, необхiдно додатково накласти
умову 𝜒 ≪ 𝑓0, що забезпечує значення потенцiалу в межах правої
западини потенцiалу, див. Рис. 3.

Як бачимо, лагранжiан поля 𝜒 (3.16) суттєво вiдрiзняється вiд ла-
гранжiана поля 𝜙. По-перше, поле 𝜒 стало масивним полем1 iз масою
𝑚𝜒 =

√
2𝜆𝜙0, по-друге, в лагранжiанi з’явилися кубiчнi за полем до-

данки, тобто лагранжiан поля 𝜒 не має симетрiї вiдносно перетворень
𝜒→ −𝜒.

Таким чином, ми явно спостерiгаємо порушення симетрiї в око-
лi основного стану системи. Якщо двi точки основного стану ±𝜙0 є
цiлком рiвноправними, i система довiльним (спонтанним) чином оби-
рає, в якiй точцi вона буде знаходитися, то таке порушення симетрiї
називають спонтанним порушенням симетрiї.

На завершення вiдзначимо, що поява маси у поля 𝜒 є передбачу-
ваною, оскiльки потенцiал (3.10) у безпосередньому околi точок ±𝜙0

зростає згiдно з квадратичним законом, i вiдповiдний коефiцiєнт при
𝜒2 є позитивним. Для порiвняння: поле 𝜙 в околi точки 𝜙 = 0 спа-
дає згiдно з квадратичним законом, i вiдповiдний коефiцiєнт при 𝜒2

є негативним, див. Рис. 3.

3.2 Cпонтанне порушення неперервної
глобальної симетрiї групи 𝑈(1)

За аналогiєю з попереднiм випадком, розглянемо лагранжiан заря-
дженого скалярного поля, що має iнварiантнiсть вiдносно глобальних
перетворень групи 𝑈(1) та має потенцiал, подiбний до (3.10):

ℒ = 𝜕𝜇𝜙
*𝜕𝜇𝜙− 𝑉 (|𝜙|2), (3.17)

1Поле 𝜙 не можна назвати масивним полем, оскiльки, формально, згiдно з
потенцiалом (3.10), маса кванта поля є уявною 𝑚𝜙 = 𝑖𝜇.
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Рис. 4: Iлюстрацiя поведiнки потенцiалу (3.18).

де |𝜙|2 = 𝜙*𝜙, а потенцiал заданий виразом

𝑉 (|𝜙|2) = −𝜇2|𝜙|2 + 𝜆(|𝜙|2)2. (3.18)

Поведiнка потенцiалу (3.18) проiлюстрована на Рис. 4, де врахова-
но, що комплексну функцiю 𝜙 можна представити за допомогою двох
дiйсних функцiй 𝜙1,2:

𝜙 =
𝜙1 + 𝑖𝜙2√

2
, 𝜙* =

𝜙1 − 𝑖𝜙2√
2

, |𝜙|2 =
𝜙2
1 + 𝜙2

2

2
. (3.19)

Лагранжiан (3.17), очевидно, має iнварiантнiсть вiдносно глобаль-
них перетворень групи 𝑈(1)

𝜙→ 𝜙′ = 𝑒𝑖𝛼𝜙; 𝜙* → 𝜙′* = 𝜙*𝑒−𝑖𝛼, (3.20)

або, мовою дiйсних функцiй, вiдносно перетворень, що зберiгають су-
му квадратiв функцiй 𝜙2

1 + 𝜙2
2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, тобто вiдносно перетворень

поворотiв:

𝜙1 → 𝜙′
1 = 𝜙1 cos 𝛿 − 𝜙2 sin 𝛿; (3.21)

𝜙2 → 𝜙′
2 = 𝜙1 sin 𝛿 + 𝜙2 cos 𝛿. (3.22)

Iз явного вигляду лагранжiана (3.17) випливає рiвняння руху для
скалярного нейтрального поля(︂

𝜕𝜇𝜕
𝜇 +

𝜕𝑉

𝜕|𝜙|2
)︂
𝜙 = 0, (3.23)
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тобто (︀
𝜕𝜇𝜕

𝜇 − 𝜇2 + 2𝜆|𝜙|2
)︀
𝜙 = 0, (3.24)

та вираз для енергiї поля

𝐸 =

∫︁
𝑑3𝑥

[︃
3∑︁

𝜇=0

(𝜕𝜇𝜙)
*(𝜕𝜇𝜙) + 𝑉 (|𝜙|2)

]︃
. (3.25)

Основний стан системи, як i у випадку нейтрального поля, буде
визначатися однорiдним, стацiонарним розв’язком. Енергiя основного
стану буде визначатися мiнiмумом потенцiалу, див. (3.23),

𝜕𝑉

𝜕|𝜙|2 = −𝜇2 + 2𝜆|𝜙|2 = 0, (3.26)

який буде реалiзований у нескiнченiй множинi значень 𝜙1, 𝜙2, що зна-
ходитимуться на колi радiусу 𝜇2/𝜆 в жолобку, в найнижчiй частинi
Рис. 4:

|𝜙|2 =
𝜙2
1 + 𝜙2

2

2
=
𝜇2

2𝜆
≡ 𝜙2

0

2
. (3.27)

Отже, основний стан системи знову є виродженим. Як бачимо, потен-
цiал (3.18) є узагальненням потенцiалу (3.10) i отримується шляхом
обертання останнього. При цьому, якщо система опинилася в певно-
му основному станi, то її перехiд в iнший основний стан за кiнцевий
промiжок часу є малоймовiрним за рахунок кiнетичного доданку в
енергiї системи, оскiльки для такого переходу слiд витратити енергiю

∆𝐸 =
∆𝜙*

∆𝑇

∆𝜙

∆𝑇
Ω, (3.28)

де Ω – об’єм системи (Ω→∞). Отже, обравши певну точку мiнiмуму,
система буде в нiй знаходитися i в подальшому. Якщо ж об’єм систе-
ми є невеликим, то переходи мiж рiзними точками основного стану
є можливими. Надалi ми вважатимемо, що система займає великий
об’єм.

Як i в Роздiлi 3.1, шляхом додавання до лагранжiана константи,
зробимо так, щоб основному стану вiдповiдала нульова енергiя, а саме:
модифiкуємо потенцiал до вигляду

𝑉 (|𝜙|2) = 𝜆

(︂
|𝜙|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

(3.29)
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та будемо характеризувати його параметрами 𝜆, 𝜙0.
Розглянемо малi збурення над основним станом. Для цього вибе-

ремо одну з точок, що задовольняє умову (3.27), наприклад, для про-
стоти, 𝜙1 = 𝜙0 = 𝜇/

√
𝜆, 𝜙2 = 0. А вiдхилення вiд цiєї точки запишемо

за допомогою двох дiйсних польових функцiй 𝜒, 𝜃

𝜙1 = 𝜙0 + 𝜒, 𝜙2 = 𝜃, (3.30)

котрi задовольняють умову 𝜒, 𝜃 ≪ 𝜙0. Тодi отримаємо:

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒+
1

2
𝜕𝜇𝜃𝜕

𝜇𝜃 − 𝜆
(︂
(𝜙0 + 𝜒)2 + 𝜃2

2
− 𝜙2

0

2

)︂2

=

=

(︂
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒− 2𝜆𝜙2
0

2
𝜒2 − 𝜆𝜙0 𝜒

3 − 𝜆

4
𝜒4

)︂
+

(︂
1

2
𝜕𝜇𝜃𝜕

𝜇𝜃 − 𝜆

4
𝜃4
)︂
+

+

(︂
−𝜆𝜙0 𝜃

2𝜒− 𝜆

2
𝜃2𝜒2

)︂
= ℒ𝜒 + ℒ𝜃 + ℒ𝑖𝑛𝑡. (3.31)

Як бачимо, в даному лагранжiанi можна видiлити лагранжiан масив-
ного нейтрального скалярного поля 𝜒 з масою 𝑚𝜒 =

√
2𝜆𝜙0 (повнiстю

iдентичний лагранжiану (3.16)), лагранжiан безмасового нейтрально-
го скалярного поля 𝜃 та лагранжiан взаємодiї полiв 𝜒 та 𝜃.

Проаналiзуємо отриманий результат. Масивним поле 𝜒 стало тому,
що йому вiдповiдало збурення початкового лагранжiана в радiально-
му напрямку до кола радiуса 𝜙0, де знаходився мiнiмум потенцiалу.
При такому збуреннi значення потенцiалу поля зростає за квадрати-
чним законом. Поле 𝜃 вiдповiдає збуренням, що йдуть по дну жолобка
потенцiалу у дотичному (тангенцiальному) напрямку до кола радiу-
са 𝜙0. Саме це й обумовлює вiдсутнiсть квадратичних за 𝜃 доданкiв
у лагранжiанi – при малих значеннях 𝜃 потенцiал не змiнюватиме-
ться. При подальшому збiльшеннi значення 𝜃 потенцiал почне зроста-
ти, оскiльки поле 𝜃 зростає у напрямку перпендикулярному до вiсi
𝜙1, а жолобок у цьому напрямку вже буде вигинатися по колу, що й
вiдповiдатиме появi доданку ∼ 𝜃4 у лагранжiанi.

Як i у випадку, розглянутому в Роздiлi 3.1, лагранжiан (3.31), що
описує збурення над основним станом, не має симетрiї (3.21) початко-
вого лагранжiана. Вiдзначимо, що безмасове скалярне поле (𝜃), яке
утворюється в результатi спонтанного порушення симетрiї, називають
полем Намбу-Голдстоуна, див. далi.
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Подивимося, що буде, якщо б ми обрали iншу точку на колi (3.27), де
знаходиться мiнiмум потенцiалу. Задамо цю точку у виглядi

𝜙1 = 𝜙0 cos 𝜉, 𝜙2 = 𝜙0 sin 𝜉, (3.32)

де 𝜉 ∈ (0, 2𝜋) – довiльний параметр. Перше, що хочеться зробити, це роз-
глянути збурення у виглядi 𝜙′

1 = 𝜙0 cos 𝜉 + 𝛼, 𝜙′
2 = 𝜙0 sin 𝜉 + 𝛽, де 𝛼, 𝛽

новi поля. Однак, це призводить до появи в лагранжiанi квадратичної за
полями частини

ℒ𝑚 = −𝜆𝜙2
0

[︀
𝛼2 cos2 𝜉 + 𝛼𝛽 sin 2𝜉 + 𝛽2 sin2 𝜉

]︀
, (3.33)

котра вiдповiдає недiагональнiй масовiй матрицi:

ℒ𝑚=−(𝛼, 𝛽)

(︂
𝜆𝜙2

0 cos
2 𝜉 𝜆𝜙2

0 sin 𝜉 cos 𝜉
𝜆𝜙2

0 sin 𝜉 cos 𝜉 𝜆𝜙2
0 sin

2 𝜉

)︂(︂
𝛼
𝛽

)︂
=−Φ𝑇𝑀2Φ. (3.34)

Це означає, що поля 𝛼 та 𝛽 не є полями у масовому базисi i, вiдповiдно,
говорити про маси квантiв цих полiв не можна. Iншими словами, поля 𝛼
та 𝛽 є суперпозицiями полiв, чиї кванти мають певнi маси. Для переходу
в масовий базис потрiбно дiагоналiзувати масову матрицю.

Як вiдомо [61], симетричну матрицю можна дiагоналiзувати шляхом
унiтарних перетворень

ℒ𝑚 = −Φ𝑇𝑈𝑈𝑇𝑀2𝑈𝑈𝑇Φ = −Φ′𝑇𝑈𝑇𝑀2𝑈Φ′, (3.35)

де Φ′ = 𝑈𝑇Φ — польова функцiя у масовому базисi. Унiтарну матрицю 𝑈
ми обрали дiйсною (тобто 𝑈+ = 𝑈𝑇 , 𝑈+𝑈 = 𝑈𝑇𝑈 = 1) та такою, щоб
𝑈𝑇𝑀𝑈 = 𝑚(𝑑𝑖𝑎𝑔𝑜𝑛𝑎𝑙). Отримаємо матрицю переходу

𝑈 =

(︂
cos 𝜉 − sin 𝜉
sin 𝜉 cos 𝜉

)︂
, (3.36)

дiагональну масову матрицю

𝑚2 = 𝑈𝑇𝑀2𝑈 =

(︂
𝜆𝜙2

0 0
0 0

)︂
(3.37)

та польовi функцiї у масовому базисi

Φ′ = 𝑈𝑇Φ =

(︂
𝛼 cos 𝜉 + 𝛽 sin 𝜉
−𝛼 sin 𝜉 + 𝛽 cos 𝜉

)︂
≡

(︂
𝜒
𝜃

)︂
, (3.38)

де 𝜒, 𝜃 — новi поля, що являють собою збурення в радiальному (поле 𝜒
з масою 𝑚𝜒 =

√
2𝜆𝜙0) та тангенцiальному (безмасове поле 𝜃) напрям-

ках вiдносно кола мiнiмуму потенцiалу (3.32). Вiдзначимо, що збудження
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(3.30) також вiдповiдають радiальному (𝜒) та тангенцiальному (𝜃) збу-
дженням.

Використавши спiввiдношення (3.38), можна отримати обернене пе-
ретворення (︂

𝛼
𝛽

)︂
=

(︂
𝜒 cos 𝜉 − 𝜃 sin 𝜉
𝜒 sin 𝜉 + 𝜃 cos 𝜉

)︂
, (3.39)

i записати збурення над основним станом у термiнах масових полiв 𝜒, 𝜃:

𝜙′
1 = 𝜙0 cos 𝜉 + 𝜒 cos 𝜉 − 𝜃 sin 𝜉, 𝜙′

2 = 𝜙0 sin 𝜉 + 𝜒 sin 𝜉 + 𝜃 cos 𝜉. (3.40)

Можна показати, що збуджений стан (3.40) приводить до того ж ла-
гранжiана (3.31), що й для випадку 𝜉 = 0. Отже, фiзичнi характеристики
системи не залежать вiд того, який саме iз можливих основних станiв
займе система.

Розглянемо тепер збурення вiдносно довiльної точки на колi (3.27),
але оберемо у якостi двох ступенiв вiльностi фiзичної системи1 радiус
та полярний кут у площинi 𝜙1, 𝜙2. Позначимо 𝑟 = 𝜙0, тодi незбуренi
функцiї основного стану будуть

𝜙1 = 𝑟 cos 𝜉, 𝜙2 = 𝑟 sin 𝜉; (3.41)

а, вiдповiдно, збуренi функцiї матимуть вигляд,

𝜙′
1 = (𝑟 + 𝑑𝑟) cos(𝜉 + 𝑑𝜉), 𝜙′

2 = (𝑟 + 𝑑𝑟) sin(𝜉 + 𝑑𝜉). (3.42)

У першому порядку малостi можна записати{︂
𝜙′
1 = 𝑟 cos 𝜉 + 𝑑𝑟 cos 𝜉 − 𝑟𝑑𝜉 sin 𝜉

𝜙′
2 = 𝑟 sin 𝜉 + 𝑑𝑟 sin 𝜉 + 𝑟𝑑𝜉 cos 𝜉

, (3.43)

де 𝑑𝑟 та 𝑟𝑑𝜉 радiальнi та тангенцiальнi збурення, якi вже будуть за-
лежати вiд 4-координат (𝑑𝑟 = 𝑑𝑟(𝑥), 𝑑𝜉 = 𝑑𝜉(𝑥)). Наведений збурений
стан буде спiвпадати зi станом (3.40), якщо позначити радiальне збу-
рення як 𝑑𝑟 = 𝜒, а тангенцiальне збурення як 𝑟𝑑𝜉 = 𝜃.

Корисно переписати нашi вирази в термiнах комплексних функцiй
𝜙 та 𝜙*. Вiдзначимо, що запис основного стану у виглядi

𝜙 =
𝜙0√
2
𝑒𝑖𝜉 =

𝜙0 cos 𝜉 + 𝑖𝜙0 sin 𝜉√
2

, 𝜙* =
𝜙0√
2
𝑒−𝑖𝜉 (3.44)

1Комплексне скалярне поле має два ступеня вiльностi.
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вiдновлює функцiї 𝜙1,2 у виглядi (3.41). Збурення ж над основним
станом (3.42) без жодних наближень можна представити у зручному
для розрахункiв виглядi:

𝜙′ =
𝜙0 + 𝜒√

2
𝑒𝑖(𝜉+𝜃), 𝜙′* =

𝜙0 + 𝜒√
2

𝑒−𝑖(𝜉+𝜃). (3.45)

Використання його пiдводить до висновку, що фiзичне поле пов’язане
зi ступенем вiльностi, який задається безрозмiрним параметром 𝜃, є
безмасовим, оскiльки параметр 𝜃 не входить до потенцiалу 𝑉 (|𝜙′|2), а
виявляє себе лише в кiнетичних доданках. Iншими словами, у пред-
ставленнi (3.45) параметр 𝜃 є параметром локальних калiбрувальних
перетворень групи 𝑈(1) (𝜃= 𝜃(𝑥)), вiдносно яких потенцiал 𝑉 (|𝜙′|2) є
iнварiантним. Вiдповiдно,масивним буде лише поле, пов’язане зi сту-
пенем вiльностi 𝑑𝑟=𝜒, що явно входить до потенцiалу.

Може виникнути пiдозра щодо проведення тут деяких математи-
чних манiпуляцiй у зв’язку з тим, що попереднiй розгляд збурень над
основним станом у виглядi (3.30) або (3.43) показав, нiби потенцiйна
частина лагранжiана мiстить обидва типи збурень. Це пояснюється
тим, що вираз (3.43) є лише першим наближенням до повного виразу
для збурених функцiй (3.42), а збурення у (3.30) є частковим випад-
ком збурень (3.43) для значення полярного кута 𝜉 = 0.

3.3 Часткове порушення неперервної
глобальної симетрiї на прикладi групи 𝑆𝑂(3)

Розглянемо систему трьох нейтральних скалярних полiв

ℒ =
1

2

3∑︁
𝛼=1

𝜕𝜇𝜙
𝛼𝜕𝜇𝜙𝛼 − 𝑉 (𝜙⃗ 2), (3.46)

де потенцiал заданий виразом

𝑉 (𝜙⃗ 2) = −𝜇
2

2
𝜙⃗ 2 +

𝜆

4

(︀
𝜙⃗ 2
)︀2
, 𝜙⃗ 2 =

3∑︁
𝛼=1

𝜙𝛼𝜙𝛼. (3.47)

Очевидно, даний лагранжiан є iнварiантним вiдносно поворотiв ве-
ктора 𝜙⃗ = (𝜙1, 𝜙2, 𝜙3) у тривимiрному просторi, що зберiгають модуль
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даного вектора. Iншими словами, лагранжiан (3.46) iнварiантний вiд-
носно перетворень групи 𝑆𝑂(3).

Iз явного виду лагранжiана (3.46) випливає рiвняння руху для ска-
лярних нейтральних полiв:(︂

𝜕𝜇𝜕
𝜇 +

1

𝜙𝛼

𝜕𝑉

𝜕𝜙𝛼

)︂
𝜙𝛼 = 0, 𝛼 = 1, 2, 3. (3.48)

Основний стан системи визначається з умови 𝜕𝑉/𝜕𝜙𝛼 = 0, є виро-
дженим та знаходиться у множинi точок на сферi радiуса 𝜙0 = 𝜇/

√
𝜆:

(𝜙1)2 + (𝜙2)2 + (𝜙3)2 = 𝜙2
0 =

𝜇2

𝜆
. (3.49)

Як i в попереднiх випадках, шляхом додавання константи до по-
тенцiалу зробимо так, щоб мiнiмум потенцiалу знаходився в нулi

𝑉 (𝜙⃗ 2) =
𝜆

4

(︀
𝜙⃗ 2 − 𝜙2

0

)︀2
. (3.50)

Оберемо довiльну точку на сферi радiуса 𝜙0, у якiй реалiзується
мiнiмум потенцiалу, наприклад 𝜙⃗ = (𝜙0, 0, 0).

Розглянемо збурення над основним станом у виглядi 𝜙⃗ ′ = (𝜙0 +
𝜒, 𝜃, 𝜉). Тодi лагранжiан набуде вигляду

ℒ =

(︂
1

2
𝜕𝜈𝜒𝜕

𝜈𝜒− 2𝜆𝜙2
0

2
𝜒2 − 𝜆𝜙0 𝜒

3 − 𝜆

4
𝜒4

)︂
+

+
1

2
𝜕𝜈𝜃𝜕

𝜈𝜃 +
1

2
𝜕𝜈𝜉𝜕

𝜈𝜉 − 𝜆

4
(𝜃2 + 𝜉2)2−

− 𝜆𝜙0 (𝜉
2 + 𝜃2)𝜒− 𝜆

2
(𝜉2 + 𝜃2)𝜒2, (3.51)

з якого випливає масивнiсть лише одного поля 𝜒 iз масою кванта поля
𝑚𝜒 =

√
2𝜆𝜙0, а поля 𝜃 та 𝜉 є полями Намбу-Голдстоуна.

При розглядi довiльної точки (в якостi основного стану) на сферi
(3.49), як i в Роздiлi 3.2, отримаємо масивне поле, що є збуренням у
радiальному напрямку, та безмасовi поля, що є збуреннями у поляр-
ному та азимутальному напрямках.

Необхiдно вiдзначити, що в даному випадку, на вiдмiну вiд попе-
реднiх, якщо зафiксувати основний стан у довiльнiй точцi на сферi
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(3.49), наприклад 𝜙⃗ = (𝜙0, 0, 0), лагранжiан (3.51) залишиться симе-
тричним до iншої групи перетворень, а саме групи просторових пово-
ротiв навколо вiсi, що проходить через точку основного стану та центр
сфери (3.49). Для обраної нами точки основного стану це будуть по-
вороти навколо вiсi 𝑥1 у площинi полiв 𝜃 та 𝜉, що залишають iнва-
рiантною комбiнацiю 𝜃2 + 𝜉2 та не змiнюють обрану точку основного
стану. Дана група перетворень є групою 𝑆𝑂(2) з одним генератором
𝑇1. Вiдбулося часткове порушення симетрiї системи.

3.4 Cпонтанне порушення неперервної
глобальної симетрiї групи 𝑆𝑈(2)

Оскiльки група 𝑆𝑈(2) вiдiграє ключову роль у СМ, ми детально
розглянемо, як вiдбувається спонтанне порушення симетрiї для неї.

Лагранжiан скалярного поля, що має 𝑆𝑈(2) симетрiю, має вигляд

ℒ = 𝜕𝜇𝜑
+𝜕𝜇𝜑− 𝑉 (|𝜑|2), (3.52)

де потенцiал задається виразом

𝑉 (|𝜑|2) = −𝜇2|𝜑|2 + 𝜆[|𝜑|2]2, (3.53)

польовi функцiї є

𝜑 =

(︃
𝜑1+𝑖𝜑2√

2
𝜑3+𝑖𝜑4√

2

)︃
, 𝜑+ =

(︂
𝜑1 − 𝑖𝜑2√

2
;
𝜑3 − 𝑖𝜑4√

2

)︂
, (3.54)

де 𝜙𝑖 є дiйсними функцiями, |𝜑|2 = 𝜑+𝜑 = (𝜑21 + 𝜑22 + 𝜑23 + 𝜑24)/2.
Лагранжiан (3.52) є iнварiантним вiдносно глобальних перетво-

рень групи 𝑆𝑈(2), а саме, поворотiв у iзотопiчному просторi{︃
𝜑→ 𝜑′ = 𝑒𝑖

𝜏⃗𝜉
2 𝜑

𝜑+ → 𝜑′
+
= 𝜑+𝑒−𝑖

𝜏⃗𝜉
2

, (3.55)

де 𝜉 = 𝜉𝜈⃗; 𝜈⃗ = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) — одиничний вектор, що визначає напрямок
вiсi, вiдносно якої робиться поворот в iзотопiчному просторi; 𝜉 — кут
повороту в радiанах; 𝜏⃗ = (𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) — матрицi Паулi.
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Основний стан системи визначається з умови 𝜕𝑉/𝜕|𝜑|2 = 0, є ви-
родженим та знаходиться у множинi точок на поверхнi сфери в 4-
вимiрному просторi з радiусом 𝜙0 = 𝜇/

√
𝜆

|𝜑0|2 =
𝜑21 + 𝜑22 + 𝜑23 + 𝜑24

2
=
𝜇2

2𝜆
≡ 𝜙2

0

2
. (3.56)

Як i ранiше, шляхом додавання до лагранжiана константи, зроби-
мо так, щоб основному стану вiдповiдала нульова енергiя:

𝑉 (|𝜑|2) = 𝜆

(︂
|𝜑|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

. (3.57)

Нехай основний стан буде описуватися функцiєю

𝜑0 =

(︂
0
𝜙0√
2

)︂
. (3.58)

Розглянемо малi збурення над основним станом у виглядi

𝜑→ 𝜑′ =
1√
2

(︂
𝛼+ 𝑖𝛽

𝜙0 + 𝛾 + 𝑖𝛿

)︂
. (3.59)

Звичайно, ми ввели 4 новi функцiї (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿), оскiльки в початковому
лагранжiанi було 4 ступенi вiльностi (поля 𝜙𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3, 4).

Перш нiж рухатися далi, слiд вiдзначити, що

𝜏⃗ 𝜃 = 𝜏1𝜃1 + 𝜏2𝜃2 + 𝜏3𝜃3 =

(︂
𝜃3 𝜃1 − 𝑖𝜃2

𝜃1 + 𝑖𝜃2 −𝜃3

)︂
. (3.60)

Тодi для малих значень безрозмiрних величин 𝜃𝑖 матимемо

𝑒𝑖
𝜏⃗𝜃
2 𝜑0 =

(︃
1 + 𝑖

𝜏⃗ 𝜃

2

)︃
𝜑0 =

1√
2

⎛⎜⎝ 𝜙0
𝜃2 + 𝑖𝜃1

2

𝜙0

(︂
1− 𝑖𝜃3

2

)︂
⎞⎟⎠ . (3.61)

Отже, зробивши вiдповiднi перепозначення, ми можемо виразити три
функцiї (𝛼, 𝛽, 𝛿) у виразi для 𝜑′ (3.59) через параметри 𝜃𝑖. Повнiстю
ж функцiю 𝜑′ можна альтернативно записати у виглядi

𝜑′ = 𝑒𝑖
𝜏⃗𝜃
2 𝜑′0; 𝜑′0 =

(︂
0

𝜙0+𝜒√
2

)︂
. (3.62)
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Таким чином, вiд чотирьох функцiй збурень (𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿) у (3.59) ми
перейшли до опису системи за допомогою чотирьох функцiй 𝜃𝑖 (де
𝑖 = 1, 2, 3), 𝜒.

За допомогою представлення (3.62) можна вiдразу зробити висно-
вок, що потенцiал 𝑉 (𝜑+𝜑) не буде залежати вiд функцiй 𝜃𝑖 i вiдповiднi
поля будуть безмасовими полями Намбу-Голдстоуна. Пiдставивши у
потенцiал (3.57) збурену функцiю у формi 𝜑′0 (3.62), отримаємо

𝑉 (|𝜑′0|2) =
2𝜆𝜙2

0

2
𝜒2 + 𝜆𝜙0 𝜒

3 +
𝜆

4
𝜒4, (3.63)

вiдповiдно маса кванта нейтрального скалярного поля 𝜒 є𝑚𝜒 =
√
2𝜆𝜙0.

3.5 Загальний випадок. Теорема Голдстоуна

Розглянемо на якiсному рiвнi теорему Голдстоуна [62], що визна-
чає кiлькiсть безмасових (голдстоунiвських) бозонiв виходячи з си-
метрiйних властивостей лагранжiану, та її доведення. Для простоти
зупинимось на лагранжiанi дiйсного скалярного поля

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙

+𝜕𝜇𝜙− 𝑉 (𝜙), (3.64)

що є iнварiантним вiдносно глобальних перетворень компактної гру-
пи 𝐺 (має унiтарне представлення 𝑔 ∈ 𝐺), а саме ℒ(𝜙) = ℒ(𝑔𝜙) та,
зокрема, 𝑉 (𝜙) = 𝑉 (𝑔𝜙).

Нехай мiнiмум потенцiалу реалiзується для ненульового значення
поля 𝜙. Позначимо функцiю основного стану системи як Φ0. Збурен-
ня над основним станом призведуть до змiни потенцiалу, а саме для
малих вiдхилень вiд основного стану

𝑉 (𝜙′) = 𝑉 (Φ0) +
𝜕2𝑉

𝜕𝜙𝑖𝜕𝜙𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙=Φ0

𝜓𝑖𝜓𝑗 +𝑂(𝛿𝜙3), (3.65)

де 𝜓𝑘 = 𝛿𝜙𝑘 – вiдхилення поля 𝜙𝑘 вiд свого значення в основному
станi системи. Також ми врахували, що в точцi мiнiмуму потенцiалу
𝜕𝑉
𝜕𝜙𝑖

⃒⃒⃒
𝜙=Φ0

= 0.

Симетрична матриця

𝑀𝑖𝑗 =
𝜕2𝑉

𝜕𝜙𝑖𝜕𝜙𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙=Φ0

(3.66)

72



являє собою масову матрицю для полiв 𝜓𝑖. Оскiльки потенцiал у точцi
Φ0 знаходиться в мiнiмумi, то елементи масової матрицi є додатнiми
𝑀𝑖𝑗 > 0. Знаючи явно елементи 𝑀𝑖𝑗 , можна однозначно визначати
маси полiв 𝜓𝑖.

Виявляється, ми можемо отримати iнформацiю щодо елементiв
𝑀𝑖𝑗 не беручи явно похiднi вiд потенцiалу, а лише знаючи симетрiйнi
властивостi вакуумного стану [63]. Пояснимо сказане.

У загальному випадку основний стан системи не є iнварiантним
вiдносно перетворень групи 𝐺: Φ′

0 = 𝑔Φ0 ̸= Φ0, однак вiн може бути
iнварiантним вiдносно деякої пiдгрупи 𝐻 групи 𝐺: Φ′

0 = ℎΦ0 = Φ0, де
ℎ – представлення пiдгрупи 𝐻, ℎ ∈ 𝐺.

Розкладемо потенцiал 𝑉 у точцi Φ′
0 = 𝑔Φ0 вiдносно точки Φ0 згiдно

з (3.65):

𝑉 (Φ′
0) = 𝑉 (Φ0) +

𝜕2𝑉

𝜕𝜙𝑖𝜕𝜙𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙=Φ0

𝛿𝜙𝑖𝛿𝜙𝑗 + ... (3.67)

Оскiльки потенцiал є iнварiантним вiдносно перетворень групи 𝐺:
𝑉 (Φ′

0) = 𝑉 (𝑔Φ0) = 𝑉 (Φ0), – то у даному випадку

𝜕2𝑉

𝜕𝜙𝑖𝜕𝜙𝑗

⃒⃒⃒⃒
𝜙=Φ0

𝛿𝜙𝑖𝛿𝜙𝑗 = 0. (3.68)

Основна iдея доведення теореми Голдстоуна полягає у тому, що
при перетвореннi основного стану за допомогою елемента групи 𝐺, що
належить пiдгрупi𝐻, основний стан системи не змiнюється: Φ0 = ℎΦ0.
У цьому випадку, змiна певної кiлькостi польових функцiй вiдбувати-
ся не буде 𝛿𝜙𝑘 = 0. Тодi, згiдно з (3.68), вiдповiднi елементи масової
матрицi 𝑀𝑖𝑗 можуть не дорiвнювати нулю i визначатимуть значення
маси масивних бозонiв. Якщо ж здiйснити перетворення основного
стану системи за допомогою елемента групи 𝐺, що не належить пiд-
групi 𝐻, то основний стан системи змiниться i для певної кiлькостi
польових функцiй 𝛿𝜙𝑚 ̸= 0. Це означатиме, що вiдповiднi елементи
масової матрицi 𝑀𝑖𝑗 мають дорiвнювати нулю i їх кiлькiсть визнача-
тиме кiлькiсть безмасових бозонiв.

Якщо вiд групи 𝐺 забрати елементи пiдгрупи 𝐻, то утвориться
об’єкт 𝐺/𝐻, що не є групою (звичайно, оскiльки прибирається i оди-
ничний елемент, що належить 𝐻). Елементи 𝐺/𝐻 утворюють суку-
пнiсть сумiжних класiв. Сформулюємо тепер теорему Голдстоуна:
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кiлькiсть голдстоунiвських (безмасових) бозонiв дорiвнює розмiрно-
стi простору 𝐺/𝐻 (позначають 𝑑𝑖𝑚𝐺/𝐻), що дорiвнює кiлькостi
генераторiв групи 𝐺 мiнус кiлькiсть генераторiв пiдгрупи 𝐻. Отри-
маний результат не залежить вiд явної форми потенцiалу 𝑉 , вiд ви-
бору представлення групи 𝐺 та справедливий як для дiйсних, так i
для комплексних полiв.

Перевiримо дане твердження на конкретних прикладах.
Для групи 𝑈(1) вакуумний стан визначається рiвнянням 𝜙*𝜙 =

𝜙2
0/2 (див. явний вигляд потенцiалу (3.29)), i, вiдповiдно, може бути

представлений у виглядi

Φ0 =
𝜙0√
2
𝑒𝑖𝜉, (3.69)

де 𝜉 довiльне дiйсне число. У даному випадку 𝐺 = 𝑈(1), 𝑔 = 𝑒𝑖𝛼,
вiдповiдно 𝑔Φ0 = 𝜙0√

2
𝑒𝑖(𝜉+𝛼) ̸= Φ0. Iнварiантна пiдгрупа 𝐻 вiдсутня

(або являє собою одиничний елемент), вiдповiдно, розмiрнiсть 𝐺/𝐻
дорiвнює розмiрностi групи 𝐺 i дорiвнює одиницi. Тобто, в теорiї буде
присутнiй один голдстоунiвський бозон.

Для групи 𝑆𝑂(3) вакуумний стан нейтрального поля 𝜙 = (𝜙1, 𝜙2, 𝜙3)
визначається рiвнянням (3.49)

(𝜙1)2 + (𝜙2)2 + (𝜙3)2 = 𝜙2
0.

У найпростiшому виглядi його вектор-функцiя може бути представ-
лена у виглядi

Φ0 = (𝜙0, 0, 0). (3.70)

Група 𝐺 = 𝑆𝑂(3) має три генератори. Iнварiантна пiдгрупа 𝐻 являє
собою групу 𝑆𝑂(2) поворотiв навколо вiсi 𝑂𝑋 з одним генератором 𝑇1
(див. (D1.45), (D1.47)): дiя елемента 𝑔𝑥 = 𝐼+𝜃1𝑋1 на Φ0 залишає його
незмiнним 𝑔𝑥Φ0 = Φ0. Вiдповiдно, розмiрнiсть𝐺/𝐻 дорiвнює 3−1 = 2.
Таким чином, у теорiї будуть присутнi два голдстоунiвських бозона.

Для групи 𝑆𝑈(2) вакуумний стан скалярного поля

𝜑 =

⎛⎜⎝
𝜑1 + 𝑖𝜑2√

2
𝜑3 + 𝑖𝜑4√

2

⎞⎟⎠
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визначається рiвнянням (3.56)

𝜑21 + 𝜑22 + 𝜑23 + 𝜑24
2

=
𝜙2
0

2
.

У найпростiшому виглядi вiн може бути представлений як

𝜑0 =

(︃
0
𝜙0√
2

)︃
. (3.71)

Група 𝐺 = 𝑆𝑈(2) має три генератори. Iнварiантна пiдгрупа 𝐻 вiд-
сутня (або являє собою одиничний елемент), вiдповiдно розмiрнiсть
𝐺/𝐻 дорiвнює розмiрностi групи 𝐺 i дорiвнює трьом. Отже, в теорiї
будуть присутнi три голдстоунiвських бозона.

3.6 Механiзм Хiггса генерацiї маси
калiбрувальних полiв

Розглянемо механiзм, що забезпечує появу маси у калiбрувальних
полiв у моделях зi спонтанним порушенням симетрiї на прикладi 𝑈(1)
початкової симетрiї лагранжiана скалярного поля1.

Згiдно з Роздiлом 3.2, лагранжiан iз глобальною калiбрувальною
iнварiантнiстю вiдносно групи 𝑈(1) має вигляд:

ℒ = 𝜕𝜇𝜙
*𝜕𝜇𝜙− 𝜆

(︂
|𝜙|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

. (3.72)

Звiдси, згiдно з Роздiлом 2.1, легко отримати лагранжiан iз локаль-
ною калiбрувальною iнварiантнiстю, що забезпечується введенням без-
масового калiбрувального поля

ℒ = (𝐷𝜇𝜙)
*𝐷𝜇𝜙− 𝜆

(︂
|𝜙|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (3.73)

де 𝐷𝜇𝜙 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝜙, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈 − 𝜕𝜈𝐴𝜇. Даний лагранжiан є
iнварiантним до перетворень

𝜙→ 𝜙′ = 𝑒−𝑖𝛼𝜙; 𝐴𝜇 → 𝐴′
𝜇 = 𝐴𝜇 −

1

𝑒
𝜕𝜇𝛼. (3.74)

1Поява маси калiбрувальних полiв у моделi зi спонтанним порушенням 𝑆𝑈(2)
симетрiї лагранжiана скалярного поля буде розглянута в Роздiлi 4.3.
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Розглянемо збудження скалярного поля вiдносно основного стану
у виглядi (3.45)

𝜙′ =
𝜙0 + 𝜒√

2
𝑒−𝑖𝜉. (3.75)

Отримаємо для лагранжiана (3.73)

ℒ =
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒

2
+
𝜕𝜇𝜉𝜕

𝜇𝜉

2
(𝜙2

0+2𝜙0𝜒+𝜒
2)− (

√
2𝜆𝜙0)

2

2
𝜒2−𝜆𝜙0𝜒

3−𝜆
4
𝜒4+

+ 𝑒(𝜙2
0 + 2𝜙0𝜒+ 𝜒2)𝜕𝜇𝜉𝐴

𝜇 +
𝑒2

2

(︀
𝜒2 + 2𝜙0𝜒

)︀
𝐴𝜇𝐴

𝜇+

+
(𝑒𝜙0)

2

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (3.76)

iз якого випливає, що калiбрувальне поле набуває маси 𝑚𝐴 = 𝑒𝜙0,
скалярне поле 𝜒 набуває маси 𝑚𝜒 =

√
2𝜆𝜙0, а поле1 𝜉 є безмасовим.

Отриманий лагранжiан мiстить доданки взаємодiї скалярних полiв
𝜒 та 𝜉 мiж собою та з калiбрувальним полем 𝐴𝜇. Однак взаємодiя з
голдстоунiвським полем 𝜉 є нефiзичною, оскiльки поле 𝜉 може бути
взагалi виключене iз теорiї, а саме, воно може бути поглинуте полем
𝐴𝜇 за допомогою замiни

𝐴𝜇 → 𝐴𝜇 −
1

𝑒
𝜕𝜇𝜉. (3.77)

У результатi отримаємо лагранжiан

ℒ =
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒

2
− 𝑚2

𝜒

2
𝜒2 − 𝜆𝜙0𝜒

3 − 𝜆

4
𝜒4+

+
𝑒2

2

(︀
𝜒2 + 2𝜙0𝜒

)︀
𝐴𝜇𝐴

𝜇 +
𝑚2
𝐴

2
𝐴𝜇𝐴

𝜇 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 , (3.78)

що вiдповiдає системi, у якiй скалярне поле знаходиться у збудженому
станi у формi

𝜙′ =
𝜙0 + 𝜒√

2
, (3.79)

де вiдсутнє збудження по уявнiй частинi поля.
1Величина 𝜉 є безрозмiрною функцiєю. У Роздiлi 3.2 їй ставилося у вiдповiд-

нiсть голдстоунiвське бозонне поле 𝜃 = 𝜙0𝜉.
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Лагранжiан (3.78) мiстить масивне векторне поле та не мiстить
поля голдстоунiвського бозона. Безумовно, такий лагранжiан вже не
є калiбрувально iнварiантним, оскiльки калiбрування вже було зафi-
ксовано виразом (3.77). Таке калiбрування отримало назву унiтарного
калiбрування.

Необхiдно звернути увагу, що безмасове векторне поле має лише
двi фiзичнi проекцiї спiну частинок (+1,−1): проекцiї вздовж та проти
напрямку руху. Таким чином воно характеризується двома ступеня-
ми вiльностi. На вiдмiну вiд цього випадку, масивне векторне поле
характеризується трьома ступенями вiльностi: фiзичнi проекцiї спiну
частинок (+1, 0,−1). У наведеному вище механiзмi Хiггса кiлькiсть
ступенiв вiльностi зберiгається, а саме: ступiнь вiльностi, що вiдповiд-
ав уявнiй частинi скалярного поля перейшов у третiй ступiнь вiльностi
масивного векторного поля. Тому часто вживається жаргонний вираз:
калiбрувальне поле "з’їло" голдстоунiвський бозон i стало масивним.

В загальному випадку лагранжiана з довiльною групою симетрiї
маса калiбрувальних полiв генерується кiнетичними доданками полiв
матерiї з подовженими похiдними:

(𝐷𝜇𝜑)
+𝐷𝜇𝜑 = ((𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝜇,𝑎)𝜑)+(𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑏𝐴𝑏𝜇)𝜑 = (3.80)

𝜕𝜇𝜑
+𝜕𝜇𝜑− 𝑖𝑔(𝜕𝜇𝜑+𝑇 𝑎𝜑− 𝜑+𝑇 𝑎𝜕𝜇𝜑)𝐴𝜇,𝑎 + 𝑔2𝜑+𝑇 𝑎𝑇 𝑏𝜑𝐴𝜇,𝑎𝐴𝑏𝜇.

Якщо скалярне поле матерiї знаходиться в основному станi: 𝜙 = 𝜙0, то
останнiй доданок визначатиме масову матрицю калiбрувальних полiв

𝑔2𝜑+0 𝑇
𝑎𝑇 𝑏𝜑0𝐴

𝜇,𝑎𝐴𝑏𝜇 = 𝑚𝑎𝑏𝐴
𝜇,𝑎𝐴𝑏𝜇. (3.81)

Припустимо, що або основний стан або генератори обранi так, що
масова матриця є дiагональною1, тодi

𝑔2𝜑+0 𝑇
𝑎𝑇 𝑎𝜑0𝐴

𝜇,𝑎𝐴𝑎𝜇 = 𝑚𝑎𝐴
𝜇,𝑎𝐴𝑎𝜇, 𝑚𝑎 = 𝑔2𝜑+0 𝑇

𝑎𝑇 𝑎𝜑0, (3.82)

де 𝑚𝑎 є масою поля 𝐴𝑎𝜇.
Припустимо, що iснують груповi перетворення за допомогою пев-

ного генератора вiдповiдної групи, при яких вакуумний стан скаляр-
ного поля не змiнюється:

𝜑0 → 𝜑′0 = (1− 𝑖𝛼𝑇 𝑎)𝜑0 = 𝜑0, (3.83)
1Якщо нi, то треба унiтарними перетвореннями калiбрувальних полiв зробити

масову матрицю дiагональною, див. Роздiл 4.3.
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вiдповiдно 𝑇 𝑎𝜑0 = 0 i поле 𝐴𝑎𝜇 з даним груповим iндексом є безмасо-
вим.

Наприклад, лагранжiан (3.52) є iнварiантним вiдносно непростої
компактної 𝑈(1)×𝑆𝑈(2) групи симетрiї. З чотирьох генераторiв такої
групи 𝜏 𝑖/2, 𝐼/2 можна створити такi генератори: 𝜏1/2, 𝜏2/2, (𝐼−𝜏3)/2,
(𝐼+ 𝜏3)/2. Нехай основний стан буде описуватися виразом (3.58), тодi

𝑇𝜑0 ̸= 𝜑0, 𝑇 = 𝑎𝜏1/2 + 𝑏𝜏2/2 + 𝑐(𝐼 − 𝜏3)/2, (3.84)

𝑇𝜑0 = 0, 𝑇 = (𝐼 + 𝜏3)/2. (3.85)

Вiдповiдно для даного лагранжiана буде одне безмасове калiбруваль-
не поле та три масивних.

Узагальнимо отриманий результат за допомогою теореми Голдсто-
уна: для калiбрувальних теорiй зi спонтанним порушенням симетрiї
(в унiтарному калiбруваннi) голдстоунiвськi бозони зникають, а рiв-
на їм кiлькiсть калiбрувальних полiв стають масивними. Отже, калi-
брувальнi теорiї зi спонтанним порушенням симетрiї скалярного по-
ля групи 𝐺 будуть мiстити вiдповiднi калiбрувальнi поля в кiлькостi
𝑑𝑖𝑚𝐺, iз яких масивними будуть 𝑑𝑖𝑚𝐺/𝐻 полiв.

Наприклад, якщо для групи 𝑆𝑂(3) у станi з непорушеною симетрi-
єю ми мали три безмасових скалярних поля та три безмасових вектор-
них калiбрувальних поля, то пiсля порушення симетрiї будемо мати
одне масивне хiггсiвське скалярне поле, два масивних калiбрувальних
поля та одне калiбрувальне безмасове поле1. Для групи 𝑆𝑈(2) у ста-
нi з непорушеною симетрiєю ми мали чотири безмасових скалярних
поля та три безмасових векторних калiбрувальних поля, а пiсля пору-
шення симетрiї будемо мати одне масивне хiггсiвське скалярне поле
та три масивних калiбрувальних поля2.

Як можна зрозумiти, всi переваги сценарiю спонтанного поруше-
ння симетрiї реалiзуються завдяки тому, що система переходить в
основний стан з ненульовим значенням скалярної польової функцiї.
При цьому симетрiя основного стану є меншою за симетрiю початко-
вого стану системи. Дана ситуацiя може вiдбутися лише для теорiй

1Група 𝐺 = 𝑆𝑂(3), група 𝐻 = 𝑆𝑂(2), 𝑑𝑖𝑚𝑆𝑂(3) = 3, 𝑑𝑖𝑚𝑆𝑂(2) = 1,
𝑑𝑖𝑚𝑆𝑂(3)/𝑆𝑂(2) = 3− 1 = 2.

2Група 𝐺 = 𝑆𝑈(2), група 𝐻 = 𝐸 – одинична, 𝑑𝑖𝑚𝑆𝑈(2) = 3, 𝑑𝑖𝑚𝐸 = 0,
𝑑𝑖𝑚𝑆𝑈(2)/𝐻 = 3− 0 = 3.
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бозонних полiв, оскiльки на рiвнi вторинноквантованої теорiї поля не-
нульове стале значення польової функцiї в основному станi системи
вiдповiдає iснуванню конденсату частинок в основному станi системи,
який не може бути реалiзований для Фермi частинок згiдно з прин-
ципом Паулi.

За допомогою векторних полiв реалiзувати сценарiй спонтанного
порушення симетрiї також неможливо. Справа в тому, що якщо в пев-
нiй системi вiдлiку компоненти векторного поля мають певнi вакуумнi
середнi, тобото 𝐴𝜈(𝑥) = 𝜆𝜈 + 𝜒𝜈(𝑥), то при переходi до iншої системи
вiдлiку вони змiняться, див. Додаток 3. Отже така теорiя втратить
iнварiантнiсть вiдносно перетворень Лоренца. Те ж саме буде i для
полiв з вищими цiлими значеннями спiну. Скалярне ж поле видiляє-
ться саме тим, що воно не змiнюється при перетвореннях Лоренца.
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3.7 Формалiзм Штюкельберга для опису масив-
них векторних полiв групи 𝑈(1)

В даному Роздiлi буде показано, що для опису масивних векторних
полiв групи 𝑈(1) окрiм механiзму Хiггса iснує альтернативний пiдхiд
Штюкельберга. В Стандартнiй моделi формалiзм Штюкельберга не
використовується, але вiн може бути застосовним в розширеннях СМ.

Мотивацiя введення лагранжiану Штюкельберга
Як вiдомо, iснують два пiдходи до лагранжевого опису масивного

векторного поля: запис лагранжiана за допомогою тензора Максвела
(лагранжiан Прока) та запис лагранжiана масивного векторного по-
ля за аналогiєю з записом лагранжiана масивного скалярного поля,
див. [56]. Оскiльки зазначенi два лагранжiани вiдрiзняються один вiд
одного на повну похiдну, ми очiкуємо їх еквiвалентностi. Однак, як
ми побачимо далi, процедура вторинного квантування у зазначених
двох формалiзмах буде вiдрiзнятися. При спробi узгодити мiж собою
теорiю вторинно квантованих векторних масивних полiв в зазначених
двох пiдходах i виникне поняття поля Штюкельберга.

Нагадаємо, як вiдбувається вторинне квантування масивного ве-
кторного поля [56]. В стандартному пiдходi лагранжiан масивного за-
рядженого векторного поля (лагранжiан Прока) має вигляд

ℒ = −1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +𝑚2𝑉 𝜇𝑉 †
𝜇 . (3.86)

Даний лагранжiан не має калiбрувальної iнварiантностi вiдносно пе-
ретворень за групою 𝑈(1) за рахунок масового доданку. Рiвняння ру-
ху для векторного поля, що описується лагранжiаном (3.86), має ви-
гляд рiвняння Прока:

𝜕𝜇𝐹𝜇𝜈 +𝑚2𝑉𝜈 = 0. (3.87)

Взявши похiдну 𝜕𝜈 вiд обох частин останнього рiвняння, отримаємо
𝑚2𝜕𝜈𝑉𝜈 = 0, звiдки автоматично випливає умова Лоренца 𝜕𝜈𝑉𝜈 = 0.
Вираз для енергiї поля, що задається лагранжiаном (3.86), є додатньо-
визначеним. За рахунок наявностi умови Лоренца кiлькiсть ступенiв
вiльностi векторного поля замiсть 4 стає рiвною 3 (три поляризацiйнi
стани з проекцiєю спiну на напрямок руху ±1, 0). Вторинне кванту-
вання вiдбувається канонiчним чином.
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В результатi канонiчного вторинного квантування [64] отримаємо

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉𝜈(𝑦)]− = 0, [𝑉 †
𝜇 (𝑥), 𝑉

†
𝜈 (𝑦)]− = 0 (3.88)

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉
†
𝜈 (𝑦)]− = −𝑖

(︂
𝑔𝜇𝜈 +

1

𝑚2
𝜕𝜇𝜕𝜈

)︂
∆𝑚(𝑥− 𝑦), (3.89)

де ∆𝑚(𝑥 − 𝑦) – функцiя Паулi-Йордана, що задовольняє рiвнянню
Клейна-Гордона (𝜕𝜇𝜕

𝜇 +𝑚2)∆𝑚(𝑥 − 𝑦) = 0. Взявши похiднi вiд обох
частин даного виразу та використавши рiвняння на ∆𝑚(𝑥−𝑦), можна
показати, що

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− = 0. (3.90)

Розглянемо тепер лагранжiан масивного зарядженого векторного
поля у формi, подiбнiй до лагранжiану скалярного поля:

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 𝜇𝜕𝜈𝑉 †
𝜇 +𝑚2𝑉 𝜇𝑉 †

𝜇 . (3.91)

Цей лагранжiан вiдрiзняється вiд (3.86) лише на повну похiдну, то-
му ми очiкуємо еквiвалентностi лагранжiанiв (3.86) та (3.91). З ла-
гранжiану (3.91) випливає рiвняння руху у формi Клейна-Гордона (в
рiвняння входить лише 4-потенцiал, без тензора Максвелла)

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)𝑉𝜈 = 0. (3.92)

Взявши похiдну вiд обох частин даного виразу, отримаємо

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)(𝜕𝜈𝑉𝜈) = 0. (3.93)

Тобто, як частковий випадок, згортка 𝜕𝜈𝑉𝜈 може бути рiвною нулю, а
в загальному випадку це може бути ненульова функцiя, що задоволь-
няє рiвнянню (3.93).

Вираз для енергiї поля, що задається лагранжiаном (3.91), не є
додатньовизначеним [56]:

𝑇 00=

3∑︁
𝛼=1

[𝑚2𝑉 †
𝛼𝑉𝛼 + 𝜕𝜇𝑉

†
𝛼𝜕𝜇𝑉𝛼]− [𝑚2𝑉 †

0 𝑉0 + 𝜕𝜇𝑉
†
0 𝜕𝜇𝑉0]. (3.94)

Просторовi компоненти векторного поля дають позитивний внесок в
енергiю, а нульова компонента векторного поля дає негативний внесок
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в енергiю векторного поля. Ситуацiю рятує накладання умови Лорен-
ца 𝜕𝜇𝑉 𝜇 = 0, але воно вiдбувається штучно, а не випливає з рiвнянь
руху, як це було в (3.87). Використання умови Лоренца дозволяє ви-
разити нульову компоненту поля через три просторовi компоненти. В
результатi вираз для енергiї стає додатньовизначеним i мiстить лише
три просторовi компоненти векторного поля. Вiдповiдно при застосу-
ваннi процедури вторинного квантування данi три просторовi компо-
ненти будуть проквантованi, а оператор нульової компоненти вектор-
ного поля буде виражатися через оператори просторових компонент
завдяки умовi Лоренца.

Подiбна ситуацiя виникає i у випадку безмасового електромагнi-
тного поля, якщо його описувати лагранжiаном

ℒ = −1

2
𝜕𝜈𝐴𝜇𝜕

𝜈𝐴𝜇. (3.95)

Щоб енергiя електромагнiтного поля не була негативною, штучно на-
кладається умова Лоренца 𝜕𝜇𝐴𝜇 = 0. Якщо це зробити на рiвнi кла-
сичних полiв, то у вираз для енергiї ввiйдуть лише двi компоненти
електромагнiтного поля (внесок нульової компоненти поля та компо-
ненти повздовжньої до просторового вектора iмпульсу (третя компо-
нента) взаємно скоротяться). Вiдповiдно при застосуваннi процедури
вторинного квантування лише двi просторовi поперечнi компоненти
будуть проквантованi, а нульова та третя компоненти залишаться не-
квантованими компонентами поля [56]. Тому при вторинному кванту-
ваннi електромагнiтного поля методом Блейлера-Гупта виявляється
коректним накласти умову Лоренца не на класичнi поля, а на опера-
тори електромагнiтних полiв пiсля вторинного квантування, а саме:

𝜕𝜇𝐴−
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0, (3.96)

де мається на увазi 𝐴𝜇 = 𝐴−
𝜇 +𝐴+

𝜇 , оператор 𝐴−
𝜇 мiстить лише опера-

тори знищення, а 𝐴+
𝜇 лише оператори народження.

Комутацiйнi спiввiдношення на оператори нейтральних безмасо-
вих полiв в цьому випадку матимуть вигляд [56]:

[𝐴𝜇(𝑥), 𝐴𝜈(𝑦)]− = −𝑖𝑔𝜇𝜈∆0(𝑥− 𝑦), (3.97)

де нижнiй iндекс 0 поблизу ∆ означає безмасовiсть векторних полiв.
Легко отримати, що

[𝜕𝜇𝐴𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝐴𝜈(𝑦)]− = 0, (3.98)
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бо для безмасового поля 𝜕𝜇𝜕𝜇∆0(𝑥− 𝑦) = 0.
Спiввiдношення (3.96) не суперечить умовi (3.98). Справдi, подi-

явши праворуч на фiзичний стан системи

[𝜕𝜇𝐴𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝐴𝜈(𝑦)]− =

= [𝜕𝜇𝐴−
𝜇 (𝑥), 𝜕

𝜈𝐴+
𝜈 (𝑦)]− + [𝜕𝜇𝐴+

𝜇 (𝑥), 𝜕
𝜈𝐴−

𝜈 (𝑦)]− = 0 / |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ (3.99)

та врахувавши (3.98), отримаємо

𝜕𝜇𝐴−
𝜇 (𝑥)𝜕

𝜈𝐴+
𝜈 (𝑦)|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ − 𝜕𝜈𝐴−

𝜈 (𝑦)𝜕
𝜇𝐴+

𝜇 (𝑥)|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ =
= /𝜕𝜇𝐴+

𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = |𝑝ℎ𝑦𝑠′⟩/ = 0, (3.100)

де справедливiсть твердження 𝐴+
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = |𝑝ℎ𝑦𝑠′⟩ показана в [56].

Здавалося б, що метод Блейлера-Гупта можна застосувати i для
масивного зарядженого векторного поля з лагранжiаном

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 †
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 +𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇, (3.101)

але виявляється, що накладання умови (3.96) є суперечливим по вiд-
ношенню до комутацiйних операторiв полiв [65]. Справдi, комутацiйнi
спiввiдношення на оператори масивних заряджених векторних полiв
в даному пiдходi матимуть вигляд [56]:

[𝑉𝜇(𝑥), 𝑉
†
𝜈 (𝑦)]− = −𝑖𝑔𝜇𝜈∆𝑚(𝑥− 𝑦), (3.102)

вiдповiдно,

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− = 𝑖𝜕𝜇𝜕𝜇∆𝑚(𝑥− 𝑦) = −𝑖𝑚2∆𝑚(𝑥− 𝑦) ̸= 0, (3.103)

що суперечить умовi 𝜕𝜇𝑉 −
𝜇 |𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0 [56, 65].

Для вирiшення цiєї проблеми Штюкельберг у 1938 роцi запропо-
нував доповнити лагранжiан зарядженого векторного масивного по-
ля (3.91), а саме - додати до нього заряджене скалярне поле 𝐵(𝑥),
що отримало назву поля Штюкельберга (Stueckelberg field). Дане поле
має задовольняти рiвнянню

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 +𝑚2)𝐵 = 0 (3.104)

з тiєю ж масою, що i маса векторного зарядженого масивного поля.
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Для операторiв вторинноквантованого скалярного поля комута-
цiйнi спiввiдношення мають стандартний вигляд [56]:

[𝐵̂(𝑥), 𝐵̂(𝑦)]− = 0, [𝐵̂(𝑥), 𝐵̂†(𝑦)]− = 𝑖∆𝑚(𝑥− 𝑦). (3.105)

Тодi автоматично буде виконуватися умова

[𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥) +𝑚𝐵̂(𝑥), 𝜕𝜈𝑉 †
𝜈 (𝑦) +𝑚𝐵̂†(𝑦)]− =

= [𝜕𝜇𝑉𝜇(𝑥), 𝜕
𝜈𝑉 †

𝜈 (𝑦)]− +𝑚2[𝐵̂(𝑥), 𝐵̂†(𝑦)]− = 0 (3.106)

i можна накласти несуперечливу умову квантування у виглядi

𝑆−|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = (𝜕𝜇𝑉𝜇 +𝑚𝐵̂)−|𝑝ℎ𝑦𝑠⟩ = 0 (3.107)

та комутацiйнi спiввiдношення

[𝑆(𝑥), 𝑆(𝑦)]− = [𝑆(𝑥), 𝑆†(𝑦)]− = 0. (3.108)

До питання введення додаткового скалярного поля Штюкельбер-
га можна пiдiйти i з iншого боку, бiльш просто. Комутацiйнi спiв-
вiдношення для вторинноквантованих операторiв полiв лагранжiана
(3.86) мають вигляд (3.89), а комутацiйнi спiввiдношення для вторин-
ноквантованих операторiв полiв лагранжiана (3.101) мають вигляд
(3.102). Якщо лагранжiани (3.86) та (3.101) є тотожними (вiдрiзня-
ються на доданки, що являють собою повну похiдну), то чому кому-
тацiйнi спiввiдношення для вторинноквантованих операторiв полiв є
рiзними? Доповнення векторного поля додатковим скалярним полем
вирiшує цю проблему, справдi[︂

𝑉𝜇(𝑥)−
1

𝑚
𝜕𝜇𝐵(𝑥), 𝑉 †

𝜈 (𝑦)−
1

𝑚
𝜕𝜈𝐵

†(𝑦)

]︂
−
=

= −𝑖
(︂
𝑔𝜇𝜈 +

1

𝑚2
𝜕𝜇𝜕𝜈

)︂
∆𝑚(𝑥− 𝑦), (3.109)

що й збiгається з виразом (3.89). Можна показати, що умови (3.106)
та (3.109) еквiвалентнi.

Таким чином, замiсть лагранжiана (3.91), Штюкельберг запропо-
нував використовувати лагранжiан векторного масивного поля разом
з допомiжним скалярним полем 𝐵:

ℒ = −𝜕𝜈𝑉 †
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 +𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇 + 𝜕𝜇𝐵†𝜕𝜇𝐵 −𝑚2𝐵†𝐵. (3.110)
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Накладання додаткової умови (3.107) робить енергiю системи полiв
даного лагранжiана додатньовизначеною.

Порахуємо тепер кiлькiсть ступенiв вiльностi в останньому лагран-
жiанi – їх 5, а має бути для лагранжiана масивного векторного поля
3. Один ступiнь вiльностi знiме додаткова умова (3.107). Однак має
iснувати ще одна умова, яка б зняла ще один ступiнь вiльностi. Такою
умовою є умова калiбрувальної iнварiантностi лагранжiану (3.110)
вiдносно перетворень

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 + 𝜕𝜇Λ, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 +𝑚Λ, (3.111)

де Λ – комплексна функцiя, що задовiльняє умовi (𝜕𝜇𝜕𝜇 +𝑚2)Λ = 0.
Зазначену iнварiантнiсть легко побачити, якщо додати до лагранжi-
ану (3.110) повну похiдну −𝑚𝜕𝜇[𝑉 †

𝜇𝐵 +𝐵†𝑉𝜇], що змiшує векторнi та
скалярнi поля, i перетворити лагранжiан до вигляду:

ℒ = −1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +𝑚2

(︂
𝑉 †
𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

†
)︂(︂

𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−

− (𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 +𝑚𝐵†)(𝜕𝜈𝑉𝜈 +𝑚𝐵) =

− 1

2
𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+𝑚2𝑉 †
𝜇𝑉

𝜇−(𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 )(𝜕

𝜈𝑉𝜈)+𝜕𝜇𝐵
†𝜕𝜇𝐵−𝑚2𝐵†𝐵. (3.112)

При записi останнього виразу ми врахували, що якщо вiдкинути повну
похiдну, є справедливим вираз

𝐹 †
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈/2 = 𝜕𝜈𝑉
†
𝜇𝜕

𝜈𝑉 𝜇 − (𝜕𝜇𝑉 †
𝜇 )(𝜕

𝜈𝑉𝜈).

Умова (𝜕𝜇𝜕
𝜇 + 𝑚2)Λ = 0 випливає з iнварiантностi другого рядка

лагранжiана (3.112) вiдносно перетворень (3.111).
Лагранжiан (3.112) отримав назву лагранжiана Штюкельберга.

Звертаємо увагу, що ньому не змiшуються векторнi та скалярнi по-
ля.

У випадку нейтрального векторного поля лагранжiан Штюкель-
берга набуває вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−1

2
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝑚𝐵)2

= −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2
(𝜕𝜇𝑉𝜇)

2 +
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝑚2

2
𝐵2. (3.113)
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Якщо перепозначити 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇− 1
𝑚𝜕𝜇𝐵, то 𝐹𝜇𝜈 = 𝑋𝜇𝜈 та отримаємо

ℒ = −1

2
𝑋†
𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +𝑚2𝑋†
𝜇𝑋

𝜇 − (𝜕𝜇𝑋†
𝜇)(𝜕

𝜈𝑋𝜈), (3.114)

ℒ = −1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑋𝜇𝑋

𝜇 − 1

2
(𝜕𝜈𝑋𝜈)

2 (3.115)

для випадкiв зарядженого та нейтрального полiв вiдповiдно. Зверта-
ємо увагу, що комутацiйнi спiввiдношення для операторiв вторинно-
квантованих полiв записуються саме для полiв 𝑋𝜇 (3.109). Важливим
є також той факт, що останнi доданки являють собою квадрат дода-
ткової умови (фiксацiя калiбрування) i саме вони забезпечують вiдсу-
тнiсть змiшування мiж векторною та скалярною складовими поля.

Головна вiдмiннiсть лагранжiанiв Штюкельберга вiд лагранжiану
звичайного масивного векторного поля полягає у тому, що лагранжi-
ан звичайного векторного масивного поля не має iнварiантностi до
калiбрувальних перетворень, а лагранжiан Штюкельберга масивних
векторних полiв має iнварiантнiсть вiдносно фейкових калiбруваль-
них перетворень групи 𝑈(1), див. (3.111), при яких поле 𝑋𝜇 не змiню-
ється [66]. Це дає новi можливостi для запису доданкiв взаємодiї поля
Штюкельберга з iншими полями.

𝑅𝜉 калiбрування у формалiзмi Штюкельберга
Наведенi вище лагранжiани Штюкельберга (3.114), (3.115) були

побудованi виходячи з вимоги узгодження комутацiйних спiввiдно-
шень для операторiв вторинноквантованих функцiй з вiдповiдними
спiввiдношеннями, що випливали з лагранжiану Прока. Однак вико-
ристання лагранжiану Штюкельберга дозволяє провести узагальнен-
ня лагранжiана векторного поля на випадок довiльного калiбрування.

Для спрощення розглядатимемо лише випадок нейтрального ве-
кторного поля. Узагальнений лагранжiан має такий вигляд

ℒ𝜉 = −
1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 1

𝑚
𝜕𝜇𝐵

)︂
−

− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵)2 = −1

4
𝑋𝜇𝜈𝑋

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑋𝜇𝑋

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑋𝜇)

2 =

− 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜈𝑉

𝜈)2 +
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝜉𝑚2

2
𝐵2, (3.116)
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де 𝜉 > 0 – параметр, що фiксує калiбрування. Звертаємо увагу, що
означення 4-вектора 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚 не змiнилося, змiнилася лише
маса поля 𝐵 (𝑚→ √𝜉𝑚, тому й накладається вимога 𝜉 > 0) та вираз
для 4-дивергенцiї 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 +𝑚𝐵 → 𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵. Той факт, що
маса скалярного поля залежить вiд параметра 𝜉 вказує на те, що поле
𝐵 – допомiжне та нефiзичне поле. Як бачимо, в узагальненом виглядi
лагражiан також не мiстить змiшування мiж векторною та скалярною
компонентами поля.

Вираз в передостанньому рядку лагранжiана (3.116) можна роз-
глядати як функцiю Лагранжа з додатковою умовою 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 0 у
формалiзмi знаходження екстремуму функцiй в математичному ана-
лiзi за наявностi додаткової умови на функцiю. Параметр 𝜉 в цьому
випадку можна розглядати як параметр Лагранжа. Отже, можна вва-
жати, що в узагальненому формалiзмi Штюкельберга векторне по-
ле 𝑋𝜇 є комбiнацiєю векторного та скалярного полiв з рiзними ма-
сами 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 1

𝑚𝜕𝜇𝐵 (𝑉𝜇 – векторне поле з масою 𝑚, 𝐵 – ска-
лярне поле з масою

√
𝜉𝑚) з узагальненою умовою Лоренца у формi

𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 = 0. Оскiльки нам треба зберегти кiлькiсть сту-
пенiв вiльностей для масивного векторного поля, що дорiвнює 3, то
замiсть умови Лоренца ми могли обрати i будь-яку iншу умову. Умова
ж 𝜕𝜇𝑋𝜇 = 𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 = 0 видiлена тим, що забезпечує вiдсутнiсть
змiшування мiж полями 𝑉𝜇 та 𝐵 в кiнцевому лагранжiанi.

Лагранжiан Штюкельберга (3.116) в узагальненому випадку та-
кож залишається iнварiантним до "фейкових" калiбрувальних пере-
творень

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 + 𝜕𝜇Λ, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 +𝑚Λ, (3.117)

де Λ має задовольняти умовi (𝜕𝜇𝜕𝜇 + 𝜉𝑚2)Λ = 0.
З лагранжiана (3.116) можна отримати такi рiвняння на польовi

функцiї

𝜕𝜈𝜕
𝜈𝑉𝜇 +𝑚2𝑉𝜇 − (1− 𝜉−1)𝜕𝜇(𝜕𝜈𝑉

𝜈) = 0, (3.118)

(𝜕𝜈𝜕
𝜈 + 𝜉𝑚2)𝐵 = 0. (3.119)

Продиференцiювавши обидвi частини рiвняння (3.118) за допомогою
дiї оператора 𝜕𝜇, отримаємо

𝜉−1(𝜕𝜇𝜕
𝜇 + 𝜉𝑚2)(𝜕𝜈𝑉

𝜈) = 0, (3.120)
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тобто 𝜕𝜈𝑉
𝜈 в цьому випадку не обов’язково має дорiвнювати нулю,

воно має задовольняти рiвнянню Клейна-Гордона, неначе скалярне
поле з масою

√
𝜉𝑚.

Використавши означення 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 1
𝑚𝜕𝜇𝐵, легко отримати, що

(𝜕𝜇𝜕
𝜇 + 𝜉𝑚2)(𝜕𝜈𝑋

𝜈) = 0. (3.121)

Пропагатор поля Штюкельберга в 𝑅𝜉 калiбруваннi
Для лагранжiана векторного масивного поля у формi Прока (3.86)

причинна функцiя Грiна, або пропагатор, має вигляд

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩𝑃𝑟𝑜𝑐 =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.122)

Пропагатор поля Штюкельберга визначається як

𝐷𝑆ℎ𝑡
𝜇𝜈 (𝑥− 𝑥′) = −𝑖⟨0|𝑇𝑋̂𝜇(𝑥)𝑋̂𝜈(𝑥

′)|0⟩ =
− 𝑖⟨0|𝑇 (𝑉𝜇(𝑥)− 𝜕𝜇𝐵̂(𝑥)/𝑚)(𝑉𝜈(𝑥

′)− 𝜕𝜈𝐵̂(𝑥′)/𝑚)|0⟩ =

− 𝑖⟨0|𝑇𝑉𝜇(𝑥)𝑉𝜈(𝑥′)|0⟩ − 𝑖
𝜕
(𝑥)
𝜇 𝜕

(𝑥′)
𝜈

𝑚2
⟨0|𝑇𝐵̂(𝑥)𝐵̂(𝑥′)|0⟩. (3.123)

Пропагатор векторного поля з останнього рядка лагранжiана (3.116)

ℒ𝑉 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜈𝑉

𝜈)2 (3.124)

в iмпульсному просторi має вигляд [67–69]

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩=
−𝑖

𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈+(1−𝜉) 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝜉𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

)︂
. (3.125)

Пропагатор скалярного поля з останнього рядка лагранжiана (3.116)

ℒ𝐵 =
1

2
𝜕𝜇𝐵𝜕

𝜇𝐵 − 𝜉𝑚2

2
𝐵2 (3.126)

в iмпульсному просторi має вигляд

⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ = 𝑖

𝜉𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖 . (3.127)
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Вiдповiдно, в iмпульсному просторi

⟨𝑋̂𝜇(𝑘)𝑋̂𝜈(−𝑘)⟩ = ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩+
𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2
⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ =

−𝑖
𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈+(1−𝜉) 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝜉𝑚2−𝑘2−𝑖𝜖

)︂
+

𝑖𝑘𝜇𝑘𝜈/𝑚
2

𝜉𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖 =

−𝑖
𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.128)

Звертаємо увагу, пропагатор поля Штюкельберга в довiльному ка-
лiбруваннi виявився незалежним вiд калiбрування та рiвним пропага-
тору лагранжiана Прока (3.122). Проаналiзуємо складовi отриманого
виразу для окремих значень калiбрувального параметра 𝜉.

Для випадку 𝜉 = 0 (калiбрування Ландау) матимемо

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2
(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
, (3.129)

тобто внесок поля 𝑉𝜇 в пропагатор є повнiстю поперечним, бо згор-
тка ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩𝑘𝜈 = 0 (𝑉𝜇𝑘𝜇 = 0). Вiдповiдно, внесок поля 𝐵 є
повнiстю повздовжнiм. Саме тому часто в лiтературi внесок в поле
Штюкельберга вiд скалярного поля називають повздовжнiм внеском
або повздовжньою компонентою поля Штюкельберга навiть при нену-
льовому значеннi параметра 𝜉. Вираз пропагатора (3.129) збiгається
з виразом пропагатора безмасового векторного поля, де внесок у про-
пагатор дають лише два поляризацiйнi стани з проекцiєю спiна ±1 на
напрямок руху. При 𝜉 = 0 маса поля 𝐵 дорiвнює нулю i ситуацiя стає
схожою на ту, коли бозон векторного поля набуває масу в результатi
спонтанного порушення симетрiї, а додатковий ступiнь вiльностi бере
за рахунок поглинання голдстоунiвського бозону.

Для випадку 𝜉 =∞ (унiтарне калiбрування) матимемо

⟨𝑋̂𝜇(𝑘)𝑋̂𝜈(−𝑘)⟩ = ⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ =
−𝑖

𝑚2 − 𝑘2
(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2

)︂
. (3.130)

Скалярне поле 𝐵 випадає з розгляду та нi на що не впливає, бо має
масу

√
𝜉𝑚 =∞, вiдповiдно, ⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ = 0. Вiдповiдно, в унiтарно-

му калiбруваннi формалiзм поля Штюкельберга збiгається з форма-
лiзмом векторного поля, що задається лагранжiаном Прока.
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Звертаємо увагу, що при довiльному значеннi 𝜉 (не 0 та не ∞),
асимптотична поведiнка пропагаторiв при 𝑘𝜇 →∞ має вигляд:

⟨𝑉𝜇(𝑘)𝑉𝜈(−𝑘)⟩ ∼
1

𝑘2
;

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑚2
⟨𝐵̂(𝑘)𝐵̂(−𝑘)⟩ ∼ 1

𝑚2

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

, (3.131)

тобто внесок поля 𝐵 (повздовжнiй внесок) є домiнуючим та не прямує
до нуля, що є небезпечним для перенормовностi теорiї.

Якщо ж розглядати поле Штюкельберга як зовнiшню лiнiю у пев-
нiй дiаграмi Фейнмана, то трьом векторам поляризацiй вiдповiдають
вектора

𝜀1 = (0, 1, 0, 0), 𝜀2 = (0, 0, 1, 0), 𝜀𝐿 =
1

𝑚
(|⃗𝑘|, 0, 0, 𝑘0). (3.132)

Ми знову бачимо, що зi зростанням енергiї внесок повздовжньої моди
буде збiльшуватися.

В цьому мiсцi доречно згадати про теорему еквiвалентностi голд-
стоунiвського бозона [68]: амплiтуда випромiнення або поглинання
повздовжнього масивного калiбрувального векторного бозона при ве-
ликих енергiях дорiвнює амплiтудi випромiнення або поглинання голд-
стоунiвського бозона:

𝜀𝜆𝜇ℳ𝜇(𝐴) = 𝜀𝐿𝜇ℳ𝜇(𝐴) =
𝑘𝜇

𝑚𝐴
ℳ𝜇(𝑋) = 𝑖ℳ(𝐺, 𝜉 = 0), (3.133)

що вказує домiнуючий внесок в реакцiю голдстоунiвського мезона, що
був поглинутий масивним векторним полем (3.77).

У випадку поля Штюкельберга можна зробити аналогiчне твер-
дження, яке називається теорема повздовжньої еквiвалентностi. Во-
на говорить про те, що для високоенергетичного бозона Штюкельбер-
га основний внесок в реакцiю буде йти вiд доданка, що являє собою
похiдну вiд скалярного поля. Це можна записати у виглядi твердже-
ння для згортки амплiтуди реакцiї з 4-вектором поляризацiї бозона
Штюкельберга у випадку |⃗𝑘| ≫ 𝑚𝑋 :

𝜀𝜆𝜇ℳ𝜇(𝑋) = 𝜀𝐿𝜇ℳ𝜇(𝑋) =
𝑘𝜇

𝑚𝑋
ℳ𝜇(𝑋) = 𝑖ℳ(𝐵, 𝜉 = 0). (3.134)
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3.8 Маса поля Штюкельберга

Перше, на що потрiбно звернути увагу, так це на те, що коли
векторне поле калiбрувальної групи 𝑈(1) описувалося в формалiзмi
Прока, то його масовий доданок порушував принцип локальної калi-
брувальної iнварiантностi [70]. Вiдповiдно, для введення маси вектор-
ного поля нам було необхiдно поле Хiггса зi спонтанним порушенням
симетрiї, чиє ненульове вакуумне середнє генерувало масу векторного
поля. У випадку ж векторного поля Штюкельберга його лагранжiан
(3.116) має iнварiантнiсть вiдносно "фейкових" калiбрувальних пере-
творень (3.117) i наявнiсть масового доданку векторного поля нiчим не
забороняється, а отже, маса поля Штюкельберга може задаватися як
стартовий параметр теорiї. Тобто для введення маси поля Штюкель-
берга немає потреби у введеннi поля Хiггса та застосуваннi принципу
спонтанного порушення симетрiї [71].

Розглянемо ситуацiю, коли ми маємо масивне поле Штюкельбер-
га (3.116) та скалярне поле Хiггса (3.73) в найпростiшiй моделi
скалярного поля з iнварiантнiстю до калiбрувальних пере-
творень групи 𝑈(1):

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+ (𝐷𝜇𝜙)
*𝐷𝜇𝜙− 𝜆

(︂
|𝜙|2 − 𝜙2

0

2

)︂2

, (3.135)

де 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝑉𝜇, 𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉𝜈 − 𝜕𝜈𝑉𝜇. Звертаємо увагу, що в подов-
жену похiдну 𝐷𝜇 входить лише поле 𝑉𝜇, оскiльки для лагранжiана
скалярного поля з калiбрувальним полем ми i далi вимагатимемо ви-
конання принципу локальної калiбрувальної iнварiантностi1. До мо-
менту спонтанного порушення симетрiї векторне поле 𝑉𝜇 має масу 𝑚,
а скалярне поле 𝐵 має масу

√
𝜉𝑚.

Далi ми вважатимемо, що спонтанне порушення симетрiї вiдбулося
i поле Хiггса знаходиться в околi стану з мiнiмумом енергiї (3.75):

𝜙 =
𝜙0 + 𝜒(𝑥)√

2
𝑒𝑖𝜃(𝑥)/𝜙0 . (3.136)

1Якщо в повнiй похiднiй 𝐷𝜇𝜙 буде поле Штюкельберга, то при калiбрувальних
перетвореннях (𝐷𝜇𝜙)′*(𝐷𝜇𝜙)′ ↛ (𝐷𝜇𝜙)*𝐷𝜇𝜙.
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Тодi лагранжiан (3.135) отримає вигляд

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕𝜇𝜒+

1

2
(𝜕𝜇𝜃 − 𝑒𝜙0𝑉𝜇)

2

(︂
1 +

𝜒

𝜙0

)︂2

− 𝜆𝜒2
(︁
𝜙0 +

𝜒

2

)︁2
, (3.137)

де поле 𝜃 є безмасовим голдстоунiвським бозоном та здається нефiзи-
чним, тобто таким вiд якого можна позбутися шляхом калiбрувальних
перетворень.

Справдi, лагранжiан (3.135) здається калiбрувально iнварiантним
вiдносно перетворень

𝜙→ 𝜙′ = 𝑒−𝑖𝛼(𝑥)𝜙, 𝜙* → 𝜙*′ = 𝑒𝑖𝛼(𝑥)𝜙*,

𝑉𝜇 → 𝑉 ′
𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝛼(𝑥)/𝑒, 𝐵 → 𝐵′ = 𝐵 −𝑚𝛼(𝑥)/𝑒. (3.138)

Тодi, здавалося б, вiд поля 𝜃 можна позбутися шляхом калiбрувальних
перетворень

𝜙→ 𝑒−𝑖𝜃/𝜙0𝜙 =
𝜙0 + 𝜒√

2
, 𝑉𝜇 → 𝑉𝜇−

𝜕𝜇𝜃

𝑒𝜙0
, 𝐵 → 𝐵− 𝑚

𝑒𝜙0
𝜃, (3.139)

в результатi яких лагранжiан (3.135) набуде вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈+
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
− 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇+𝜉𝑚𝐵)2

+
1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕𝜇𝜒+

𝑒2

2
(𝜙0 + 𝜒)2𝑉 𝜇𝑉𝜇 −

𝜆

4
(𝜒2 + 2𝜙0𝜒)

2 (3.140)

i здавалося б, завдання виконане i з лагранжiану зникло голдстоунiв-
ське поле 𝜃. Однак є проблема, пов’язана з тим, що останнiй доданок
в першому рядку лагранжiана (3.137) при перетвореннях (3.139) буде
iнварiантним лише за умови (𝜕𝜇𝜕

𝜇+𝜉𝑚2)𝜃 = 0, але ж поле 𝜃 є безмасо-
вим – ми отримали протирiччя. Це значить, що перехiд до унiтарного
калiбрування поля Хiггса (позбавитися вiд поля 𝜃) у випадку наяв-
ностi поля Штюкельберга застосовувати не можна i поле 𝜃 слiд
залишити в лагранжiанi [65]!

Якщо поле 𝜃 залишається в лагранжiанi, то ми маємо проблем-
ний доданок, що йде з (𝜕𝜇𝜃 − 𝑒𝜙0𝑉𝜇)

2/2. Цим доданком є 𝑒𝜙0𝜕𝜇𝜃𝑉
𝜇,
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оскiльки в ньому є добуток лише двох польових функцiй рiзних полiв
i це мало б означити на рiвнi дiаграмної технiки Фейнмана перетво-
рення одного поля в iнше без зовнiшнього впливу, що є нефiзичним,
див. також Роздiл 4.11.

Вирiшити цю проблему можна за рахунок модифiкацiї доданку
лагранжiана, що визначає додаткову умову для поля Штюкельберга:

ℒ𝑐𝑜𝑛𝑑 = −
1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵)2 → − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉𝑚𝐵 + 𝜉𝑒𝜙0𝜃)

2, (3.141)

яку можна записати як

ℒ𝑐𝑜𝑛𝑑 = −
1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉𝜇)

2 − 𝜉

2
(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

2 + 𝑉 𝜇𝜕𝜇(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

− 𝜕𝜇[𝑉 𝜇(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)], (3.142)

де останнiй рядок можна вiдкинути як повну похiдну. Тодi доданок
𝑉 𝜇𝜕𝜇(𝑚𝐵+ 𝑒𝜙0𝜃) знищить доданки змiшування 𝑒𝜙0𝜕𝜇𝜃𝑉

𝜇 та 𝑉 𝜇𝜕𝜇𝐵.
Наступне, що треба вiдзначити – ми отримали недiагональний ви-

раз для масових доданкiв полiв 𝐵 та 𝜃:

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠𝐵𝜃 = −𝜉
2
(𝑚𝐵 + 𝑒𝜙0𝜃)

2 = −𝜉𝑚
2

2
𝐵2 − 𝜉(𝑒𝜙0)

2

2
𝜃2 − 𝜉𝑚𝑒𝜙0𝐵𝜃

= −1

2
(𝐵; 𝜃)

(︂
𝜉𝑚2 𝜉𝑚𝑒𝜙0

𝜉𝑚𝑒𝜙0 𝜉(𝑒𝜙0)
2

)︂(︂
𝐵
𝜃

)︂
. (3.143)

Це означає, що поля 𝐵 та 𝜃 не знаходяться в станах з визначеною
масою. Щоб перейти до масового базису полiв необхiдно дiагоналi-
зувати масову матрицю шляхом унiтарних перетворень, див. також
Роздiл 4.3: (︂

𝐵
𝜃

)︂
=

(︂
cos𝛽 − sin𝛽
sin𝛽 cos𝛽

)︂(︂
𝑆
𝐺

)︂
, (3.144)

де позначення 𝑆 та 𝐺 вiдповiдають скалярнiй частинi поля Штюкель-
берга (𝑆) та голдстоунiвському бозону (𝐺). Тодi лагранжiан (3.143)
запишеться у виглядi:

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠𝐵𝜃 = −𝑆
2

2
𝜉(𝑒𝜙0 sin𝛽 +𝑚 cos𝛽)2 − 𝐺2

2
𝜉(𝑒𝜙0 cos𝛽 −𝑚 sin𝛽)2

− 𝑆𝐺

2
𝜉(2𝑚𝑒𝜙0 cos 2𝛽 − (𝑚2 − (𝑒𝜙0)

2) sin 2𝛽). (3.145)

93



Зануливши коефiцiєнт поблизу змiшаного доданку 𝑆𝐺, отримаємо

tan 2𝛽 =
2𝑚𝑒𝜙0

𝑚2 − (𝑒𝜙0)2
; або

tan𝛽 =
𝑒𝜙0

𝑚
; sin𝛽 =

𝑒𝜙0√︀
𝑚2 + (𝑒𝜙0)2

; cos𝛽 =
𝑚√︀

𝑚2 + (𝑒𝜙0)2
. (3.146)

Тодi в нових позначеннях

ℒ𝑚𝑎𝑠𝑠𝐵𝜃 = −𝜉(𝑚
2 + (𝑒𝜙0)

2)

2
𝑆2, (3.147)

тобто поле 𝑆 (скалярна частина поля Штюкельберга) стало масивним,
а поле 𝐺 (голдстоунiвське поле) стало безмасовим.

В нових позначеннях лагранжiан набуде вигляду

ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 +
𝑚2
𝛾

2
𝑉𝜇𝑉

𝜇 − 1

2𝜉
(𝜕𝜇𝑉

𝜇)2+

1

2
𝜕𝜇𝑆𝜕

𝜇𝑆 − 𝜉𝑚2
𝛾

2
𝑆2 +

1

2
𝜕𝜇𝐺𝜕

𝜇𝐺+

1

2
𝜕𝜇𝜒𝜕

𝜇𝜒− 𝑚2
ℎ

2
𝜒2 − 𝜆

4
𝜒4 − 𝜆𝜙0𝜒

3+(︂
𝜒

𝜙0
+

𝜒2

2𝜙2
0

)︂[︂(︂
𝑒𝜙0

𝑚𝛾
𝜕𝜇𝑆 +

𝑒𝜙0

𝑚𝛾
𝜕𝜇𝐺

)︂
− 𝑒𝜙0𝑉𝜇

]︂2
, (3.148)

де 𝑚𝛾 =
√︀
𝑚2 + (𝑒𝜙0)2 – маса векторного поля, в яку дає внесок як

параметр масивного поля Штюкельберга, так i ненульове вакуумне се-
реднє поля Хiггса. Перша стрiчка лагранжiана описує вiльне вектор-
не поле 𝑉𝜇, друга стрiчка описує вiльнi скалярнi поля 𝑆 та 𝐺, третя
стрiчка описує масивне хiггсiвське поле 𝜒, четверта стрiчка описує
взаємодiї мiж полями. Звертаємо увагу, складовi поля Штюкельберга
(поля 𝑉𝜇 та 𝑆) мають масу, що вiдрiзняється на множник1 √𝜉, а саме
𝑚𝛾 та

√
𝜉𝑚𝛾 вiдповiдно.

На вiдмiну вiд механiзму Хiггса набуття маси векторного поля, ко-
ли голдстоунiвський бозон поглинається векторним полем i кiлькiсть

1В початковому лагранжiанi (3.135) до спонтанного порушення симетрiї, маси
полiв вiдрiзялися також на множник

√
𝜉.
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його ступенiв вiльностi збiльшується на одиницю (3.77), у розглянуто-
му нами випадку поля Штюкельберга поглинання голдстоунiвського
бозона не вiдбувається. Це можна пояснити тим, що поле Штюкель-
берга з заданим параметром маси 𝑚 з самого початку є масивним i
має три ступенi вiльностi. Вiдповiдно, потреби у поглинаннi голдсто-
унiвського бозона у нього немає.

Звернемо також увагу, що у граничному випадку нульового ва-
куумного середнього поля Хiггса, sin𝛽 за означенням (3.146) стане
рiвним нулю i поле 𝑆 буде тотожньо дорiвнювати полю 𝐵, так само
як поле 𝐺 дорiвнюватиме полю 𝜃.
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РОЗДIЛ 4

Лагранжiан Стандартної Моделi

Вступ

Як уже зазначалося в Роздiлi 1, наприкiнцi 60-х рокiв Стiвен Вайн-
берг, Абдус Салам та Шелдон Глешоу запропонували модель фiзики
елементарних частинок [46], що базується на 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1)
калiбрувальнiй групi, де 𝑆𝑈𝐶(3) — кольорова група, що описує силь-
нi взаємодiї; 𝑆𝑈𝑊 (2) – група слабкого iзоспiну, 𝑈𝑌 (1) – група гiпер-
заряду, а їх прямий добуток 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1) описує електрослаб-
ку взаємодiю. У запропонованiй моделi маси калiбрувальних бозонiв
з’являються в результатi спонтанного порушення симетрiї, що спри-
чиняє порушення електрослабкої симетрiї 𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1) до електро-
магнiтної 𝑈𝐸𝑀 (1).

Як виявилося, запропонована модель, що отримала назву Стан-
дартної Моделi фiзики елементарних частинок (СМ), найкращим чи-
ном описує електромагнiтнi, слабкi та сильнi взаємодiї елементарних
частинок. Її справедливiсть перевiрена численними процесами за уча-
стю елементарних частинок до енергетичних масштабiв ∼ 100 ГеВ (а
для окремих процесiв i до декiлькох ТеВ), якi доступнi на сучасних
прискорювачах.

Уже в 1979 роцi (пiсля доведення iснування нейтральних струмiв
за участю 𝑍-бозону в 1974 роцi) С. Вайнберг, А. Салам та Ш. Глешоу
отримали Нобелiвську премiю.

Вiдзначимо, що експериментальне вiдкриття 𝑊± та 𝑍 бозонiв вiд-
булося лише в 1983 роцi. Тау-лептон вiдкрили в 1975 роцi, а тау-
нейтрино в 2000. Iснування бозона Хiггса було експериментально пiд-
тверджено у 2012 роцi. З iншого боку, iснує ряд феноменiв, котрi не
можуть бути поясненi в рамках СМ, i модель вимагає певних модифi-
кацiй, див. далi.

96



4.1 Загальнi положення СМ

В основi СМ лежать:

1. вимога лоренц-iнварiантностi лагранжiана;
2. принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi вiдносно пе-

ретворень груп 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1), де 𝑆𝑈𝐶(3) — група
кольорових перетворень у теорiї сильних взаємодiй, 𝑆𝑈𝑊 (2) —
група слабкого iзоспiну1, 𝑈𝑌 (1) — група гiперзаряду;

3. механiзм спонтанного порушення початкової симетрiї моделi
𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1) до симетрiї 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑈𝐸𝑀 (1), де 𝑈𝐸𝑀 (1)
— електромагнiтна група (породжує калiбрувальне ЕМ поле);

4. вимога перенормовностi2;
5. експериментально пiдтверджений факт порушення симетрiї мiж

частинками з лiвою та правою кiральнiстю, див. Додаток 4, зокре-
ма, експериментально реєструються лише нейтрино з лiвою кi-
ральнiстю (та антинейтрино з правою кiральнiстю);

6. припущення про безмасовiсть нейтрино та про вiдсутнiсть ней-
трино з правою кiральнiстю;

7. експериментально пiдтверджений факт iснування лептонiв — еле-
ктрично заряджених електронiв (𝑒), мюонiв (𝜇), тау-лептонiв (𝜏)
та вiдповiдних електрично нейтральних нейтрино 𝜈𝑒, 𝜈𝜇, 𝜈𝜏 , а та-
кож припущення про утворення лептонами з лiвою кiральнiстю
iзотопiчних дублетiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2), а правими лептонами (окрiм
нейтрино) — синглетiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2);

8. експериментально пiдтверджений факт iснування шести рiзних
типiв кваркiв (їх називають ароматами) — верхнього (𝑢, вiд англ.
up), нижнього (𝑑, вiд англ. down), дивного (𝑠, вiд англ. strange),
чарiвного (𝑐, вiд англ. charm), красивого (𝑏, вiд англ. beauty) та
правдивого (𝑡, вiд англ. true); а також припущення про утво-
рення лiвими кварками iзотопiчних дублетiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2), а
правими кварками — синглетiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2).

Спробуємо отримати лагранжiан СМ, спираючись на вище зазна-
ченi вихiднi положення. Спочатку запишемо стартовий лагранжiан у
виглядi суми вiльного лагранжiана фермiонних полiв (безмасових),

1Дану групу iнодi позначають як 𝑆𝑈𝐿(2), оскiльки вона стосується перетворень
дублетiв лiвих кiральних станiв лептонiв та кваркiв.

2Автоматично виконується завдяки пунктам 2, 3, див. вступ до Роздiлу 3.
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лагранжiана скалярного поля Хiггса (в подальшому забезпечить по-
яву мас у полiв матерiї та калiбрувальних полiв) та лагранжiана їх
взаємодiї:

ℒ𝑆𝑀 = ℒ𝑓 + ℒ𝐻 + ℒ𝑖𝑛𝑡. (4.1)

Лагранжiан фермiонних полiв має вигляд

ℒ𝑓 = 𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝐿𝑛+𝑖𝐸̄𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝐸𝑛+𝑖𝑄̄𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑄𝑛+𝑖𝑈̄𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝑈𝑛+𝑖𝐷̄𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝐷𝑛,

(4.2)
у якому:

𝐿𝑛=

(︂
𝜈𝑛
𝑒𝑛

)︂
𝐿

— поле iзотопiчного дублету групи 𝑆𝑈𝑊 (2) 𝑛-го поко-

лiння лептонiв, що об’єднує поля лише лiвої кiральностi, є синглетом
вiдносно групи 𝑆𝑈𝐶(3):

𝐿1 =

(︂
𝜈𝑒
𝑒

)︂
𝐿

; 𝐿2 =

(︂
𝜈𝜇
𝜇

)︂
𝐿

; 𝐿3 =

(︂
𝜈𝜏
𝜏

)︂
𝐿

; (4.3)

𝐸𝑛 = (𝑒𝑛)𝑅 — поле заряджених лептонiв 𝑛-го поколiння з правою
кiральнiстю; є синглетом вiдносно груп 𝑆𝑈𝑊 (2) та 𝑆𝑈𝐶(3):

𝐸1 = 𝑒𝑅; 𝐸2 = 𝜇𝑅; 𝐸3 = 𝜏𝑅; (4.4)
поля нейтрино з правою кiральнiстю вiдсутнi;

𝑄𝑛 =

(︂
𝑢𝑛
𝑑𝑛

)︂
𝐿

— поле iзотопiчного дублету групи 𝑆𝑈𝑊 (2) та ко-

льорового триплету групи 𝑆𝑈𝐶(3) 𝑛-го поколiння кваркiв, що об’єднує
поля лише лiвої кiральностi:

𝑄1 =

(︂
𝑢
𝑑

)︂
𝐿

; 𝑄2 =

(︂
𝑐
𝑠

)︂
𝐿

; 𝑄3 =

(︂
𝑡
𝑏

)︂
𝐿

; (4.5)

𝑈𝑛 = (𝑢𝑛)𝑅 — поле 𝑛-го поколiння кваркiв, що є верхнiми компо-
нентами iзотопiчного дублету 𝑄𝑛, але з правою кiральнiстю; є син-
глетом вiдносно групи 𝑆𝑈𝑊 (2), утворює кольоровий триплет групи
𝑆𝑈𝐶(3):

𝑈1 = 𝑢𝑅; 𝑈2 = 𝑐𝑅; 𝑈3 = 𝑡𝑅; (4.6)
𝐷𝑛 = (𝑑𝑛)𝑅 — поле 𝑛-го поколiння кваркiв, що є нижнiми компо-

нентами iзотопiчного дублету 𝑄𝑛, але з правою кiральнiстю; є син-
глетом вiдносно групи 𝑆𝑈𝑊 (2), утворює кольоровий триплет групи
𝑆𝑈𝐶(3):

𝐷1 = 𝑑𝑅; 𝐷2 = 𝑠𝑅; 𝐷3 = 𝑏𝑅. (4.7)
Таким чином, кожна з кваркових функцiй, що входить до полiв

𝑄𝑛, 𝑈𝑛, 𝐷𝑛, являє собою кольоровий триплет групи 𝑆𝑈𝐶(3) i може
бути представлена у виглядi вектора-стовпчика:
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𝑞 =

⎛⎝ 𝑞𝑟
𝑞𝑔
𝑞𝑏

⎞⎠ , (4.8)

в якому замiсть цифрових iндексiв (1, 2, 3) прийнято використовувати
кольоровi iндекси: червоний (𝑟, вiд англ. red), зелений (𝑔, вiд англ.
green) та синiй (𝑏, вiд англ. blue) вiдповiдно.

Таким чином, у СМ видiляють три поколiння фермiонних полiв
– перше поколiння: 𝜈𝑒, 𝑒, 𝑢, 𝑑;
– друге поколiння: 𝜈𝜇, 𝜇, 𝑐, 𝑠;
– третє поколiння: 𝜈𝜏 , 𝜏 , 𝑡, 𝑏.

Для частинок, що знаходяться у верхнiй частинi iзотопiчних дубле-
тiв 𝐿𝑛 та 𝑄𝑛, проекцiя слабкого iзоспiну (𝐼 = 1/2) на третю вiсь в
iзоспiновому просторi є 𝐼3 = 1/2; для частинок iз нижньої частини —
𝐼3 = −1/2. Такий вибiр знака обумовлений явним виглядом матрицi
третьої проекцiї слабкого iзотопiчного спiну 𝑇3 = 𝜏3/2, див. (D1.38),
(D1.39).

Лагранжiан поля Хiггса має вигляд

ℒ𝐻 = 𝜕𝜇𝐻
+𝜕𝜇𝐻 − 𝜆

(︂
𝐻+𝐻 − 𝜈2

2

)︂2

, (4.9)

де поле Хiггса є iзотопiчним дублетом групи 𝑆𝑈𝑊 (2)

𝐻 =

⎛⎜⎝
ℎ1 + 𝑖ℎ2√

2
ℎ3 + 𝑖ℎ4√

2

⎞⎟⎠, (4.10)

а параметр 𝜈 визначає вакуумне середнє поля.
Калiбрувально iнварiантний лагранжiан взаємодiї фермiонних по-

лiв iз полем Хiггса1 має вигляд

ℒ𝑖𝑛𝑡=−
(︁
𝑌 𝑙𝑚𝑛𝐿̄𝑚𝐻𝐸𝑛+𝑌

𝑑
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻𝐷𝑛+𝑌

𝑢
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛+ℎ.𝑐.

)︁
, (4.11)

де 𝐻̃ = 𝑖𝜎2𝐻
* (𝜎2 — друга матриця Паулi), 𝑌 𝑓 називають матрицями

Юкави. Поле 𝐻̃ перетворюється вiдносно групи 𝑆𝑈𝑊 (2) за фунда-
ментальним представленням. Вираз 𝐻̃ = 𝑖𝜎2𝐻

* фактично пов’язує
1Звертаємо увагу, що даний лагранжiан мiстить взаємодiю мiж фермiонними

полями з лiвою та правою кiральнiстю, а також полем Хiггса. В подальшому,
пiсля спонтанного порушення симетрiї, з цього лагранжiану ми отримаємо масовi
доданки фермiонних полiв 𝑚𝜓𝜓 = 𝑚(𝜓𝐿𝜓𝑅 + 𝜓𝑅𝜓𝐿).
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мiж собою спряжене до фундаментального представлення, за яким
перетворюється поле 𝐻*, iз фундаментальним представленням гру-
пи, див. (D1.36). Потреба введення 𝐻̃ буде роз’яснена пiзнiше, вона
вимагається калiбрувальною iнварiантнiстю вiдносно групи 𝑈𝑌 (1).

Розглянемо iнварiантнiсть лагранжiана (4.1) вiдносно глобальних
перетворень групи 𝑆𝑈(3)𝐶 × 𝑆𝑈(2)𝑊 ×𝑈𝑌 (1). Очевидною є iнварiан-
тнiсть вiдносно зазначених перетворень лагранжiанiв ℒ𝑓 (4.2) та ℒ𝐻
(4.9). Iнварiантнiсть лагранжiана ℒ𝑖𝑛𝑡 (4.11) слiд розглянути окремо.

Перетворення групи 𝑆𝑈𝐶(3) впливають лише на кварковi поля ла-
гранжiану (4.11):

𝑄𝑛 → 𝑄′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝐶𝑄𝑛𝑇𝐶𝜉𝑄𝑛, 𝑈𝑛 → 𝑈 ′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝐶𝑈𝑛𝑇𝐶𝜉𝑈𝑛,

𝐷𝑛 → 𝐷′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝐶𝐷𝑛𝑇𝐶𝜉𝐷𝑛, (4.12)

де 𝑇𝐶 = 𝜆⃗/2 — генератори групи 𝑆𝑈𝐶(3) (𝜆𝑎 — матрицi Гелл-Манна
(D1.40), 𝑎 = 1, ..., 8), 𝑔𝑠𝐶𝑞 – кварковi заряди вiдносно перетворень гру-
пи 𝑆𝑈𝐶(3). Проаналiзувавши явний вигляд лагранжiану (4.11) можна
переконатися, що вiн буде iнварiантним вiдносно 𝑆𝑈𝐶(3) перетворень
лише тодi, коли кварковi заряди є однаковими для всiх кваркiв. Вiд-
повiдно ми можемо покласти 𝐶𝑄𝑛 = 𝐶𝑈𝑛 = 𝐶𝐷𝑛 = 1.

Перетворення групи 𝑆𝑈𝑊 (2) впливають лише на поля з лiвою кi-
ральнiстю кваркових та лептонних дублетiв, а також на поле Хiггса:

𝑄𝑛 → 𝑄′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑊𝑄𝑛𝑇𝑊 𝜃𝑄𝑛, 𝐿𝑛 → 𝐿′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑊𝐿𝑛𝑇𝑊 𝜃𝐿𝑛,

𝐻 → 𝐻 ′ = 𝑒−𝑖𝑔𝑊𝐻𝑇𝑊 𝜃𝐻, (4.13)

де 𝑇𝑊 = 𝜏⃗ /2 — генератори групи 𝑆𝑈𝑊 (2) (𝜏 𝑖 — матрицi Паулi (D1.26),
𝑖 = 1, 2, 3), 𝑔𝑊𝑓 – заряди вiдносно перетворень групи 𝑆𝑈𝑊 (2). Про-
аналiзувавши явний вигляд лагранжiану (4.11) можна переконатися,
що вiн буде iнварiантним вiдносно 𝑆𝑈𝑊 (2) перетворень лише тодi, ко-
ли заряди слабкого iзоспiну є однаковими для всiх зазначених полiв.
Вiдповiдно ми можемо покласти 𝑊𝑄𝑛 =𝑊𝐿𝑛 =𝑊𝐻 = 1.

Перетворення групи 𝑈𝑌 (1) впливають на всi фермiоннi поля, а
також на поле Хiггса:
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𝐿𝑛 → 𝐿′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔

′ 𝑌𝐿
2 𝛼𝐿𝑛, 𝐸𝑛 → 𝐸′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔
′ 𝑌𝐸

2 𝛼𝐸𝑛,

𝑄𝑛 → 𝑄′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔

′ 𝑌𝑄
2 𝛼𝑄𝑛, 𝑈𝑛 → 𝑈 ′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔
′ 𝑌𝑈

2 𝛼𝑈𝑛,

𝐷𝑛 → 𝐷′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔

′ 𝑌𝐷
2 𝛼𝐷𝑛, 𝐻 → 𝐻 ′ = 𝑒−𝑖𝑔

′ 𝑌𝐻
2 𝛼𝐻, (4.14)

Завдяки цьому, проаналiзувавши явний вигляд лагранжiану (4.11),
можна переконатися, що заряди полiв вiдносно групи 𝑈𝑌 (1) (гiпер-
заряди 𝑌𝑓 ) не повиннi бути рiвними. Вимога iнварiантностi вiдносно
перетворень групи 𝑈𝑌 (1) для лагранжiана ℒ𝑖𝑛𝑡 (4.11) накладає умову,
щоб сумарний гiперзаряд кожного доданка лагранжiана ℒ𝑖𝑛𝑡 дорiвню-
вав нулю.

Зробимо маленький вiдступ i звернемо увагу на слабкий iзотопi-
чний струм [56]. Справдi, якщо ми ввели iзотопiчнi дублети лiвих фер-
мiонiв, то можна ввести поняття iзотопiчного струму. Зробимо це на
прикладi iзотопiчного дублету лептонiв першого поколiння (ми поки
опустимо iндекс поколiння)

𝐽𝜇 = 𝐿̄𝛾𝜇
𝜏⃗

2
𝐿. (4.15)

Для третьої компоненти iзотопiчного струму матимемо

𝐽3
𝜇 = 𝐿̄𝛾𝜇

𝜏3

2
𝐿 =

1

2
𝜈𝐿𝛾𝜇𝜈𝐿 −

1

2
𝑒𝐿𝛾𝜇𝑒𝐿. (4.16)

Ми знаємо, що для частинок СМ виконується закон збереження
електричного заряду, тобто для лептонiв першого поколiння 𝑄𝑒 = −1
(в одиницях заряду протона), 𝑄𝜈 = 0:

𝐽𝐸𝑀𝜇 = 𝜓𝑄𝛾𝜇𝜓 = −𝑒𝐿𝛾𝜇𝑒𝐿 − 𝑒𝑅𝛾𝜇𝑒𝑅. (4.17)

Комбiнуючи електромагнiтний струм та третю компоненту iзото-
пiчного струму, отримаємо

𝐽𝐸𝑀𝜇 − 𝐽3
𝜇 = −1

2
(𝜈𝐿𝛾𝜇𝜈𝐿 + 𝑒𝐿𝛾𝜇𝑒𝐿)− 𝑒𝑅𝛾𝜇𝑒𝑅 = −1

2
𝐿̄𝛾𝜇𝐿− 𝑒𝑅𝛾𝜇𝑒𝑅.

(4.18)
Нульовi компоненти 4-векторiв струму вiдповiдають просторовим

густинам зарядiв. Якщо у виразi (4.18) взяти нульовi компоненти
струмiв та проiнтегрувати за об’ємом всiєї системи, ми отримаємо

101



Поля, частинки 𝑄 𝑌

𝐿𝑛 =

(︂
𝜈𝑛
𝑒𝑛

)︂
𝐿

0
−1 −1

𝐸𝑛 −1 −2

𝑄𝑛 =

(︂
𝑢𝑛
𝑑𝑛

)︂
𝐿

2/3
−1/3 1/3

𝑈𝑛 2/3 4/3

𝐷𝑛 −1/3 −2/3

𝐻 1

Табл. 1: Гiперзаряд 𝑌 для полiв матерiї у СМ.

спiввiдношення мiж електричним зарядом, проекцiєю слабкого iзо-
топiчного спiну частинки на третю вiсь та квантовим числом, яке
отримало назву гiперзаряду. Спiввiдношення отримало назву форму-
ли Гелл-Манна-Нiшиджими [72–74]:

𝑄 = 𝐼3 +
𝑌

2
, (4.19)

де 𝑄 – електричний заряд частинки (в одиницях заряду протона), 𝐼3
– проекцiя слабкого iзотопiчного спiну на третю вiсь, 𝑌 – гiперзаряд,
та знаючи значення електричних зарядiв частинок, легко отримати
значення гiперзаряду для кожної частинки, див. Табл. 1. Наприклад1,
для електрона з 𝑄 = −1 та 𝐼3 = −1/2 (у нижнiй частинi дублету 𝐿1),
гiперзаряд 𝑌 = −1, для електронного нейтрино 𝑄 = 0, 𝐼3 = 1/2,
вiдповiдно 𝑌 = −1.

Використовуючи данi Табл. 1, розглянемо iнварiантнiсть доданкiв
лагранжiана (4.11) вiдносно глобальних перетворень групи 𝑈(1).

Для першого доданка матимемо

𝐿̄𝑚𝐻𝐸𝑛 → 𝐿̄′
𝑚𝐻

′𝐸′
𝑛 = 𝐿̄𝑚𝐻𝐸𝑛𝑒

−𝑖(−𝑌𝐿+𝑌𝐻+𝑌𝐸)𝛼.

1Лiва частина спiввiдношення (4.18) дорiвнює 𝑌/2, вiдповiдно ми одразу отри-
муємо, що гiперзаряд лiвого дублету лептонiв 𝑌𝐿 = −1, а правого синглету
𝑌𝐸 = −2.
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Отже, iнварiантнiсть буде за умови 𝑌𝐻 = 𝑌𝐿 − 𝑌𝐸 = 1.
Для другого доданка матимемо

𝑄̄𝑚𝐻𝐷𝑛 → 𝑄̄′
𝑚𝐻

′𝐷′
𝑛 = 𝑄̄𝑚𝐻𝐷𝑛𝑒

−𝑖(−𝑌𝑄+𝑌𝐻+𝑌𝐷)𝛼.

Iнварiантнiсть матиме мiсце, оскiльки −𝑌𝑄 + 𝑌𝐻 + 𝑌𝐷 =
−1/3 + 1− 2/3 = 0.

Для третього доданка матимемо

𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛 → 𝑄̄′
𝑚𝐻̃

′𝑈 ′
𝑛 = 𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛𝑒

−𝑖(−𝑌𝑄−𝑌𝐻+𝑌𝑈 )𝛼.

Оскiльки −𝑌𝑄 − 𝑌𝐻 + 𝑌𝑈 = −1/3 − 1 + 4/3 = 0, то iнварiантнiсть
також матиме мiсце. Звертаємо увагу, що поле 𝐻̃ = 𝑖𝜎2𝐻* при пере-
твореннях групи 𝑈𝑌 (1) (за рахунок 𝐻*) перетворюється як 𝐻̃ → 𝐻̃ ′ =
𝐻̃𝑒−𝑖𝑌𝐻𝛼. Це є однiєю з причин уведення в теорiю поля 𝐻̃.

4.2 Застосування принципу локальної
калiбрувальної iнварiантностi. Введення
калiбрувальних полiв у СМ

Використаємо принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi вiд-
носно перетворень групи 𝑆𝑈(3)𝐶 × 𝑆𝑈(2)𝑊 × 𝑈(1)𝑌 , а саме будемо
вимагати iнварiантностi вiдносно наступних локальних перетворень:

• для поля Хiггса 𝐻 — вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑈𝑌 (1)
𝐻 → 𝐻 ′ = 𝑒−𝑖𝑔𝑇𝑊 𝜃𝑒−𝑖𝑔′

𝑌𝐻
2 𝛼𝐻;

• для полiв 𝐿𝑛 — вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑈𝑌 (1)
𝐿𝑛 → 𝐿′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑇𝑊 𝜃𝑒−𝑖𝑔′
𝑌𝐿
2 𝛼𝐿𝑛;

• для полiв 𝐸𝑛 — вiдносно перетворень 𝑈𝑌 (1)

𝐸𝑛 → 𝐸′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔′

𝑌𝐸
2 𝛼𝐸𝑛;

• для полiв 𝑄𝑛 — вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1)

𝑄𝑛 → 𝑄′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝑇𝐶𝜉𝑒−𝑖𝑔𝑇𝑊 𝜃𝑒−𝑖𝑔′

𝑌𝑄
2 𝛼𝑄𝑛;

• для полiв 𝑈𝑛 — вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑈𝑌 (1)
𝑈𝑛 → 𝑈 ′

𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝑇𝐶𝜉𝑒−𝑖𝑔′
𝑌𝑈
2 𝛼𝑈𝑛;
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• для полiв 𝐷𝑛 — вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑈𝑌 (1)

𝐷𝑛 → 𝐷′
𝑛 = 𝑒−𝑖𝑔𝑠𝑇𝐶𝜉𝑒−𝑖𝑔′

𝑌𝐷
2 𝛼𝐷𝑛,

де 𝑇𝐶 = 𝜆⃗/2 — генератори групи 𝑆𝑈𝐶(3) (𝜆𝑎 — матрицi Гелл-Манна
(D1.40), 𝑎 = 1, ..., 8), 𝑇𝑊 = 𝜏⃗ /2 — генератори групи 𝑆𝑈𝑊 (2) (𝜏 𝑖 —
матрицi Паулi (D1.26), 𝑖 = 1, 2, 3), 𝑌𝑗 — значення гiперзаряду.

Локальну калiбрувальну iнварiантнiсть у СМ забезпечують насту-
пнi безмасовi калiбрувальнi поля:

• 8 глюонних полiв групи перетворень 𝑆𝑈𝐶(3) —𝐺𝑎𝜇 (𝜇 = 0...3, 𝑎 =
1, . . . , 8) iз константою зв’язку 𝑔𝑠 (вiд strong interaction — сильна
взаємодiя), що є однаковою для всiх кваркiв;

• 3 поля групи 𝑆𝑈𝑊 (2) — 𝑉 𝑖𝜇 (𝜇 = 0...3, 𝑖 = 1, 2, 3) iз константою
зв’язку 𝑔, що є однаковою для всiх частинок iзотопiчних дубле-
тiв;

• 1 поле групи 𝑈𝑌 (1) — 𝐵𝜇 з константою зв’язку 𝑔′𝑌𝑗/2, де гiпер-
заряд 𝑌𝑗 є рiзним для рiзних частинок.

Вище зазначенi калiбрувальнi поля входять до вiдповiдних виразiв
для подовженої похiдної, а саме, у виразах для ℒ𝑓 (4.2) та ℒ𝐻 (4.9)
потрiбно зробити замiни:

𝜕𝜇𝐻 → 𝒟𝜇𝐻 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐻
2
𝐵𝜇

)︃
𝐻, (4.20)

𝜕𝜇𝐿𝑛 → 𝒟𝜇𝐿𝑛 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐿
2
𝐵𝜇

)︃
𝐿𝑛, (4.21)

𝜕𝜇𝐸𝑛 → 𝒟𝜇𝐸𝑛 =

(︂
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐸
2
𝐵𝜇

)︂
𝐸𝑛, (4.22)

𝜕𝜇𝑄𝑛 → 𝒟𝜇𝑄𝑛 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐶𝐺
𝑎
𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝑄
2
𝐵𝜇

)︃
𝑄𝑛,

(4.23)
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𝜕𝜇𝑈𝑛 → 𝒟𝜇𝑈𝑛 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐶𝐺
𝑎
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝑈
2
𝐵𝜇

)︃
𝑈𝑛, (4.24)

𝜕𝜇𝐷𝑛 → 𝒟𝜇𝐷𝑛 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐶𝐺
𝑎
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐷
2
𝐵𝜇

)︃
𝐷𝑛. (4.25)

Доречно буде навести явний вигляд матриць слабких та сильних
калiбрувальних взаємодiй:

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇=

1

2

(︂
𝑉 3
𝜇 𝑉 1

𝜇 −𝑖𝑉 2
𝜇

𝑉 1
𝜇 +𝑖𝑉

2
𝜇 −𝑉 3

𝜇

)︂
=

1√
2

⎛⎜⎝ 𝑉 3
𝜇√
2

𝑉 1
𝜇−𝑖𝑉

2
𝜇√

2

𝑉 1
𝜇+𝑖𝑉

2
𝜇√

2
−𝑉

3
𝜇√
2

⎞⎟⎠, (4.26)

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐶𝐺
𝑎
𝜇 =

1√
2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝐺3
𝜇+𝐺

8
𝜇/

√
3

√
2

𝐺1
𝜇−𝑖𝐺

2
𝜇√

2

𝐺4
𝜇−𝑖𝐺

5
𝜇√

2

𝐺1
𝜇+𝑖𝐺

2
𝜇√

2

−𝐺3
𝜇+𝐺

8
𝜇/

√
3

√
2

𝐺6
𝜇−𝑖𝐺

7
𝜇√

2

𝐺4
𝜇+𝑖𝐺

5
𝜇√

2

𝐺6
𝜇+𝑖𝐺

7
𝜇√

2
−
√︁

2
3𝐺

8
𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , (4.27)

де 𝑐, 𝑐′ = 1, 2, 3 = 𝑟, 𝑔, 𝑏 – кольоровi iндекси.
Як бачимо, на дiагональних елементах матриць знаходяться дiй-

снi комбiнацiї полiв, а на недiагональних – комплекснi. Як побачимо
далi, це пов’язано з тим, поля на недiагональних елементах матрицi
будуть брати участь в реакцiях зi змiною вiдповiдних зарядiв части-
нок. Вiдповiдно i поля мають бути також зарядженi.

Нагадаємо, що поля матерiї можуть мати декiлька iндексiв. Так,
наприклад, поле 𝐿 = 𝐿𝑛,𝛼 має iндекс поколiння 𝑛 = 1, 2, 3 та iзо-
топiчний iндекс 𝛼 = 1, 2 (наприклад, 𝐿1,1 = (𝜈𝑒)𝐿, 𝐿3,2 = 𝜏𝐿); поле
𝑄 = 𝑄𝑛,𝛼,𝑐 має iндекс поколiння 𝑛 = 1, 2, 3, iзотопiчний iндекс 𝛼 = 1, 2
та кольоровий iндекс 𝑐 = 1, 2, 3, якому формально вiдповiдають чер-
воний, зелений та синiй колiр вiдповiдно (наприклад, поле 𝑄1,1,1 є
полем червоних 𝑢 кваркiв iз лiвою кiральнiстю, а 𝑄2,2,3 є полем синiх
𝑠 кваркiв з лiвою кiральнiстю). Щоб уникнути непорозумiнь, як час-
тковий випадок, слiд явно показати, як потрiбно розписувати доданок
лагранжiана СМ, що мiстить сильну взаємодiю iзотопiчного кварко-
вого дублету
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∑︁
𝑛,𝛼,𝑐

𝑄̄𝑛,𝛼,𝑐(𝑇
𝑏
𝐶𝐺

𝑏
𝜇)
𝑐𝑐′𝑄𝑛,𝛼,𝑐′ = /(4.27)/ =

∑︁
𝑛,𝛼,𝑐

1√
2
𝑄̄𝑛,𝛼,𝑐𝐺

𝑐𝑐′

𝜇 𝑄𝑛,𝛼,𝑐′ =

=
∑︁
𝑛,𝑐,𝑐′

1√
2
(𝑢̄𝑛,𝑐, 𝑑𝑛,𝑐)

(︂
𝐺𝑐𝑐

′

𝜇 0

0 𝐺𝑐𝑐
′

𝜇

)︂(︂
𝑢𝑛,𝑐′

𝑑𝑛,𝑐′

)︂
=

=
∑︁
𝑛,𝑐,𝑐′

1√
2

[︁
𝑢̄𝑛,𝑐𝐺

𝑐𝑐′

𝜇 𝑢𝑛,𝑐′ + 𝑑𝑛,𝑐𝐺
𝑐𝑐′

𝜇 𝑑𝑛,𝑐′
]︁
. (4.28)

Дивлячись на цей вираз можна трактувати комбiнацiї глюонних полiв
𝐺𝑐𝑐

′

𝜇 як поля, що мають два кольорових заряди.
Вiдповiдно, лагранжiан СМ, що задовольнятиме умову локальної

калiбрувальної iнварiантностi вiдносно груп 𝑆𝑈(3)𝐶×𝑆𝑈(2)𝑊×𝑈(1)𝑌 ,
матиме вигляд

ℒ𝑆𝑀 = −1

4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 − 1

4

3∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖𝜇𝜈𝑉
𝑖,𝜇𝜈 − 1

4

8∑︁
𝑎=1

𝐺𝑎𝜇𝜈𝐺
𝑎,𝜇𝜈+

+𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛+𝑖𝐸̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝐸𝑛+𝑖𝑄̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝑄𝑛+𝑖𝑈̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝑈𝑛+𝑖𝐷̄𝑛𝛾

𝜇𝒟𝜇𝐷𝑛+

+𝒟𝜇𝐻+𝒟𝜇𝐻 − 𝜆
(︂
𝐻+𝐻 − 𝜈2

2

)︂2

−

−
(︁
𝑌 𝑙𝑚𝑛𝐿̄𝑚𝐻𝐸𝑛+𝑌

𝑑
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻𝐷𝑛+𝑌

𝑢
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛+ℎ.𝑐.

)︁
, (4.29)

де в першому рядку записано кiнетичнi доданки для калiбрувальних
полiв та враховано, що, згiдно з (2.40),

𝐵𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐵𝜈 − 𝜕𝜈𝐵𝜇, (4.30)

𝑉 𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖𝜇 + 𝑔 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑉 𝑗𝜇𝑉

𝑘
𝜈 , (4.31)

𝐺𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇 + 𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝐺𝑏𝜇𝐺
𝑐
𝜈 , (4.32)

де 𝜖𝑖𝑗𝑘 – структурнi константи групи 𝑆𝑈(2) (повнiстю антисиметри-
чний тензор), 𝑓𝑎𝑏𝑐 – структурнi константи групи 𝑆𝑈(3).

Вiдзначимо для подальшого використання, що взаємодiя фермiон-
них полiв з калiбрувальними полями в (4.29) є дiагональною за фер-
мiонними поколiннями. Такий базис фермiонних полiв називають ка-
лiбрувальним базисом.
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4.3 Застосування принципу спонтанного
порушення симетрiї. Кут змiшування
Вайнберга. Маси калiбрувальних полiв

Лагранжiан СМ (4.29) не мiстить масових доданкiв для калiбру-
вальних полiв, однак ми знаємо, що слабкi взаємодiї обумовленi обмi-
ном квантами масивних калiбрувальних полiв. Для того, щоб зробити
кванти калiбрувальних полiв масивними нам потрiбно буде викори-
стати механiзм Хiггса, див. Роздiл 3.6.

Вважається [75], що на раннiх етапах розвитку Всесвiту поле Хiгг-
са знаходилося у станах iз високою енергiєю. У подальшому, у процесi
охолодження Всесвiту, поле Хiггса також втрачало свою енергiю. У
певний момент часу1 вiдбувся так званий електрослабкий фазовий
перехiд, коли хiггсiвське поле (4.10) спонтанним чином опустилося
поблизу одного зi своїх можливих основних станiв, що визначаються
умовою 𝐻+

0 𝐻0 = 𝑣2/2. В якостi основного стану 𝐻0 обирається стан
(3.58), див. обговорення в Роздiлi 4.11. Вiдповiдно, до цього моменту
калiбрувальнi поля (та частинки матерiї) були безмасовими.

Згiдно iз Роздiлом 3.4, в околi свого основного стану 𝐻0 (3.58)
хiггсiвське поле можна представити у виглядi, див. (3.62),

𝐻 = 𝑒𝑖
𝜏⃗𝜃
2

⎛⎝ 0
𝑣 + ℎ√

2

⎞⎠ , (4.33)

де ℎ — нейтральне скалярне поле, а стала 𝑣 отримала назву вакуумно-
го середнього поля Хiггса, оскiльки вона визначає стан з найменшою
енергiєю.

Оскiльки лагранжiан СМ є iнварiантним вiдносно локальних ка-
лiбрувальних перетворень, ми можемо зафiксувати калiбрування вiд-
носно перетворень групи 𝑆𝑈𝑊 (2), обравши

𝐻 =

⎛⎝ 0
𝑣 + ℎ√

2

⎞⎠ . (4.34)

Таке калiбрування називають унiтарним. Якщо його не вводити, то
до СМ будуть входити iншi збудження поля Хiггса 𝜃𝑖, що суттєво

1Цей момент можна грубо оцiнити як такий, коли температура Всесвiту була
близькою до маси калiбрувальних 𝑊±-,𝑍-бозонiв, тобто при 𝑇 ∼ 100 ГеВ, або
через 0.1 наносекунду пiсля великого вибуху.
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ускладнить розрахунок рiзноманiтних процесiв. Однак, наявнiсть по-
лiв 𝜃𝑖 не буде впливати на кiнцевий результат розрахункiв. Тому ви-
бiр калiбрування в унiтарному виглядi — це спосiб суттєво спростити
розрахунки, використовуючи локальну калiбрувальну iнварiантнiсть
лагранжiана СМ.

Розглянемо iнварiантнiсть вакууму СМ пiсля спонтанного
порушення симетрiї поля Хiггса

Пiсля спонтанного порушення електрослабкої симетрiї поле Хiггса
набуває ненульового вакуумного середнього значення

⟨𝐻⟩ = 𝐻0 =
1√
2

(︂
0
𝑣

)︂
. (4.35)

Для визначення симетрiї вакууму необхiдно знайти генератори ка-
лiбрувальної групи, якi залишають вектор 𝐻0 незмiнним. Генератори
групи 𝑆𝑈𝑊 (2) мають вигляд

𝑇 𝑎 =
𝜏𝑎

2
. (4.36)

Безпосереднє множення дає

𝑇1𝐻0 =
𝑣

2
√
2

(︂
1
0

)︂
̸= 0, (4.37)

𝑇2𝐻0 = − 𝑖 𝑣

2
√
2

(︂
1
0

)︂
̸= 0, (4.38)

𝑇3𝐻0 = − 𝑣

2
√
2

(︂
0
1

)︂
=

1

2
𝐻0 ̸= 0. (4.39)

Отже, жоден iз генераторiв групи 𝑆𝑈(2)𝐿 окремо не залишає вакуум
iнварiантним.

Для дублета Хiггса гiперзаряд 𝑌𝐻 = 1, тому

𝑌𝐻
2
𝐻0 =

1

2
𝐻0. (4.40)

Складаючи останнi два результати, отримуємо(︂
𝑇3 +

𝑌𝐻
2

)︂
𝐻0 = 0. (4.41)
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Оскiльки комбiнацiя

𝑄 = 𝑇3 +
𝑌

2
(4.42)

є генератором електромагнiтної групи 𝑈EM(1), то 𝑄𝐻0 = 0, тобто
вакуум СМ є iнварiантним вiдносно локальних перетворень групи
𝑈EM(1).

Оскiльки поле Хiггса не має кольорового заряду, група 𝑆𝑈𝐶(3) та-
кож залишає вакуум незмiнним. Отже, пiсля спонтанного порушення
електрослабкої симетрiї симетрiєю вакууму СМ є

𝑆𝑈(3)𝐶 × 𝑈EM(1). (4.43)

Отже, спонтанне порушення симетрiї вибирає вакуумний стан, який
вже не є iнварiантним вiдносно всiєї електрослабкої групи. Лише пiд-
група 𝑈EM(1) залишає вакуум незмiнним.

Маси векторних полiв електрослабкої взаємодiї
Як уже вiдомо з Роздiлу 3.6, калiбрувальнi поля отримують ма-

су з кiнетичних доданкiв скалярного поля з ненульовим вакуумним
середнiм. Розглянемо кiнетичний доданок хiггсiвського поля

ℒ𝐻𝑘𝑖𝑛 = (𝐷𝜇𝐻)+𝐷𝜇𝐻, (4.44)

де, згiдно з (4.20),

𝐷𝜇𝐻 =

(︂
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

𝜏⃗

2
𝑉⃗𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇

)︂
𝐻 (4.45)

та ми врахували, що гiперзаряд поля Хiггса 𝑌𝐻 = 1. Спираючись на
(4.26) та використовуючи для хiггсiвського поля вираз в унiтарному
калiбруваннi (4.34), останнiй вираз можна записати як

𝐷𝜇𝐻 =

⎛⎜⎝𝜕𝜇 − 𝑖𝑔2𝑉 3
𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇 −𝑖𝑔

2

(︀
𝑉 1
𝜇 − 𝑖𝑉 2

𝜇

)︀
−𝑖𝑔

2

(︀
𝑉 1
𝜇 + 𝑖𝑉 2

𝜇

)︀
𝜕𝜇 + 𝑖

𝑔

2
𝑉 3
𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇

⎞⎟⎠
⎛⎝ 0
𝑣 + ℎ√

2

⎞⎠ =

=

⎛⎜⎝ −𝑖𝑔
2

(︀
𝑉 1
𝜇 − 𝑖𝑉 2

𝜇

)︀ 𝑣 + ℎ√
2

𝜕𝜇ℎ√
2
+ 𝑖

𝑔

2
𝑉 3
𝜇

𝑣 + ℎ√
2
− 𝑖𝑔

′

2
𝐵𝜇

𝑣 + ℎ√
2

⎞⎟⎠ . (4.46)
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Вираз для (𝐷𝜇𝐻)+ отримується iз (4.46) шляхом ермiтового спря-
ження та пiднiмання iндексу 𝜇:

(𝐷𝜇𝐻)+ =

=

(︂
𝑖
𝑔

2
(𝑉 1,𝜇 + 𝑖𝑉 2,𝜇)

𝑣 + ℎ√
2

;
𝜕𝜇ℎ√

2
− 𝑖𝑔

2
𝑉 3,𝜇 𝑣 + ℎ√

2
+ 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇

𝑣 + ℎ√
2

)︂
.

(4.47)

У результатi отримуємо доданки:

(𝐷𝜇𝐻)+𝐷𝜇𝐻 =
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ+

𝑔2

8

(︀
𝑉 1,𝜇𝑉 1

𝜇 + 𝑉 2,𝜇𝑉 2
𝜇 + 𝑉 3,𝜇𝑉 3

𝜇

)︀
(𝑣+ℎ)2+

+
𝑔′ 2

8
𝐵𝜇𝐵𝜇(𝑣 + ℎ)2 − 𝑔𝑔′

4
𝐵𝜇𝑉 3

𝜇 (𝑣 + ℎ)2. (4.48)

Масивнi доданки калiбрувальних полiв будуть мiстити квадратичнi
комбiнацiї полiв без взаємодiї з полем Хiггса (ℎ). Такi доданки можна
отримати з (4.48), встановивши, що ℎ = 0:

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑚 =
𝑔2𝑣2

8

(︀
𝑉 1,𝜇𝑉 1

𝜇 + 𝑉 2,𝜇𝑉 2
𝜇

)︀
+

+
𝑔2𝑣2

8
𝑉 3,𝜇𝑉 3

𝜇 +
𝑔′ 2𝑣2

8
𝐵𝜇𝐵𝜇 −

𝑔𝑔′𝑣2

4
𝐵𝜇𝑉 3

𝜇 =

=
𝑔2𝑣2

8

(︀
𝑉 1,𝜇𝑉 1

𝜇 + 𝑉 2,𝜇𝑉 2
𝜇

)︀
+

+
(︀
𝐵𝜇; 𝑉 3,𝜇

)︀(︂ 𝑔′ 2𝑣2/8 −𝑔𝑔′𝑣2/8
−𝑔𝑔′𝑣2/8 𝑔2𝑣2/8

)︂(︂
𝐵𝜇
𝑉 3
𝜇

)︂
. (4.49)

Як бачимо, масова частина калiбрувальних полiв мiстить недiагональ-
нi за полями доданки, а отже, поля 𝑉 3

𝜇 та 𝐵𝜇 не є полями з визначеною
масою.

Запишемо масовi доданки полiв 𝐵𝜇 та 𝑉 3
𝜇 у виглядi

𝑋+𝑀
2

2
𝑋, 𝑋 =

(︂
𝐵𝜇
𝑉 3
𝜇

)︂
, 𝑀2 =

(︂
𝑔′ 2𝑣2/4 −𝑔𝑔′𝑣2/4
−𝑔𝑔′𝑣2/4 𝑔2𝑣2/4

)︂
, (4.50)

що дозволить трактувати 𝑀 як масову матрицю та переписати даний
вираз за допомогою певної унiтарної матрицi 𝑤 (𝑤+𝑤 = 𝑤𝑤+ = 1):

𝑋+𝑀2𝑋 = 𝑋+𝑤+𝑤𝑀2𝑤+𝑤𝑋. (4.51)
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Перепозначимо польовi функцiї як 𝑋 ′ = 𝑤𝑋, 𝑋 ′+ = 𝑋+𝑤+, та зга-
даємо, що довiльну комплексну симетричну матрицю 𝑀2 можна дiа-
гоналiзувати за допомогою унiтарних перетворень 𝑤𝑇𝑀2𝑤 = 𝑚2, де
𝑚2 – дiагональна матриця [61]. Для випадку матриць 2 × 2 унiтарна
матриця задається одним параметром та має вигляд

𝑤 =

(︂
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)︂
, 𝑤+ = 𝑤𝑇 =

(︂
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

)︂
. (4.52)

Отже, пiдбором кута 𝜃 можна досягнути рiвностi 𝑋+𝑀𝑋 = 𝑋 ′+𝑚𝑋 ′,
де 𝑚 – дiагональна матриця.

На практицi зручнiше записати "старi" поля через "новi" 𝑋 =
𝑤+𝑋 ′, 𝑋+ = 𝑋 ′+𝑤, тодi 𝑋+𝑀2𝑋 = 𝑋 ′+𝑤𝑀2𝑤+𝑋 ′. Далi треба явно
записати вираз𝑋 ′+𝑤𝑀2𝑤+𝑋 ′ та з умови рiвностi коефiцiєнта поблизу
змiшаного добутку полiв знайти кут 𝜃. Отже, вводимо новi поля:(︂

𝐴𝜇
𝑍𝜇

)︂
=

(︂
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)︂(︂
𝐵𝜇
𝑉 3
𝜇

)︂
. (4.53)

Зворотнi перетворення мають вигляд:(︂
𝐵𝜇
𝑉 3
𝜇

)︂
=

(︂
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

)︂(︂
𝐴𝜇
𝑍𝜇

)︂
. (4.54)

Слiд також вiдзначити, що комбiнацiї 𝑉 1
𝜇 ∓ 𝑖𝑉 2

𝜇 входять i до iнших
частин лагранжiана СМ, тому вводяться позначення

𝑊±
𝜇 =

𝑉 1
𝜇 ∓ 𝑖𝑉 2

𝜇√
2

, (4.55)

або, у зворотному напрямку, –

𝑉 1
𝜇 =

𝑊−
𝜇 +𝑊+

𝜇√
2

; 𝑉 2
𝜇 =

𝑊−
𝜇 −𝑊+

𝜇

𝑖
√
2

. (4.56)

У термiнах нових полiв вираз (4.49) запишеться як

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑚 =

=
𝑔2𝑣2

8

(︂
(𝑊−,𝜇 +𝑊+,𝜇)(𝑊−

𝜇 +𝑊+
𝜇 )

2
− (𝑊−,𝜇 −𝑊+,𝜇)(𝑊−

𝜇 −𝑊+
𝜇 )

2

)︂
+
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+
𝑔2𝑣2

8
(sin 𝜃𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑍𝜇)(sin 𝜃𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑍𝜇)+

+
𝑔′ 2𝑣2

8
(cos 𝜃𝐴𝜇 − sin 𝜃𝑍𝜇)(cos 𝜃𝐴𝜇 − sin 𝜃𝑍𝜇)−

− 𝑔𝑔′𝑣2

4
(cos 𝜃𝐴𝜇 − sin 𝜃𝑍𝜇)(sin 𝜃𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑍𝜇) =

=
𝑔2𝑣2

4
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝐴𝜇𝐴𝜇

[︂
𝑔2𝑣2

8
sin2 𝜃 +

𝑔′ 2𝑣2

8
cos2 𝜃 − 𝑔𝑔′𝑣2

4
sin 𝜃 cos 𝜃

]︂
+

+ 𝑍𝜇𝑍𝜇

[︂
𝑔2𝑣2

8
cos2 𝜃 +

𝑔′ 2𝑣2

8
sin2 𝜃 +

𝑔𝑔′𝑣2

4
sin 𝜃 cos 𝜃

]︂
+

+𝐴𝜇𝑍𝜇

[︂
𝑔2𝑣2

8
2 sin 𝜃 cos 𝜃 − 𝑔′ 2𝑣2

8
2 sin 𝜃 cos 𝜃 − 𝑔𝑔′𝑣2

4
(cos2 𝜃 − sin2 𝜃)

]︂
.

(4.57)

Щоб позбавитися недiагональних доданкiв, встановимо коефiцiєнт по-
близу 𝐴𝜇𝑍𝜇 рiвний нулю. Це нам дозволить знайти кут 𝜃, а саме:

tan(2𝜃) =
2𝑔𝑔′

𝑔2 − 𝑔′ 2 , або tan 𝜃 =
𝑔′

𝑔
. (4.58)

Вiдповiдно,

cos 𝜃 =
𝑔√︀

𝑔2 + 𝑔′ 2
, sin 𝜃 =

𝑔′√︀
𝑔2 + 𝑔′ 2

, (4.59)

а перетворення (4.54) мають вигляд:

𝐵𝜇 = cos 𝜃𝐴𝜇 − sin 𝜃𝑍𝜇 =
𝑔√︀

𝑔2 + 𝑔′ 2
𝐴𝜇 −

𝑔′√︀
𝑔2 + 𝑔′ 2

𝑍𝜇, (4.60)

𝑉 3
𝜇 = sin 𝜃𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑍𝜇 =

𝑔′√︀
𝑔2 + 𝑔′ 2

𝐴𝜇 +
𝑔√︀

𝑔2 + 𝑔′ 2
𝑍𝜇. (4.61)

Використавши значення (4.58), (4.59), вираз (4.57) запишемо як

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑚 =
𝑔2𝑣2

4
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 + 0 ·𝐴𝜇𝐴𝜇 +
(𝑔2 + 𝑔′ 2)𝑣2

8
𝑍𝜇𝑍𝜇 =

= 𝑚2
𝑊𝑊

−,𝜇𝑊+
𝜇 +

𝑚2
𝐴

2
𝐴𝜇𝐴𝜇 +

𝑚2
𝑍

2
𝑍𝜇𝑍𝜇. (4.62)

Звiдси випливає, що заряджене поле 𝑊±-бозонiв та нейтральне поле
𝑍-бозонiв є масивними полями iз масами квантiв поля:
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𝑚𝑊 =
𝑔𝑣

2
, 𝑚𝑍 =

√︀
𝑔2 + 𝑔′ 2

2
𝑣,

𝑚𝑊

𝑚𝑍
= cos 𝜃. (4.63)

Водночас поле 𝐴𝜇 є безмасовим (𝑀𝐴 = 0) i вiдповiдає електрома-
гнiтному полю. Кут 𝜃 отримав назву кута Вайнберга, вiн познача-
ється як 𝜃𝑊 . Згiдно з експериментальними даними, sin2 𝜃𝑊 = 0.231
(𝜃𝑊 ≈ 28.73o) та залежить вiд енергiй взаємодiючих частинок (на
рiвнi радiацiйних поправок), див. детальнiше Роздiл 4.10. Для вiднов-
лення взаємодiї з полем Хiггса потрiбно в (4.62) замiнити 𝑣2 → (𝑣+ℎ)2.

Калiбрувальне поле групи 𝑆𝑈𝐶(3) 𝐺
𝑎
𝜇 не входило до подовженої

похiдної вiд поля Хiггса (4.45), оскiльки поле Хiггса є синглетним
вiдносно групи 𝑆𝑈𝐶(3). Вiдповiдно, калiбрувальне поле 𝐺𝑎𝜇, що описує
сильну взаємодiю, є безмасовим полем.

Пiдсумуємо вище сказане. У результатi переходу поля Хiггса в окiл
основного стану, при розглядi задачi в унiтарному калiбруваннi, си-
метрiя лагранжiана СМ 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1) порушується до
𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑈𝐸𝑀 (1)1, хiггсiвське поле набуває ненульового вакуумного
значення, за рахунок якого виникає можливiсть отримання маси ка-
лiбрувальними полями 𝑉⃗𝜇, 𝐵𝜇, що входили до подовженої похiдної вiд
поля Хiггса (4.45). Безпосереднiй розрахунок показав, що поля 𝑉 3

𝜇 та
𝐵𝜇 не є полями у масовому базисi. У результатi переходу до масово-
го базису було отримано безмасове електромагнiтне поле 𝐴𝜇 (кванти
поля — фотони, позначають 𝛾) та масивнi поля 𝑊±-, 𝑍-бозонiв.

Окремi доданки СМ
В унiтарному калiбруваннi (4.34) потенцiал поля Хiггса має вигляд

𝑉 (𝐻) = 𝜆

(︂
𝐻+𝐻 − 𝑣2

2

)︂2

=
𝑚2
ℎ

2
ℎ2 + 𝜆𝑣ℎ3 +

𝜆

4
ℎ4, (4.64)

де 𝑚ℎ =
√
2𝜆 𝑣 – маса кванта поля Хiггса.

Вiдповiдно, можна записати лагранжiан поля Хiггса (4.9), що є
складовою частиною лагранжiана (4.29), у виглядi:

1Оскiльки ми зафiксували калiбрування групи 𝑆𝑈𝑊 (2), обравши унiтарне калi-
брування, то в подальшому робити 𝑆𝑈𝑊 (2) перетворення вже не можна. Якщо ж
працювати у загальному калiбруваннi, див. Роздiл (4.11), то пiсля переходу поля
Хiггса в окiл основного стану лагранжiан СМ залишатиметься iнварiантним i вiд-
носно 𝑆𝑈𝑊 (2) перетворень. Незалежно вiд вибору калiбрування в системi вiдбува-
ється спонтанне порушення симетрiї вакуумного стану 𝐻0: 𝑤𝐻0 ̸=𝐻0, 𝑤∈𝑆𝑈𝑊 (2)
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ℒ𝐻 = (𝐷𝜇𝐻)+𝐷𝜇𝐻 − 𝜆
(︂
𝐻+𝐻 − 𝑣2

2

)︂2

=

=
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 𝜆𝑣ℎ3 − 𝜆

4
ℎ4 +𝑚2

𝑊𝑊
−,𝜇𝑊+

𝜇 +
𝑚2
𝑍

2
𝑍𝜇𝑍𝜇+

+𝑚2
𝑊 𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇

(︂
ℎ2

𝑣2
+ 2

ℎ

𝑣

)︂
+
𝑚2
𝑍

2
𝑍𝜇𝑍𝜇

(︂
ℎ2

𝑣2
+ 2

ℎ

𝑣

)︂
. (4.65)

Далi слiд переписати окремi доданки лагранжiана (4.29), врахову-
ючи, що замiсть полiв 𝑉 𝑖𝜇, 𝐵𝜇 ми повиннi використовувати поля 𝑊±,
𝑍𝜇, 𝐴𝜇 згiдно з (4.55), (4.60), (4.61).

Почнемо з доданка для лiвих лептонiв

𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛 = /(4.21)/ =

= 𝑖(𝜈𝐿𝑛, 𝑒𝐿𝑛)𝛾
𝜇

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐿
2
𝐵𝜇

)︃(︂
𝜈𝐿𝑛
𝑒𝐿𝑛

)︂
=

= 𝑖

[︂
𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑒𝐿𝑛 − 𝑖

𝑔′

2
𝑌𝐿[𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝑒𝐿𝑛]𝐵𝜇−

−𝑖𝑔
2

[︀
(𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛−𝑒𝐿𝑛𝛾𝜇𝑒𝐿𝑛)𝑉 3
𝜇 +𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝑒𝐿𝑛(𝑉
1
𝜇 −𝑖𝑉 2

𝜇 )+𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜈𝐿𝑛(𝑉

1
𝜇 +𝑖𝑉

2
𝜇 )
]︀]︁

(4.66)

Запишемо доданок для правих лептонiв

𝑖𝐸̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐸𝑛 = /(4.22)/ = 𝑖𝑒𝑅𝑛𝛾

𝜇

(︂
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐸
2
𝐵𝜇

)︂
𝑒𝑅𝑛. (4.67)

Сума доданкiв для лiвих та правих лептонiв має вигляд:

𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛+𝑖𝐸̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝐸𝑛 = /(D4.11)/ = 𝑖

[︂
𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑒𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑒𝑛 −

− 𝑖𝑔
′

2
𝑌𝐿[𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝑒𝐿𝑛]𝐵𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝑌𝐸𝑒𝑅𝑛𝛾

𝜇𝑒𝑅𝑛𝐵𝜇−

−𝑖𝑔
2

[︀
(𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛−𝑒𝐿𝑛𝛾𝜇𝑒𝐿𝑛)𝑉 3
𝜇 +𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝑒𝐿𝑛(𝑉
1
𝜇 −𝑖𝑉 2

𝜇 )+𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜈𝐿𝑛(𝑉

1
𝜇 +𝑖𝑉

2
𝜇 )
]︀]︁

(4.68)

Нарештi, замiсть полiв 𝑉 𝑖𝜇, 𝐵𝜇 використаємо поля 𝑊±, 𝑍𝜇, 𝐴𝜇 (згiдно
з (4.55), (4.60), (4.61)) та отримаємо
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𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛 + 𝑖𝐸̄𝑛𝛾

𝜇𝒟𝜇𝐸𝑛 = 𝑖𝜈𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑖𝑒𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝑒𝑛+

+𝑒
∑︁
𝑓=𝑒,𝜈

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇+

𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓=𝑒,𝜈

𝑓𝑛𝛾
𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑛𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
, (4.69)

де ми ввели позначення для заряду електрона за модулем1

𝑒 =
𝑔𝑔′√︀
𝑔2 + 𝑔′2

= /(4.59)/ = 𝑔 sin 𝜃𝑊 , (4.70)

𝑞𝑓 — заряд частинок в одиницях заряду протона (для електрона 𝑞𝑒 =
−1, для нейтрино 𝑞𝜈 = 0), 𝑡𝑓3 — проекцiя iзотопiчного спiну лепто-
нiв (+1/2 для нейтрино та −1/2 для електронiв). Щоб одержати ви-
ще зазначений вираз, була також використана формула Гелл-Манна-
Нiшиджими (4.19), в якiй 𝑄 = 𝑞 та 𝐼3 = 𝑡𝑓3 .

Аналогiчно можна отримати та записати вирази у кварковому се-
кторi СМ

𝑖𝑄̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝑄𝑛 + 𝑖𝑈̄𝑛𝛾

𝜇𝒟𝜇𝑈𝑛 + 𝑖𝐷̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐷𝑛 =

∑︁
𝑓=𝑢,𝑑

𝑖𝑓𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑓𝑛+

+𝑒
∑︁
𝑓=𝑢,𝑑

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇+

𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓=𝑢,𝑑

𝑓𝑛𝛾
𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑛𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

[︀
𝑢̄𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑑𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑑𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑢𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+

+ 𝑔𝑠
∑︁

кварки
𝑞 𝛾𝜇

[︃
8∑︁
𝑎=1

𝜆𝑎

2
𝐺𝑎𝜇

]︃
𝑞, (4.71)

де 𝑡𝑓3 — проекцiя iзотопiчного спiну кваркiв (+1/2 для 𝑢𝐿𝑛 кваркiв та
−1/2 для 𝑑𝐿𝑛 кваркiв). Слiд наголосити, що, на вiдмiну вiд лептонних
доданкiв (4.69), у кварковому виразi всi поля мають як лiвi, так i
правi кiральнi компоненти. Останнiй доданок у (4.71) описує сильну
взаємодiю мiж кварками.

Отже, ми можемо записати

1Доданок ∼ 𝑒𝑛𝛾𝜇𝑒𝑛𝐴𝜇 є доданком квантової електродинамiки, i константа вза-
ємодiї є вiдомою — заряд електрона.
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𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛+𝑖𝐸̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝐸𝑛+𝑖𝑄̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝑄𝑛+𝑖𝑈̄𝑛𝛾𝜇𝒟𝜇𝑈𝑛+𝑖𝐷̄𝑛𝛾

𝜇𝒟𝜇𝐷𝑛 =

= 𝑖𝜈𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿𝑛 +

∑︁
𝑓=𝑢,𝑑,𝑒

𝑖𝑓𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑓𝑛+

+
∑︁

𝑓=𝑢,𝑑,𝑒,𝜈

[︂
𝑒𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾

𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇 +
𝑔

2 cos 𝜃𝑊
𝑓𝑛𝛾

𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑛𝑍𝜇

]︂
+

+
𝑔

2
√
2

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+

+
𝑔

2
√
2

[︀
𝑢̄𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑑𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑑𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑢𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+

+ 𝑔𝑠
∑︁

кварки
𝑞 𝛾𝜇

[︃
8∑︁
𝑎=1

𝜆𝑎

2
𝐺𝑎𝜇

]︃
𝑞. (4.72)

Перетворення виразiв для кiнетичних доданкiв калiбрувальних по-
лiв є найбiльш громiздкими. Можна легко перевiрити справедливiсть
перетворень для окремих доданкiв лагранжiана калiбрувальних по-
лiв, де тензор поля 𝑉 𝑖𝜇 має спрощений максвелiвський вигляд

− 1

4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈 − 1

4

3∑︁
𝑖=1

(𝜕𝜇𝑉
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖𝜇)(𝜕𝜇𝑉 𝑖,𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖,𝜇) =

= −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 − 1

2
𝑊+
𝜇𝜈𝑊

−, 𝜇𝜈 , (4.73)

де введено позначення:

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈−𝜕𝜈𝐴𝜇, 𝑍𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑍𝜈−𝜕𝜈𝑍𝜇 𝑊±
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

±
𝜈 −𝜕𝜈𝑊±

𝜇 . (4.74)

Загальнi перетворення мають вигляд, див. [75],

− 1

4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈− 1

4

3∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖𝜇𝜈𝑉
𝑖,𝜇𝜈 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈− 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈− 1

2
𝑊̃−
𝜇𝜈𝑊̃

+,𝜇𝜈+

+
𝑔2

4
(𝑊−

𝜇 𝑊
+
𝜈 −𝑊+

𝜇 𝑊
−
𝜈 )(𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈 −𝑊+,𝜇𝑊−,𝜈)−

− 𝑖𝑔
2
(𝐹𝜇𝜈 sin 𝜃𝑊 + 𝑍𝜇𝜈 cos 𝜃𝑊 )(𝑊−

𝜇 𝑊
+
𝜈 −𝑊+

𝜇 𝑊
−
𝜈 ), (4.75)

де введено позначення

𝑊̃−
𝜇𝜈 = (𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇 + 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊𝑍𝜇)𝑊

−
𝜈 − (𝜕𝜈 + 𝑖𝑒𝐴𝜈 + 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊𝑍𝜈)𝑊

−
𝜇

(4.76)
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та 𝑊̃+
𝜇𝜈 = (𝑊̃−

𝜇𝜈)
*. Iз явного виразу1 для 𝑊̃±

𝜇𝜈 випливає, що 𝑊±-бозони
мають електричний заряд ±𝑒 при взаємодiї з електромагнiтним полем
𝐴𝜇 та заряд ±𝑔 cos 𝜃𝑊 при взаємодiї з полем 𝑍-бозону. Наявнiсть уяв-
ної одиницi в (4.75) пояснюється тим, що вираз 𝑊−

𝜇 𝑊
+
𝜈 − 𝑊+

𝜇 𝑊
−
𝜈 ,

розписаний через поля 𝑉 1,2
𝜂 (4.55), є уявною величиною

𝑊−
𝜇 𝑊

+
𝜈 −𝑊+

𝜇 𝑊
−
𝜈 = 𝑖(𝑉 1

𝜈 𝑉
2
𝜇 − 𝑉 1

𝜇 𝑉
2
𝜈 );

i останнiй доданок в (4.75), вiдповiдно, є дiйсною величиною.
Наведений лагранжiан калiбрувальних електрослабких полiв (4.75)

можна переписати в бiльш зручнiй для фiзичного сприйняття формi,
див., наприклад, [76,77]:

ℒ𝑉 = −1

4
𝐵𝜇𝜈𝐵

𝜇𝜈−1

4

3∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖𝜇𝜈𝑉
𝑖,𝜇𝜈 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈−1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈−1

2
𝑊−
𝜇𝜈𝑊

+,𝜇𝜈

−𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇 ·𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇 ·𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈+𝑊

+,𝜇 ·𝑍𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
−
𝜈 )

−𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇 ·𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇 ·𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈+𝑊

+,𝜇 ·𝐴𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
−
𝜈 )

− 𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2] (4.77)

де введено позначення

𝑎
←→
𝜕 𝜇𝑏 = 𝑎 𝜕𝜇𝑏− (𝜕𝜇𝑎) 𝑏, 𝑊±

𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊
±
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊±

𝜇 (4.78)

та явно видно 3- та 4-частинковi взаємодiї калiбрувальних полiв.
Таким чином, ми розглянули та записали всi доданки лагранжiана

СМ у виразi (4.29), окрiм останнього рядка. Як побачимо в наступно-
му роздiлi, вище згаданий останнiй рядок дасть масивнi доданки для
полiв матерiї.

1Змiст подовженої похiдної стає прозорим, якщо її записати у виглядi
𝜕𝜇 + 𝑖𝑒𝐴𝜇 + 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊𝑍𝜇 = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔(sin 𝜃𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑊𝑍𝜇) = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑉 3

𝜇 .
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4.4 Маса полiв матерiї.
Змiшування у кварковому секторi.
Матриця Кабiббо-Кобаяши-Маскава

Щоб отримати маси полiв лептонiв та кваркiв, потрiбно розгляну-
ти лагранжiан, котрий мiстить взаємодiю поля Хiггса з фермiонами
(4.11), та пiдставити у нього поле Хiггса в унiтарному калiбруваннi
(4.34), тобто коли

𝐻 =

⎛⎝ 0
𝑣 + ℎ√

2

⎞⎠ , 𝐻̃ = 𝑖𝜎2𝐻* =

⎛⎝𝑣 + ℎ√
2
0

⎞⎠ . (4.79)

У результатi отримаємо

ℒ𝑌 = − 𝑣√
2

(︀
𝑌 𝑙𝑚𝑛𝑒𝐿𝑚𝑒𝑅𝑛 + 𝑌 𝑑𝑚𝑛𝑑𝐿𝑚𝑑𝑅𝑛 + 𝑌 𝑢𝑚𝑛𝑢̄𝐿𝑚𝑢𝑅𝑛 + ℎ.𝑐.

)︀
−

− ℎ√
2

(︀
𝑌 𝑙𝑚𝑛𝑒𝐿𝑚𝑒𝑅𝑛 + 𝑌 𝑑𝑚𝑛𝑑𝐿𝑚𝑑𝑅𝑛 + 𝑌 𝑢𝑚𝑛𝑢̄𝐿𝑚𝑢𝑅𝑛 + ℎ.𝑐.

)︀
, (4.80)

де в першому рядку знаходяться масовi доданки фермiонiв, а в дру-
гому – взаємодiя фермiонiв з полем Хiггса. Звертаємо увагу: до ма-
сивних доданкiв не ввiйшло поле нейтрино, отже, у СМ нейтрино є
безмасовими частинками. Нейтрино також не взаємодiють iз полем
Хiггса ℎ.

Перед тим яким рухатися далi нагадаємо, що довiльна комплексна
матриця 𝑀 може бути дiагоналiзована за допомогою бiунiтарних пе-
ретворень [61]. Тобто завжди можна пiдiбрати такi унiтарнi матрицi 𝑈
та 𝑉 , щоб була справедлива рiвнiсть 𝑈+𝑀𝑉 = 𝑚, де 𝑚 – дiагональна
матриця.

Отже щоб позбутися змiшування в масових доданках фермiонiв,
слiд перейти вiд калiбрувального базису фермiонних полiв до масово-
го базису за допомогою унiтарних перетворень (𝑈+𝑈 = 1̂)

𝑒𝑅𝑚 = 𝑈𝑒𝑅𝑚𝑛𝑒𝑅𝑛 , 𝑑𝑅𝑚 = 𝑈𝑑𝑅𝑚𝑛𝑑𝑅𝑛 , 𝑢𝑅𝑚 = 𝑈𝑢𝑅𝑚𝑛𝑢̃𝑅𝑛 ,

𝑒𝐿𝑚 = 𝑈𝑒𝐿𝑚𝑛𝑒𝐿𝑛 , 𝑑𝐿𝑚 = 𝑈𝑑𝐿𝑚𝑛𝑑𝐿𝑛 , 𝑢𝐿𝑚 = 𝑈𝑢𝐿𝑚𝑛𝑢̃𝐿𝑛 ,
(4.81)

у якому матрицi змiшування 𝑈 можна обрати такими, щоб елементи
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матрицi Юкави

𝑌 𝑙 = (𝑈𝑒𝐿)+𝑌 𝑙𝑈𝑒𝑅 , 𝑌 𝑑 = (𝑈𝑑𝐿)+𝑌 𝑑𝑈𝑑𝑅 , 𝑌 𝑢 = (𝑈𝑢𝐿)+𝑌 𝑢𝑈𝑢𝑅 ,
(4.82)

стали дiагональними i дiйсними. Тодi маси фермiонiв визначатиму-
ться елементами вiдповiдної дiагональної матрицi Юкави

𝑚𝑒𝑛 =
𝑣√
2
𝑌 𝑙𝑛𝑛; 𝑚𝑑𝑛 =

𝑣√
2
𝑌 𝑑𝑛𝑛; 𝑚𝑢𝑛 =

𝑣√
2
𝑌 𝑢𝑛𝑛, (4.83)

i останнiй рядок лагранжiана (4.29) (без взаємодiї з полем Хiггса)
набуде вигляду

ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑚𝑎𝑠𝑠 = −𝑚𝑢𝑛
¯̃𝑢𝑛𝑢̃𝑛 −𝑚𝑑𝑛

¯̃
𝑑𝑛𝑑𝑛 −𝑚𝑒𝑛

¯̃𝑒𝑛𝑒𝑛, (4.84)

де ми врахували, що функцiї 𝑓𝑛 = 𝑓𝑅𝑛 + 𝑓𝐿𝑛 вiдповiдають фiзичним
полям лептонiв та кваркiв. Функцiї 𝑢̃𝑛, 𝑑𝑛, 𝑒𝑛 є лептонними та кварко-
вими станами в масовому базисi, а саме: 𝑢̃𝑛 вiдповiдає 𝑢, 𝑐, 𝑡 кварковим
полям, 𝑑𝑛 вiдповiдає 𝑑, 𝑠, 𝑏 кварковим полям, 𝑒𝑛 вiдповiдає лептонним
полям, вiдповiдно до 𝑛 = 1, 2, 3. Слiд вiдзначити, що в СМ немає по-
треби вводити для полiв нейтрино матрицю змiшування, бо вони не
мають масових доданкiв.

Наступний етап полягає в тому, щоб записати всi доданки лагран-
жiана (4.72) в термiнах кваркових та лептонних полiв у масовому
базисi.

Насамперед зазначимо, що кiнетичнi доданки та дiагональнi за
поколiннями доданки в (4.72) (тобто доданки взаємодiї фермiонiв iз
полями 𝐴𝜇 та 𝑍𝜇) не змiнять свого вигляду внаслiдок унiтарностi
матриць перетворень

∑︀
𝑛 𝑈

𝑓+
𝑘𝑛 𝑈

𝑓
𝑛𝑚 = 𝛿𝑘,𝑚:∑︁

𝑛

𝑓𝑛𝑓𝑛 =
∑︁
𝑚,𝑛,𝑘

¯̃
𝑓𝑘𝑈

𝑓+
𝑘𝑛 𝑈

𝑓
𝑛𝑚𝑓𝑚 =

∑︁
𝑘

¯̃
𝑓𝑘𝑓𝑘,

i ми можемо в них просто замiнити фермiоннi поля на поля з тiльдою.
У кварковому секторi перехiд до масового базису призводить до

появи змiшування мiж кварками рiзних поколiнь у вершинах взаємо-
дiї з 𝑊±-бозонами. Справдi, спираючись на (4.72), маємо:

ℒ𝑞−𝑊 =
𝑔

2
√
2

[︀
𝑢̄𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑑𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑑𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑢𝑛𝑊−
𝜇

]︀
=

=
𝑔

2
√
2

[︁
¯̃𝑢𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉𝑚𝑛𝑑𝑛𝑊+
𝜇 +

¯̃
𝑑𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉 +
𝑚𝑛𝑢̃𝑛𝑊

−
𝜇

]︁
, (4.85)
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де 𝑉 = (𝑈𝑢𝐿)−1𝑈𝑑𝐿 — унiтарна 3 × 3 матриця змiшування Кабiббо-
Кобаяши-Маскава (ККМ).

Довiльну унiтарну матрицю (3×3) можна задати за допомогою дев’яти
параметрiв. Їх можна розбити на три параметри (кути обертання), що
повнiстю задають матрицю, аби вона була дiйсною, та шiсть параме-
трiв, що додатково необхiднi для задання комплексної унiтарної матрицi
(фази, входять у матрицю змiшування у виглядi множникiв 𝑒𝑖𝛽𝑛). Для
матрицi змiшування ККМ п’ять iз шести фаз є нефiзичними. Їх можна
виключити, перевизначивши фермiоннi поля 𝑓𝑛 → 𝑓𝑛𝑒

𝑖𝛽𝑛 . Остання фаза є
джерелом CP-порушень у слабких взаємодiях.

Потрiбно вiдзначити, що аби було не три, а лише два поколiння квар-
кiв, то у вiдповiднiй матрицi Кабiббо-Кобаяши-Маскава розмiрностi (2×
2) можна було б узагалi позбавитися вiд фазових множникiв. У такому
випадку не можна було б пояснити наявнiсть порушення 𝐶𝑃 -симетрiї в
слабких взаємодiях. Саме цей факт спонукав Макото Кобаяшi та Тошихi-
де Маскава в 1973 роцi запропонувати розширити кваркову модель Мюрея
Гелл-Манна та Джорджа Цвейга до шести кваркiв, замiсть чотирьох, як
було на той час.

Явно покажемо, чому саме залишається одна фiзична фаза в матрицi
змiшування кваркiв. Розглянемо доданок 𝑢̄𝑉 𝑑, якщо 𝑉 – довiльна компле-
ксна матриця:

𝑢̄𝑉 𝑑 = (𝑢̄1, 𝑢̄2, 𝑢̄3)

⎛⎝ 𝑉11𝑒
𝑖𝛽11 𝑉12𝑒

𝑖𝛽12 𝑉13𝑒
𝑖𝛽13

𝑉21𝑒
𝑖𝛽21 𝑉22𝑒

𝑖𝛽22 𝑉23𝑒
𝑖𝛽23

𝑉31𝑒
𝑖𝛽31 𝑉32𝑒

𝑖𝛽32 𝑉33𝑒
𝑖𝛽33

⎞⎠⎛⎝ 𝑑1
𝑑2
𝑑3

⎞⎠ =

= 𝑢̄1𝑉11𝑒
𝑖𝛽11𝑑1 + 𝑢̄1𝑉12𝑒

𝑖𝛽12𝑑2 + 𝑢̄1𝑉13𝑒
𝑖𝛽13𝑑3+

+ 𝑢̄2𝑉21𝑒
𝑖𝛽21𝑑1 + 𝑢̄2𝑉22𝑒

𝑖𝛽22𝑑2 + 𝑢̄2𝑉23𝑒
𝑖𝛽23𝑑3+

+ 𝑢̄3𝑉31𝑒
𝑖𝛽31𝑑1 + 𝑢̄3𝑉32𝑒

𝑖𝛽32𝑑2 + 𝑢̄3𝑉33𝑒
𝑖𝛽33𝑑3. (4.86)

Перепозначимо, наприклад, польовi функцiї 𝑑-кваркiв 𝑒𝑖𝛽11𝑑1 = 𝑑1
′, 𝑒𝑖𝛽12𝑑2 = 𝑑2

′,
𝑒𝑖𝛽13𝑑3 = 𝑑3

′, тодi

𝑢̄𝑉 𝑑 = 𝑢̄1𝑉11𝑑1
′ + 𝑢̄1𝑉12𝑑2

′ + 𝑢̄1𝑉13𝑑3
′+

+ 𝑢̄2𝑉21𝑒
𝑖(𝛽21−𝛽11)𝑑1

′ + 𝑢̄2𝑉22𝑒
𝑖(𝛽22−𝛽12)𝑑2

′ + 𝑢̄2𝑉23𝑒
𝑖(𝛽23−𝛽13)𝑑3

′+

+ 𝑢̄3𝑉31𝑒
𝑖(𝛽31−𝛽11)𝑑1

′ + 𝑢̄3𝑉32𝑒
𝑖(𝛽32−𝛽12)𝑑2

′ + 𝑢̄3𝑉33𝑒
𝑖(𝛽33−𝛽31)𝑑3

′. (4.87)

Тепер, очевидно, можна перепозначити функцiї кваркiв 𝑢2, 𝑢3, а саме:
𝑒−𝑖(𝛽21−𝛽11)𝑢2 = 𝑢2

′, 𝑒−𝑖(𝛽31−𝛽11)𝑢3 = 𝑢3
′, – де було враховано, що коли
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𝑓 = 𝑒𝑖𝛼𝑔, то 𝑓 = 𝑒−𝑖𝛼𝑔. Тодi

𝑢̄𝑉 𝑑 = 𝑢̄1𝑉11𝑑1
′ + 𝑢̄1𝑉12𝑑2

′ + 𝑢̄1𝑉13𝑑3
′+

+ 𝑢̄2
′𝑉21𝑑1

′ + 𝑢̄2
′𝑉22𝑒

𝑖(𝛽22−𝛽12−𝛽11+𝛽21)𝑑2
′ + 𝑢̄2

′𝑉23𝑒
𝑖(𝛽23−𝛽13−𝛽11+𝛽21)𝑑3

′+

+ 𝑢̄3
′𝑉31𝑑1

′ + 𝑢̄3
′𝑉32𝑒

𝑖(𝛽32−𝛽12−𝛽11+𝛽31)𝑑2
′ + 𝑢̄3

′𝑉33𝑒
𝑖(𝛽33−𝛽31−𝛽11+𝛽31)𝑑3

′ =

= /пiсля очевидних перепозначень/ =

= 𝑢̄1𝑉11𝑑1
′ + 𝑢̄1𝑉12𝑑2

′ + 𝑢̄1𝑉13𝑑3
′+

+ 𝑢̄2
′𝑉21𝑑1

′ + 𝑢̄2
′𝑉22𝑒

𝑖𝛼𝑑2
′ + 𝑢̄2

′𝑉23𝑒
𝑖𝛽𝑑3

′+

+ 𝑢̄3
′𝑉31𝑑1

′ + 𝑢̄3
′𝑉32𝑒

𝑖𝛾𝑑2
′ + 𝑢̄3

′𝑉33𝑒
𝑖𝜎𝑑3

′. (4.88)

Отже, iз дев’яти початкових фаз пiсля перепозначень польових функцiй
залишилось лише чотири. Умова унiтарностi матрицi 𝑉 дає ще три рiв-
няння на фази, розв’язавши якi отримаємо, що матриця 𝑉 мiстить лише
одну фiзичну фазу, що залишилась.

Iснує багато варiантiв, як параметризувати матрицю ККМ. Стан-
дартна параметризацiя [33, 53] задається за допомогою послiдовних
поворотiв Ейлера 𝑉 = 𝑅23𝑊13𝑅12, де 𝑅𝑖𝑗 —матриця дiйсних пово-
ротiв у площинi 𝑖𝑗 (𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3 вiдповiдає 𝑥, 𝑦, 𝑧 вiдповiдно), 𝑊13 —
комплексних поворотiв у площинi 𝑥𝑧:

𝑉 = 𝑅23𝑊13𝑅12 =⎛⎝ 1 0 0
0 𝑐23 𝑠23
0 −𝑠23 𝑐23

⎞⎠⎛⎝ 𝑐13 0 𝑠13𝑒
−𝑖𝛿

0 1 0
−𝑠13𝑒𝑖𝛿 0 𝑐13

⎞⎠⎛⎝ 𝑐12 𝑠12 0
−𝑠12 𝑐12 0
0 0 1

⎞⎠ =

⎛⎝ 𝑐12𝑐13 𝑐13𝑠12 𝑠13𝑒
−𝑖𝛿

−𝑠12𝑐23 − 𝑐12𝑠23𝑠13𝑒𝑖𝛿 𝑐12𝑐23 − 𝑠12𝑠23𝑠13𝑒𝑖𝛿 𝑠23𝑐13
𝑠12𝑠23 − 𝑐12𝑐23𝑠13𝑒𝑖𝛿 −𝑐12𝑠23 − 𝑠12𝑐23𝑠13𝑒𝑖𝛿 𝑐23𝑐13

⎞⎠, (4.89)

де 𝑐𝑖𝑗 = cos 𝜃𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑗 = sin 𝜃𝑖𝑗 , 𝜃12, 𝜃13, 𝜃23 — три кута змiшування; 𝛿 —
фаза Кобаяши-Маскава; кути 𝜃𝑖𝑗 можуть бути в межах 0 ≤ 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝜋/2;
фаза 𝛿 — вiд 0 до 2𝜋.

Величини, що входять до матрицi змiшування ККМ, визначенi до-
статньо точно в ходi численних експериментiв на прискорювачах [53]:

𝜃12 = 13.04± 0.050; 𝜃13 = 0.201± 0.0110; 𝜃23 = 2.38± 0.060;

𝛿 = 1.20± 0.08рад. (4.90)
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Наведемо значення модулiв елементiв матрицi ККМ:

|𝑉𝑖𝑗 | =

⎛⎝ |𝑉𝑢𝑑| |𝑉𝑢𝑠| |𝑉𝑢𝑏||𝑉𝑐𝑑| |𝑉𝑐𝑠| |𝑉𝑐𝑏|
|𝑉𝑡𝑑| |𝑉𝑡𝑠| |𝑉𝑡𝑏|

⎞⎠ =

⎛⎝0.97427± 0.00014 0.22536± 0.00061 0.00355± 0.00015
0.22522± 0.00061 0.97343± 0.00015 0.0414± 0.0012
0.00886+0.00033

−0.00032 0.0405+0.0011
−0.0012 0.99914± 0.00005

⎞⎠. (4.91)

Повернемося до взаємодiї лептонiв iз 𝑊 -бозонами. Вона вiдбуває-
ться за допомогою нейтрино, див. (4.69), (4.81):

ℒ𝑙−𝑊 =
𝑔

2
√
2

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
=

=
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑛,𝑚

[︀
𝜈𝑛𝑈

𝑒𝐿
𝑛𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑚𝑊+
𝜇 + ¯̃𝑒𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)(𝑈𝑒𝐿)+𝑚𝑛𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
(4.92)

Перепозначивши 𝜈 = (𝑈𝑒𝐿)+𝜈, отримаємо дiагональну взаємодiю 𝑊 -
бозонiв iз лептонами

ℒ𝜈−𝑊 =
𝑔

2
√
2

[︀
¯̃𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + ¯̃𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
. (4.93)

Саме функцiї 𝜈𝑛 являють собою функцiї 𝑒, 𝜇, 𝜏 нейтрино вiдповiдно.
Такi стани нейтрино отримали назву ароматних станiв.

Пiдкреслимо, що, описуючи взаємодiї 𝑊 -бозонiв iз лептонами, ми
змогли уникнути введення матрицi аналогiчної матрицi ККМ лише
завдяки тому, що в СМ вiдсутнi масовi доданки для нейтрино. В
противному випадку ми не змогли б зробити перепозначення 𝜈 =
(𝑈𝑒𝐿)−1𝜈, оскiльки при цьому масовi доданки нейтрино перестали б
бути дiагональними.

Корисно вiдзначити, що в теоретичних моделях iз масивними ней-
трино взаємодiя 𝑊 -бозонiв iз лептонами описується за допомогою унi-
тарної матрицi, що отримала назву матрицi Понтекорво-Макi-Накагава-
Саката (ПМНС): 𝑉𝑃𝑀𝑁𝑆 = (𝑈𝜈)−1𝑈𝑒𝐿 . Матриця ПМНС характеризу-
ється трьома кутами поворотiв (як i ККМ матриця), але кiлькiсть фаз
залежить вiд того, чи є нейтрино дiраковськими частинками (одна
фаза), чи частинками Майорана (три фази) [78].
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На завершення, хотiлося б вказати на те, що не слiд приписувати
механiзму Хiггса генерацiї мас елементарних частинок СМ виключну
роль як механiзму, що робить частинки матерiї масивними.

Для прикладу розглянемо матерiальнi тiла, що оточують нас у
земних умовах. Вони складаються з атомiв, а тi, в свою чергу, з елек-
тронiв та нуклонiв. Маса електронiв є на три порядки меншою за маси
нуклонiв. Вiдповiдно, основний внесок у масу тiла дають нуклони —
протони та нейтрони, що мають кварковий склад 𝑢𝑢𝑑 та 𝑢𝑑𝑑 вiдповiд-
но. Однак, маса нуклонiв становить близько 940 МеВ, а маси кваркiв
– приблизно 𝑚𝑢 = 2.5 МеВ та 𝑚𝑑 = 5 МеВ. У сумi маса кваркiв, на-
приклад, у протонi складає близько 10 МеВ, що у 94 рази менше за
масу нуклона. Яку ж природу має повна маса нуклона, якщо маси
окремих кваркiв забезпечуються механiзмом Хiггса?

Масу нуклона можна пояснити через вiдоме явище дефекта мас,
коли маса частинок у зв’язаному станi вiдрiзняється вiд маси вiльних
частинок.

Нагадаємо, що для молекул, котрi являють собою зв’язанi стани
атомiв, енергiя зв’язку становить близько 1 еВ. Маса молекули є мен-
шою за маси окремих атомiв, дефект мас складає ∆𝑚/𝑚 ∼ 10−9. Для
атомiв, котрi являють собою зв’язаний стан електронiв та ядер, енер-
гiя зв’язку ∼ 10 еВ, маса атома є меншою за маси складових, дефект
мас ∆𝑚/𝑚 ∼ 10−8. Для ядер, котрi являють собою зв’язаний стан
протонiв та нейтронiв, енергiя зв’язку ∼ 10 МеВ, маса ядра є мен-
шою за маси нуклонiв, дефект мас ∆𝑚/𝑚 ∼ 10−3. Але у випадку
нуклонiв (адронiв) ми бачимо протилежну ситуацiю: маси складових
частинок є меншими за масу цiлого об’єкта (нуклона), що є зв’язаним
станом кваркiв ∆𝑚/𝑚 ∼ 90. Пояснення цьому явищу надається на
рiвнi особливостей кварк-глюонної взаємодiї та виходить за межi да-
ного посiбника, див. детальнiше [79].
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4.5 Лагранжiан СМ в унiтарному калiбруваннi

Пiдсумуємо отриманi результати та остаточно запишемо лагран-
жiан СМ в унiтарному калiбруваннi та масовому базисi фермiонних
полiв (ми будемо опускати знак тiльди для спрощення записiв).

Оскiльки лагранжiан СМ є достатньо громiздким, його зручно
представити у виглядi

ℒ𝑆𝑀 = ℒ𝑄𝐶𝐷+ℒ𝑌 +ℒ𝑉 +ℒ𝐻 +ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙𝑒𝑝𝑡 +ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑒𝑚+ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘+ℒ𝑖𝑛𝑡𝐻𝑉 . (4.94)

Розглянемо окремi складовi наведеного виразу.

ℒ𝑄𝐶𝐷 = −1

4

8∑︁
𝑎=1

𝐺𝑎𝜇𝜈𝐺
𝑎,𝜇𝜈 +

∑︁
кварки

𝑞

(︃
𝑖𝛾𝜇

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐺𝑎𝜇

)︃
−𝑚𝑞

)︃
𝑞

(4.95)
є лагранжiаном квантової хромодинамiки (КХД) (QCD вiд quantum
chromodynamics – в англ. лiтературi), котрий включає в себе 6 кварко-
вих полiв (𝑢, 𝑑, 𝑐, 𝑠, 𝑡, 𝑏), 8 безмасових глюонних полiв, що є квантами
калiбрувальних полiв 𝐺𝑎𝜇, та їх взаємодiю мiж собою. Нагадаємо, що
𝑇 𝑎 = 𝜆𝑎

2 є генераторами групи 𝑆𝑈𝐶(3) i є матрицями 3×3, а кваркова
функцiя 𝑞 являє собою стовпчик iз трьох кольорових компонент (чер-
воний, зелений, синiй) певного кварка. Як видно з (4.95), взаємодiя
кваркiв рiзних кольорiв вiдбувається не безпосередньо через глюоннi
поля 𝐺𝑎𝜇, а через їх комбiнацiї 𝑇 𝑎𝐺𝑎𝜇, що представленi в (4.27). От-
же, дiагональнi доданки виражаються через дiйснi комбiнацiї полiв, а
недiагональнi — через комплекснi, подiбно до випадку слабких взає-
модiй (4.26).

Взаємодiю кваркiв у КХД можна записати у зручному виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑄𝐶𝐷 = 𝑔𝑠
∑︁

кварки

8∑︁
𝑎=1

∑︁
𝑐,𝑐′=𝑟,𝑔,𝑏

𝑞𝑐𝛾
𝜇𝑇 𝑎𝑐𝑐′𝑞𝑐′𝐺

𝑎
𝜇, (4.96)

де елементи матрицi 𝑇 𝑎𝑐𝑐′ визначають iнтенсивнiсть взаємодiї кваркiв
кольорiв 𝑐 та 𝑐′ з глюонним полем з груповим iндексом 𝑎 i будуть
входити до вiдповiдних вершин дiаграм Фейнмана в КХД. Звертаємо
увагу на те, що глюонна взаємодiя кваркiв не змiнює кварковий аро-
мат (вiдбувається зi збереженням аромату), але може призвести до
змiни кольору кваркiв (кольорових зарядiв). Саме тому теорiя силь-
них взаємодiй отримала назву квантової хромодинамiки (вiд грецько-
го 𝜒𝜌𝜔𝜇𝛼 – колiр). Тут доречно вiдзначити, що назва глюонних полiв
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походить вiд англ. 𝑔𝑙𝑢𝑒 – клей, тобто це поля, що нiби склеюють квар-
ки всерединi барiонiв та адронiв.

Запишемо тепер частину лагранжiану КХД, що описує взаємодiю
глюонiв

ℒ𝑔 = −
1

4

8∑︁
𝑎=1

𝐺𝑎𝜇𝜈𝐺
𝑎,𝜇𝜈 . (4.97)

Враховуючи, що, згiдно з (4.32),

𝐺𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇 + 𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝐺𝑏𝜇𝐺
𝑐
𝜈 , (4.98)

отримаємо

ℒ𝑔 = −
1

4
G𝑎𝜇𝜈G𝑎,𝜇𝜈 −

1

2
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐
(︀
𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇

)︀
𝐺𝑏,𝜇𝐺𝑐,𝜈−

− 1

4
𝑔2𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐺𝑏𝜇𝐺
𝑐
𝜈𝐺

𝑑,𝜇𝐺𝑒,𝜈 , (4.99)

де
G𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇 (4.100)

кiнетичний тензор Максвелла без самодiї полiв. Як можна побачи-
ти з (4.99), iснують доданки взаємодiї мiж собою трьох та чотирьох
глюонних полiв за рахунок того, що група КХД є неабелевою групою.
ℒ𝑌 описує юкавiвську взаємодiю фермiонiв iз бозоном Хiггса

ℒ𝑌 = −
∑︁
𝑓

𝑌 𝑓√
2
𝑓𝑓ℎ = −

∑︁
𝑓

𝑚𝑓

𝑣
𝑓𝑓ℎ, (4.101)

де 𝑚𝑓 — маса фермiона. Як можна побачити, в якостi заряду юка-
вiвської взаємодiї виступає безрозмiрна комбiнацiя 𝑚𝑓/𝑣. Тобто, чим
важчий фермiон, тим сильнiшою буде його взаємодiя з бозоном Хiгг-
са. З виразу (4.101) також випливає, що у СМ нейтрино з полем Хiггса
не взаємодiють.
ℒ𝑉 є лагранжiаном взаємодiї векторних полiв електрослабкої те-

орiї: фотонiв, 𝑊±-бозонiв, 𝑍-бозонiв, включаючи їхнi самовзаємодiї,
див. (4.77):

125



ℒ𝑉 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 − 1

2
𝑊−
𝜇𝜈𝑊

+,𝜇𝜈−

− 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 𝑍𝜈

←→
𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈 +𝑊+,𝜇𝐴𝜈

←→
𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2] (4.102)

де тензори 𝐹𝜇𝜈 , 𝑍𝜇𝜈 та 𝑊±
𝜇𝜈 визначенi в (4.74), а оператор

←→
𝜕 𝜇 – в

(4.78). Як бачимо, електрично нейтральнi поля 𝐴, 𝑍 взаємодiють з
зарядженими полями𝑊± бозонiв. Вiдсутнi взаємодiї типу 𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝑍𝑍,
𝑍𝑍𝑍, 𝐴𝐴𝑍 та 4-взаємодiї 𝐴, 𝑍 полiв без участi полiв 𝑊± бозонiв.
ℒ𝐻 є лагранжiаном вiльного поля Хiггса та його самодiї

ℒ𝐻 =
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 𝜆𝑣ℎ3 − 𝜆

4
ℎ4 =

=

⧸︂
𝜆 =

𝑚2
ℎ

2𝑣2

⧸︂
=

1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 𝑚2

ℎ

2𝑣
ℎ3 − 𝑚2

ℎ

8𝑣2
ℎ4, (4.103)

де 𝑚ℎ =
√
2𝜆 𝑣 – маса поля Хiггса, 𝜆 – константа самодiї.

Наступний доданок є лагранжiаном вiльних лептонiв

ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙𝑒𝑝𝑡 =
∑︁
𝑛

ℓ̄𝑛(𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚ℓ𝑛)ℓ𝑛 +

∑︁
𝑛

𝜈𝐿,𝑛𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿,𝑛 , (4.104)

де зарядженi лептони (ℓ𝑛) знаходяться в масовому, а нейтрино – в
ароматному базисi.
ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑒𝑚 є лагранжiаном електромагнiтних взаємодiй фермiонiв

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑒𝑚 = 𝑒
∑︁
𝑓

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇, (4.105)

де сума вiдбувається за всiма фермiонами (лептонами та кварками),
𝑒 — позитивний заряд протона, 𝑞𝑓 — електричний заряд фермiона в
одиницях заряду протона (𝑞𝑒 = −1, 𝑞𝜈 = 0). Лагранжiан ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙𝑒𝑝𝑡 разом
iз лагранжiаном ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑒𝑚 утворюють лагранжiан квантової електроди-
намiки (КЕД) (QED вiд quantum electrodynamics – в англ. лiтературi).
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Квантова електродинамiка як послiдовна теорiя була створена ще
в 1940-х роках. Це була перша перенормовна теорiя, яка найбiльш
детально вивчена та пiдтверджена експериментально. У цьому сенсi
цiкаво вiдзначити, що англiйська абревiатура QED збiгається з латин-
ським скороченням QED (quod erat demonstrandum — що й потрiбно
було довести), яке ставиться в кiнцi доведення математичних твер-
джень та теорем. Даний збiг таким чином, хоч i випадково, пiдкре-
слює справедливiсть i зрозумiлiсть КЕД.
ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 є лагранжiаном слабких взаємодiй фермiонiв

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 =
𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑛

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1−𝛾5)ℓ𝑛𝑊+
𝜇 + ℓ̄𝑛𝛾

𝜇(1−𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+ (4.106)

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑚,𝑛

[︀
𝑢̄𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉𝑚𝑛𝑑𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑑𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉 +
𝑚𝑛𝑢𝑛𝑊

−
𝜇

]︀
,

де 𝑡𝑓3 — проекцiя iзотопiчного спiну фермiонiв (+1/2 для 𝑢𝐿𝑛 кваркiв
та нейтрино; −1/2 для 𝑑𝐿𝑛 кваркiв та лептонiв ℓ𝐿𝑛) та 𝑉 – матриця
змiшування Кабiббо-Кобаяшi-Маскави.
ℒ𝑖𝑛𝑡𝐻𝑉 описує взаємодiю бозона Хiггса з векторними бозонами

ℒ𝑖𝑛𝑡𝐻𝑉 =
𝑔2𝑣

2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 ℎ+
𝑔2

4
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 ℎ
2 +

(𝑔2 + 𝑔′ 2)𝑣

4
𝑍𝜇𝑍𝜇ℎ+

+
𝑔2 + 𝑔′ 2

8
𝑍𝜇𝑍𝜇ℎ

2 =

⧸︂
𝑚𝑊 =

𝑔𝑣

2
, 𝑚𝑍 =

√︀
𝑔2 + 𝑔′

2
𝑣

⧸︂
= (4.107)

= 𝑚2
𝑊

2ℎ

𝑣
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑊

ℎ2

𝑣2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑍

ℎ

𝑣
𝑍𝜇𝑍𝜇 +

𝑚2
𝑍

2

ℎ2

𝑣2
𝑍𝜇𝑍𝜇,

а фотони та глюони, як безмасовi частинки, напряму не взаємодiють
iз полем Хiггса. Звертаємо увагу, що взаємодiя векторних бозонiв iз
бозоном Хiггса пропорцiйна квадрату їх маси, на вiдмiну вiд взаємодiї
бозона Хiггса з фермiонами (4.101), яка пропорцiйна масi фермiонiв у
першому ступенi1. Звертаємо також увагу на вiдмiннiсть у множнику
2 у взаємодiї бозону Хiггса з 𝑊±- та 𝑍-бозонами, що пов’язана з
комплекснiстю поля 𝑊 -бозонiв.

1Так i має бути, виходячи з мiркувань розмiрностi. Дiя 𝑆 =
∫︀
𝑑4𝑥ℒ у системi

одиниць ℏ = 𝑐 = 1 є безрозмiрною величиною, вiдповiдно розмiрнiстю лагранжiана
є енергiя в 4-му ступенi. Розмiрнiсть бозонних та векторних полiв — енергiя в 1-му
ступенi, розмiрнiсть фермiонних полiв — енергiя в ступенi 3/2.

127



Наведемо повний вигляд лагранжiана СМ пiсля спонтанного пору-
шення симетрiї в унiтарному калiбруваннi, використовуючи вже вище
наданi означення для окремих його складових:

ℒ𝑆𝑀 =
∑︁

кварки
𝑞(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇−𝑚𝑞)𝑞+

∑︁
𝑛

𝑒𝑛(𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇−𝑚𝑒𝑛)𝑒𝑛+

∑︁
𝑛

𝜈𝑛𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝑛+

+
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 +
𝑚2
𝑍

2
𝑍𝜇𝑍𝜇−

− 1

2
𝑊−
𝜇𝜈𝑊

+,𝜇𝜈 +𝑚2
𝑊𝑊

−
𝜇 𝑊

+,𝜇 − 1

4
G𝑎𝜇𝜈G𝑎,𝜇𝜈−

− 1

2
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐
(︀
𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇

)︀
𝐺𝑏,𝜇𝐺𝑐,𝜈 − 1

4
𝑔2𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐺𝑏𝜇𝐺
𝑐
𝜈𝐺

𝑑,𝜇𝐺𝑒,𝜈−

− 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 𝑍𝜈

←→
𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈 +𝑊+,𝜇𝐴𝜈

←→
𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2]+

+ 𝑔𝑠
∑︁

кварки

8∑︁
𝑎=1

∑︁
𝑐,𝑐′=𝑟,𝑔,𝑏

𝑞𝑐𝛾
𝜇𝑇 𝑎𝑐𝑐′𝑞𝑐′𝐺

𝑎
𝜇 + 𝑒

∑︁
𝑓

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇+

+
𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑛

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑚,𝑛

[︀
𝑢̄𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉𝑚𝑛𝑑𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑑𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉 +
𝑚𝑛𝑢𝑛𝑊

−
𝜇

]︀
−

− 𝑚2
ℎ

2𝑣
ℎ3 − 𝑚2

ℎ

8𝑣2
ℎ4 −

∑︁
𝑓

𝑚𝑓

𝑣
𝑓𝑓ℎ+𝑚2

𝑊

2ℎ

𝑣
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑊

ℎ2

𝑣2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +

+𝑚2
𝑍

ℎ

𝑣
𝑍𝜇𝑍𝜇 +

𝑚2
𝑍

2

ℎ2

𝑣2
𝑍𝜇𝑍𝜇, (4.108)
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де кiнетичнi тензори векторних полiв 𝐹𝜇𝜈 , 𝑊±
𝜇𝜈 , 𝑍𝜇𝜈 , G𝑎𝜇𝜈 визначенi

згiдно з (4.74) та (4.100).
Таким чином СМ мiстить 25 параметрiв, якi визначаються лише

за допомогою експериментальних спостережень: 3 маси заряджених
лептонiв 𝑚𝑙; 6 мас 𝑚𝑞, 3 кути змiшування 𝜃𝑖𝑗 та 1 фаза 𝛿 кваркового
сектору; 2 параметри (𝜈, 𝜆) потенцiалу Хiггса; 3 сталi (𝑔′, 𝑔, 𝑔𝑠) калi-
брувальних взаємодiї груп 𝑈𝑌 (1)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑆𝑈𝐶(3); 6 гiперзарядiв 𝑌𝑖
лептонiв, кваркiв та поля Хiггса; та, як буде далi показано в Роздiлi
6.1, 1 вакуумний кут 𝜃 КХД1.

4.6 Теорiя Фермi. Чотирифермiонна взаємодiя

Згiдно з правилами дiаграмної технiки Фейнмана дiаграми, що
описують процеси слабкої взаємодiї мiж лептонами за рахунок обмiну
𝑊±-бозоном мають вигляд представлений на Рис. 5. Вони вiдповiда-
ють доданку (4.106) лагранжiану СМ.

e

ee

e1 2

1 2

Рис. 5: Дiаграма СМ, що описує взаємодiю масивних лептонiв та ней-
трино завдяки обмiну 𝑊±-бозоном.

Якщо енергiї частинок не є великими, а саме у випадку коли ква-
драт 4-iмпульсу вiртуального 𝑊±-бозону є малим у порiвняннi з його
масою, слабка взаємодiя в СМ описується теорiєю Фермi, що зводи-
ться до наступної замiни пропагатора поля 𝑊± бозона в унiтарному
калiбруваннi:

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑀2
𝑊

𝑘2 −𝑀2
𝑊

→ − 𝑔𝜇𝜈
𝑀2
𝑊

, 𝑘2 ≪𝑀2
𝑊 . (4.109)

1Кут Вайнберга не є незалежним параметром, оскiльки tan 𝜃𝑊 = 𝑔′/𝑔.
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e

Рис. 6: Чотирифермiонна дiаграма, що описує взаємодiю масивних
лептонiв та нейтрино в теорiї Фермi.

В цьому випадку внутрiшня лiнiя на дiаграмi (пропагатор частин-
ки) переходить у сталу величину, що вiдповiдає загальному множни-
ку у взаємодiї частинок, а процеси слабкої взаємодiї можна описати
точковою чотирифермiонною дiаграмою, див. Рис. 6, якiй вiдповiдає
лагранжiан

ℒ𝑊 =

(︂
𝑔

2
√
2

)︂2
1

𝑀2
𝑊

∑︁
𝑛=𝑒,𝜇,𝜏

𝜈𝑛𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛 · 𝑒𝑛𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛. (4.110)

Ввiвши нову величину, яка отримала назву сталої Фермi1,

𝐺𝐹 =

√
2

8

𝑔2

𝑀2
𝑊

, (4.111)

ми приходимо до стандартного вигляду чотирифермiонного лагран-
жiану Фермi, що описує взаємодiю лептонiв при низьких енергiях

ℒ𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖 = 𝐺𝐹√
2

∑︁
𝑛=𝑒,𝜇,𝜏

𝜈𝑛𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛 · 𝑒𝑛𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛. (4.112)

Звертаємо увагу, що отримана взаємодiя Фермiя не є перенормовною
взаємодiєю, див. роздiл 7 Застосування теорiї Фермi в областi великих
енергiй взаємодiючих частинок призводитиме до нефiзичних резуль-
татiв.

Звичайно, наближення (4.109) можна використовувати i для за-
пису мiжкваркової взаємодiї за рахунок 𝑊 -бозону. В цьому випадку
у вiдповiдному ефективному лагранжiанi додатково з’являться мно-
жники – елементи матрицi Кабiббо-Кобаяши-Маскави.

1Iсторично, ця стала вперше з’явилася при спробi описати явище 𝛽-розпаду
за допомогою ефективного лагранжiану ℒ = 𝐺𝐹√

2

[︀
Ψ𝑝(𝑥)𝛾𝜇Ψ𝑛(𝑥)

]︀ [︀
Ψ𝑒(𝑥)𝛾𝜇Ψ𝜈(𝑥)

]︀
ще в 30-х роках минулого столiття. Звичайно, в той час теорiї слабкої взаємодiї,
що базується на процесах за участi 𝑊±, 𝑍 бозонiв, ще не iснувало.
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Використавши спiввiдношення (4.63) 𝑀𝑊 = 𝑔𝑣/2, можна записати

𝐺𝐹 =
1√
2𝑣2

. (4.113)

Стала Фермi визначається експериментальними методами з дослiдже-
ння часу життя мюона. Її чисельне значення

𝐺𝐹 = 1.1663787(1)× 10−5ГеВ−2 ≈ 1

(292.81ГеВ)2
≈ 1.01 · 10−5

𝑚2
𝑝

,

(4.114)
де 𝑚𝑝 = 0.9382723 ГеВ маса протона (останнi два записи наведенi
для зручностi запам’ятовування). Знаючи значення сталої Фермi лег-
ко отримати значення вакуумного середнього поля Хiггса

𝑣 = (𝐺𝐹
√
2)−1/2 ≈ 246.22 ГеВ. (4.115)

Аналогiчним чином можна записати низькоенергетичний лагран-
жiан взаємодiї електрично заряджених лептонiв та нейтрино, що вiд-
бувається завдяки обмiну 𝑍-бозоном. В цьому випадку слiд замiнити
пропагатор поля 𝑍-бозона, див. Рис. 7:

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑀2
𝑍

𝑘2 −𝑀2
𝑍

→ − 𝑔𝜇𝜈
𝑀2
𝑍

, 𝑘2 ≪𝑀2
𝑍 . (4.116)

В результатi отримаємо

ℒ𝐹𝑒𝑟𝑚𝑖𝑍 =
1

2

(︂
𝑔

2𝑀𝑍 cos 𝜃𝑊

)︂2

∑︁
𝑛

𝑒𝑛𝛾
𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑒𝑛 · 𝜈𝑛𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛 =

=
𝐺𝐹√
2

∑︁
𝑛

𝑒𝑛𝛾
𝜇

[︂
−1− 𝛾5

2
+ 2 sin2 𝜃𝑊

]︂
𝑒𝑛 · 𝜈𝑛𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛, (4.117)

де ми використали, що 𝑀𝑊 =𝑀𝑍 cos 𝜃𝑊 (4.63).
Низькоенергетичнi лагранжiани (4.112), (4.117) дозволяють з ана-

лiзу перерiзiв лептонних реакцiй за участi нейтрино вiднайти значен-
ня параметра sin2 𝜃𝑊 , що й було зроблено ще в кiнцi 70-х рокiв ХХ сто-
лiття [80]. Отримане тодi значення становило sin2 𝜃𝑊 = 0.229± 0.009.
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Рис. 7: Дiаграма СМ, що описує взаємодiю масивних лептонiв та ней-
трино завдяки обмiну 𝑍-бозоном в СМ та низькоенергетичному на-
ближеннi.

Це був величезний успiх, оскiльки дозволив передбачити маси 𝑊±-
та 𝑍-бозонiв. Справдi, використавши (4.70), вираз для сталої Фермi
(4.111) можна записати у виглядi

𝐺𝐹 =

√
2

8

𝑒2

𝑀2
𝑊 sin2 𝜃𝑊

=
𝜋√
2

𝛼

𝑀2
𝑊 sin2 𝜃𝑊

, (4.118)

звiдки було отримано [60]: 𝑀𝑊 = 78.5± 1.7 ГеВ, 𝑀𝑍 =𝑀𝑊 / cos 𝜃𝑊 =
89.3±2 ГеВ. Вже у 1983 роцi 𝑊±- та 𝑍-бозони були експериментально
вiдкритi в ЦЕРНi на колайдерi SPS з передбаченими значеннями мас
(на сьогоднiшнiй день 𝑀𝑊 = 80, 385±0, 015 ГеВ, 𝑀𝑍 = 91, 187±0, 0021
ГеВ). Певна вiдмiннiсть мас отриманих в експериментi i передбачених
з теорiї Фермi пояснюється тим, що теорiя Фермi є низькоенергети-
чною i не враховує радiацiйних поправок.

4.7 Чому лагранжiан СМ має бути саме таким?
Погляд назад

Тепер, коли лагранжiан СМ вже отримано, зробимо крок назад i
обговоримо питання чому стартовi позицiї для виведення лагранжiану
СМ були обранi саме такими1, якi були зазначенi у Роздiлi 4.1? Зараз
це зробити набагато простiше, оскiльки читач вже ознайомлений з
математичним апаратом СМ.

1Iдея написання цього роздiлу грунтується на [81].
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Як вже зазначалося у Роздiлi 1, поштовхом до створення теорiї
слабких взаємодiй та СМ було явище 𝛽-розпаду, яке вказувало на
iснування iншого виду взаємодiї анiж електромагнiтна. Багаточисель-
нi експерименти у 1958 роцi дозволили вiдновити ефективний гамiль-
тонiан взаємодiї у формi (1.15).

В 1957 роцi Ц. Лi та Ч. Янг, а також Д. Швiнгер [22,23] показали,
що при високих енергiях буде порушуватись умова унiтарностi для
гамiльтонiана Фермi з точковою взаємодiєю. Проблема полягає в то-
му, що перерiз певного слабкого процесу iз взаємодiєю Фермi зростає
квадратично з енергiєю частинок1 𝜎 ∼ 𝐺2

𝐹𝐸
2. Однак, враховуючи,

що перерiз визначається через елемент матрицi розсiяння, фiзичний
змiст якого є ймовiрнiстю переходу системи з одного стану в iнший
i є обмеженою за модулем величиною, випливає, що перерiз розсiян-
ня має вести себе при великих енергiях як 𝜎 < 𝐶

𝐸2 (так звана умова
унiтарностi), де 𝐶 – певна стала [77]. Для вирiшення проблеми пору-
шення умови унiтарностi авторами робiт [22, 23] було запропоновано
ввести заряджену масивну векторну частинку (𝑊±) – переносника
слабкої взаємодiї, див. Рис. 5 та Роздiл 4.6.

Початковий лагранжiан зарядженого векторного масивного поля
можна записати у виглядi

ℒ𝑊 = −1

2
𝑊+,𝜇𝜈
𝑝𝑟𝑖𝑚𝑊

−
𝜇𝜈,𝑝𝑟𝑖𝑚 +𝑚2

𝑊𝑊
+,𝜇𝑊−

𝜇 + ℒ𝑖𝑛𝑡𝑤𝑒𝑎𝑘, (4.119)

де 𝑊+,𝜇𝜈
𝑝𝑟𝑖𝑚 = 𝜕𝜇𝑊+,𝜈 − 𝜕𝜈𝑊+,𝜇 – аналог тензора Максвелла в КЕД.

Оскiльки нова частинка є електрично зарядженою, то вона має
брати участь в електромагнiтнiй взаємодiї. Найпростiшим способом
введення такої взаємодiї є подовження похiдної. Якщо ми не хоче-
мо виходити за межi абелевої 𝑈(1) теорiї, то похiдну слiд подовжити
мiнiмальним чином:

𝜕𝜇𝑊
+
𝜈 → 𝐷𝜇𝑊

+
𝜈 = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑒𝐴𝜇)𝑊+

𝜈 . (4.120)

Тодi взаємодiю поля𝑊 -бозонiв з електромагнiтним полем можна отри-

1Це очевидно з мiркувань розмiрностi. Справдi, розмiрнiсть перерiзу розсiяння
є розмiрнiстю площi поверхнi, що в системi ℏ = 𝑐 = 1 дає [𝜎] = 𝐺𝑒𝑉 −2. Розмiрнiсть
сталої Фермi [𝐺𝐹 ] = 𝐺𝑒𝑉 −2. Амплiтуда слабкого процесу𝑀𝑓𝑖 ∼ 𝐺𝐹 , тобто перерiз
реакцiї має бути пропорцiйний 𝜎 ∼ |𝑀𝑓𝑖|2 ∼ 𝐺2

𝐹 . Вiдповiдно при високих енергiях,
коли можна знехтувати доданками з масами частинок, 𝜎 ∼ 𝐺2

𝐹𝐸
2.
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мати з кiнетичного доданку

− 1

2
𝑊+,𝜇𝜈
𝑝𝑟𝑖𝑚𝑊

−
𝜇𝜈,𝑝𝑟𝑖𝑚 → −

1

2
[𝐷𝜇𝑊+𝜈 −𝐷𝜈𝑊+𝜇][𝐷𝜇𝑊

−
𝜈 −𝐷𝜈𝑊

−
𝜇 ] =

−1

2
[(𝜕𝜇−𝑖𝑒𝐴𝜇)𝑊+𝜈−(𝜕𝜈−𝑖𝑒𝐴𝜈)𝑊+𝜇][(𝜕𝜇+𝑖𝑒𝐴𝜇)𝑊

−
𝜈 −(𝜕𝜈+𝑖𝑒𝐴𝜈)𝑊−

𝜇 ] =

− 1

2
𝑊+,𝜇𝜈
𝑝𝑟𝑖𝑚𝑊

−
𝜇𝜈,𝑝𝑟𝑖𝑚 − 𝑒2[𝐴𝜇𝐴𝜇𝑊+,𝜈𝑊−

𝜈 −𝐴𝜇𝐴𝜈𝑊+
𝜈 𝑊

−
𝜇 ]−

−𝑖𝑒
{︀
𝐴𝜇[𝑊

−
𝜈 𝜕

𝜇𝑊+,𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−
𝜈 𝑊

+,𝜈 ]−𝐴𝜈 [𝑊−
𝜇 𝜕

𝜇𝑊+𝜈 −𝑊+
𝜇 𝜕

𝜇𝑊−𝜈 ]
}︀
.

Звiдки отримуємо лагранжiан взаємодiї електромагнiтного поля з по-
лем 𝑊 -бозонiв:

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑊𝛾 = −𝑒2[𝐴𝜇𝐴𝜇𝑊+,𝜈𝑊−
𝜈 −𝐴𝜇𝐴𝜈𝑊+

𝜈 𝑊
−
𝜇 ]− (4.121)

− 𝑖𝑒𝐴𝜇
{︀
[𝑊−

𝜈 𝜕
𝜇𝑊+,𝜈 − 𝜕𝜇𝑊−

𝜈 𝑊
+,𝜈 ]− [𝑊−

𝜈 𝜕
𝜈𝑊+𝜇 −𝑊+

𝜈 𝜕
𝜈𝑊−𝜇]

}︀
.

Чи можна з певних фiзичних мiркувань зрозумiти, чи є отриманий
лагранжiан взаємодiї коректним або нi? Виявляється, що вiдповiдь
можна отримати, розглянувши умову унiтарностi для процесiв, що
описуються зазначеним лагранжiаном взаємодiї [77, 82].

Рис. 8: Дiаграми, що описують процес анiгiляцiї пари 𝑊 -бозонiв у два
фотони: 𝑊+ +𝑊− → 𝛾 + 𝛾. Рис. взятий з [77].

Розглянемо процес анiгiляцiї пари 𝑊 -бозонiв у два фотони: 𝑊+ +
𝑊− → 𝛾 + 𝛾. Вiн описується трьома дiаграмами, див. Рис. 8. Амплi-
туди процесiв перших двох дiаграм ведуть себе при високих енергiях
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налiтаючих частинок ∼ 𝐸4/𝑚4
𝑊 , амплiтуда третьої ∼ 𝐸2/𝑚2

𝑊 . Зазна-
ченi розбiжнi доданки вiд рiзних дiаграм не скорочуються. Тобто при
енергiях 𝐸 ≳ 𝑚𝑊 умова унiтарностi буде порушеною. Це означає, що
взаємодiя у формi (4.121) є нефiзичною i її потрiбно модифiкувати.

Оскiльки найбiльшу розбiжнiсть дають першi двi дiаграми, що мi-
стять тричастинковi вершини, то слiд модифiкувати саме тричастин-
кову взаємодiю. Тричастинкова взаємодiя у другому рядку виразу
(4.121) не мiстить похiдних за електромагнiтним полем. Тому штучно
добавимо калiбрувально- та Лоренц-iнварiантний доданок з похiдни-
ми вiд електромагнiтного поля у виглядi:

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑊𝛾 = −𝑖𝑒𝜅𝐹𝜇𝜈𝑊−
𝜇 𝑊

+
𝜈 , (4.122)

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈−𝜕𝜈𝐴𝜇 – тензор Максвелла, а 𝜅 – пiдгоночна безрозмiрна
стала, значення якої слiд знайти з умови унiтарностi амплiтуди про-
цесу. Такий доданок змiнить вигляд тричастинкової взаємодiї 𝑊𝑊𝛾.
В результатi, поблизу доданку, що зростатиме з енергiєю, буде кое-
фiцiєнт ∼ (𝜅−1)2𝐸4/𝑚4

𝑊 . Отже, коефiцiєнт 𝜅 для виконання умови
унiтарностi має дорiвнювати 𝜅 = 1. Зазначимо, що при виборi 𝜅 = 1
скоротяться i iншi доданки, що зростають зi збiльшенням енергiї, i
амплiтуда реакцiї при великих енергiях вийде на стале значення.

Тепер виникає питання, як обґрунтувати появу в лагранжiанi до-
данку (4.122), адже в рамках пiдходу локальної калiбрувальної iнва-
рiантностi групи 𝑈(1) такого доданку не має бути!

Розглянемо пiдхiд локальної калiбрувальної iнварiантностi групи
𝑆𝑈(2). Кiнетичний доданок в такому пiдходi (4.31) матиме вигляд

ℒ𝑘𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐 = −
1

4

3∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖,𝜇𝜈𝑉 𝑖𝜇𝜈 , (4.123)

де
𝑉 𝑖𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉

𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖𝜇 + 𝑔 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑉 𝑗𝜇𝑉

𝑘
𝜈 . (4.124)

За аналогiєю з (4.73), легко отримати

− 1

4

3∑︁
𝑖=1

(𝜕𝜇𝑉
𝑖
𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖𝜇)(𝜕𝜇𝑉 𝑖,𝜈 − 𝜕𝜈𝑉 𝑖,𝜇) =

= −1

4
𝑉 3
𝜇𝜈𝑉

3,𝜇𝜈 − 1

2
(𝜕𝜇𝑊

+
𝜈 − 𝜕𝜈𝑊+

𝜇 )(𝜕𝜇𝑊−,𝜈 − 𝜕𝜈𝑊−,𝜇), (4.125)
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де введено позначення

𝑉 3
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑉

3
𝜈 − 𝜕𝜇𝑉 3

𝜈 , 𝑊±
𝜇 =

𝑉 1
𝜇 ∓ 𝑖𝑉 2

𝜇√
2

. (4.126)

Загальнi перетворення мають вигляд, див. (4.75),

− 1

4

3∑︁
𝑖=1

𝑉 𝑖𝜇𝜈𝑉
𝑖,𝜇𝜈 = −1

4
𝑉 3
𝜇𝜈𝑉

3,𝜇𝜈 − 1

2
𝑊−
𝜇𝜈𝑊

+,𝜇𝜈 − 𝑖𝑔𝑉 3,𝜇𝜈𝑊−
𝜇 𝑊

+
𝜈 +

+
𝑔2

4
(𝑊−

𝜇 𝑊
+
𝜈 −𝑊+

𝜇 𝑊
−
𝜈 )(𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈 −𝑊+,𝜇𝑊−,𝜈), (4.127)

де введено позначення

𝑊−
𝜇𝜈 = (𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑉 3

𝜇 )𝑊
−
𝜈 − (𝜕𝜈 + 𝑖𝑔𝑉 3

𝜈 )𝑊
−
𝜇 . (4.128)

Отже, ми отримали, що необхiдний для виконання умови унiтар-
ностi доданок (4.122) природнiм чином виникає, якщо припустити, що
поле переносника слабкої взаємодiї (поле 𝑊±-бозонiв) є наслiдком ло-
кальної калiбрувальної iнварiантностi лагранжiана СМ вiдносно гру-
пи 𝑆𝑈(2), поле 𝑉 3 є електромагнiтним полем та заряд 𝑔 = 𝑒!

Якщо припустити iснування групи симетрiї 𝑆𝑈(2), то фермiоннi
поля, якi беруть участь у слабкiй взаємодiї, мають утворювати iзото-
пiчнi дублети. Виходячи з явного вигляду ефективного гамiльтонiану
слабкої взаємодiї (1.15), що був отриманий з аналiзу експерименталь-
них даних ще у 1958 роцi, зрозумiло, що iзотопiчнi дублети фермiонiв
мають складатися лише з лiвих частинок!

Подивимося, ще справдi незаряджене поле 𝑉 3 можна трактува-
ти як електромагнiтне поле? Для цього потрiбно розглянути доданки
його взаємодiї з фермiонами, див. (4.66)

𝑖𝐿̄𝑛𝛾
𝜇𝒟𝜇𝐿𝑛 = 𝑖(𝜈𝐿𝑛, 𝑒𝐿𝑛)𝛾

𝜇

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝑉
𝑖
𝜇

)︃(︂
𝜈𝐿𝑛
𝑒𝐿𝑛

)︂
=

= 𝑖

[︂
𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿𝑛 + 𝑒𝐿𝑛𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑒𝐿𝑛−

−𝑖 𝑔√
2

[︃
(𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛−𝑒𝐿𝑛𝛾𝜇𝑒𝐿𝑛)
𝑉 3
𝜇√
2
+𝜈𝐿𝑛𝛾

𝜇𝑒𝐿𝑛𝑊
+
𝜇 +𝑒𝐿𝑛𝛾

𝜇𝜈𝐿𝑛𝑊
−
𝜇

]︃]︃
.

(4.129)
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Можна побачити, що взаємодiя лiвих фермiонiв з 𝑊±-бозонами є пра-
вильною. Але можна побачити i наявнiсть взаємодiї 𝑉 3-бозонiв з ней-
трино, що не вiдповiдає дiйсностi, якщо вважати поле 𝑉 3 електрома-
гнiтним полем! Також можна побачити, що поле 𝑉 3 взаємодiє лише
з лiвими електронами, а електромагнiтне поле має однаково взаємо-
дiяти як з лiвими, так i з правими зарядженими фермiонами. Бiльш
того, ми отримаємо масивнiсть поля 𝑉 3, якщо розглянути спонтанне
порушення симетрiї в 𝑈(2)-симетричнiй теорiї. Масивнi доданки калi-
брувальних полiв у цьому випадку легко отримати з виразу (4.49), у
якому слiд занулити поле 𝐵. Отримаємо

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒𝑚 =
𝑔2𝑣2

4
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +
𝑔2𝑣2

8
𝑉 3,𝜇𝑉 3

𝜇 . (4.130)

Отже, поле 𝑉 3 є масивним i це є ще однiєю причиною, чому його не
можна трактувати як електромагнiтне поле.

Отже, за допомогою лише групи симетрiї 𝑆𝑈(2) для лагранжiану
лiвих фермiонiв нам не вдалося ввести електромагнiтне поле. З iншого
боку, вiдмовитися вiд групи 𝑆𝑈(2) ми також не можемо, бо дана гру-
па дає правильну, не мiнiльну взаємодiю мiж 𝑊±-бозонами та iншим
калiбрувальним полем (має бути електромагнiтне поле1), а також вiд-
новлює гамiльтонiан слабкої взаємодiї (1.15). Тодi треба припустити,
що для опису електромагнiтного поля нам додатково потрiбно ввести
до лагранжiану 𝑈(1)-симетрiю, бо взаємодiя електромагнiного поля
з зарядженими полями матерiї є мiнiмальна i тензор Максвела елек-
тромагнiтного поля (який добре вiдомий з експериментiв) є таким, що
вiдповiдає абелевiй теорiї.

Саме з цих мiркувань i було запропоновано розглядати симетрiю
СМ як 𝑈(1) × 𝑆𝑈(2). В цьому випадку в терiї з’являлися 4 калiбру-
вальних безмасовi поля 𝑊±, 𝑉 3 та 𝐵. Це означало, що замiсть одного
нейтрального калiбрувального поля (електромагнiтного) мало iснува-
ти ще одне нейтральне поле. Пiсля спонтанного порушення симетрiї
та дiагоналiзацiї масових доданкiв калiбрувальних полiв в СМ на-
рештi вводилися безмасове електромагнiтне поле та поле масивних
𝑍-бозонiв. При цьому завдяки правильному пiдбору значень гiпер-
зарядiв групи 𝑈𝑌 (1) електромагнiтне поле однаково взаємодiяло як з
частинками правої, так i лiвої кiральностi. А взаємодiя поля 𝑍-бозонiв

1Проблема вирiшиться в рамках розширеної теорiї, див (4.74) та (4.75).
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з частинками лiвої та правої кiральностi вiдбувалася по-рiзному. Са-
ме цей факт дозволив експериментально вiдкрити нейтральнi слабкi
струми (𝑍-бозони) вже у 1973 роцi, лише через 5 рокiв пiсля їх теоре-
тичного передбачення.

Включення ж 𝑆𝑈(3) симетрiї сильної взаємодiї було обумовлене
створенням у 1964 роцi М. Гелл-Манном та Д. Цвейгом кваркової мо-
делi для пояснення великої кiлькостi адронiв [28]. В рамках цiєї моделi
вони змогли систематизувати рiзноманiття iснуючих адронiв на основi
симетрiї групи 𝑆𝑈(3).

Слiд вiдзначити, що СМ модель, що заснована на 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×
𝑈𝑌 (1) симетрiї, iзотопiчних дублетах лiвих фермiонiв та принципi
спонтанного порушення симетрiї повнiстю узгоджується з вимогою
унiтарностi теорiї. Цим зокрема обумовлено однакове значення заря-
ду (сталої 𝑔) у взаємодiї полiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2). Яскравим прикладом
самоузгодженостi СМ є процес електрон-позитронної анiгiляцiї в пару
𝑊±-бозонiв. Для виконання умови унiтарностi зазначеного процесу
необхiдно врахувати дiаграми, де переносниками взаємодiї є нейтри-
но, фотон, 𝑍-бозон та бозон Хiггса [77,82], див. Рис. 9.
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Рис. 9: Дiаграми, що забезпечують унiтарнiсть процесу 𝑒𝑒+→𝑊+𝑊−.
Рис. взятий з [82].
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4.8 Глобальнi симетрiї СМ

Ми вже знаємо, що лагранжiан СМ є iнварiантним вiдносно ло-
кальних калiбрувальних перетворень групи 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1).
Її наслiдком є iснування калiбрувальних полiв, що забезпечують еле-
ктроманiтну, слабку та сильну взаємодiї в СМ. Очевидно, що лагран-
жiан СМ повинен мати також iнварiантнiсть вiдносно певних глобаль-
них перетворень, що, згiдно з теоремою Ньотер (див. детальнiше [56]),
повинно призводити до iснування певних величин, що зберiгаються у
часi. Отже, розглянемо глобальнi симетрiї СМ.

По-перше, слiд вiдзначити закон збереження електричного заряду
𝑄 в реакцiях, що обумовлений наявнiстю глобальної 𝑈𝑒𝑚(1) симетрiї
пiсля спонтанного порушення симетрiї. Значення електричного заря-
ду окремих частинок заданi в Табл. 1 на сторiнцi 102, до якої слiд
додати значення електричного заряду калiбрувальних полiв та бозо-
ну Хiггса: 𝑄𝑊+ = 1, 𝑄𝑊− = −1, 𝑄𝑍 = 0, 𝑄𝛾 = 0, 𝑄ℎ = 0.

Легко побачити, що та частина лагранжiана СМ, котра мiстить
лептоннi функцiї, тобто ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙𝑒𝑝𝑡 + ℒ𝑓,𝑒𝑚 + ℒ𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 + ℒ𝑌 , має симетрiю
вiдносно одночасних глобальних перетворень польових функцiй окре-
мих лептонних поколiнь1:{︂

𝜈𝑛 → 𝑒𝑖𝛼𝑛𝜈𝑛
𝑒𝑛 → 𝑒𝑖𝛼𝑛𝑒𝑛

, вiдповiдно
{︂
𝜈𝑛 → 𝑒−𝑖𝛼𝑛𝜈𝑛
𝑒𝑛 → 𝑒−𝑖𝛼𝑛𝑒𝑛

. (4.131)

Якщо кожному з поколiнь присвоїти певне число (отримало назву
лептонного числа) таким чином, що 𝐿𝑒 = 1, 𝐿𝜇 = 1, 𝐿𝜏 = 1 для кожної
частинки з пари (𝑒, 𝜈𝑒), (𝜇, 𝜈𝜇), (𝜏, 𝜈𝜏 ) вiдповiдно та 𝐿𝑒 = −1, 𝐿𝜇 = −1,
𝐿𝜏 = −1 для кожної античастинки з пари, то будуть виконуватися
закони збереження лептонного числа для кожного поколiння окремо:∑︁

𝑖

𝐿𝑖𝑒 = (𝑁𝑒 +𝑁𝜈𝑒)− (𝑁𝑒+ +𝑁𝜈𝑒) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (4.132)∑︁
𝑖

𝐿𝑖𝜇 = (𝑁𝜇 +𝑁𝜈𝜇)− (𝑁𝜇+ +𝑁𝜈𝜇) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (4.133)∑︁
𝑖

𝐿𝑖𝜏 = (𝑁𝜏 +𝑁𝜈𝜏 )− (𝑁𝜏+ +𝑁𝜈𝜏 ) = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (4.134)

1Лептоннi заряди нейтрино та вiдповiдного зарядженого лептона пов’язанi до-
данком їх взаємодiї з 𝑊 бозоном.
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де число 𝑁𝑖 можна розумiти як число частинок 𝑖 в реакцiї.
Це означає, що в конкретних реакцiях сума окремих лептонних

чисел (електронного, мюонного та 𝜏 -числа) частинок до реакцiї та
пiсля неї повинна зберiгатися. Наприклад, реакцiя

𝜇→ 𝑒+ 𝜈𝑒 + 𝜈𝜇

є дозволеною, а реакцiя
𝜇→ 𝑒+ 𝛾

є забороненою1.
Перейдемо тепер до КХД. Лагранжiан СМ має симетрiю вiдносно

глобальних перетворень польових функцiй кваркiв, що є однаковими
для всiх поколiнь кваркiв,

𝑞 → 𝑒𝑖𝛼/3𝑞, 𝑞 → 𝑞𝑒−𝑖𝛼/3. (4.135)

Вiдповiдно, в системi буде зберiгатися нове квантове число, що отри-
мало назву барiонного числа:

𝐵 =
1

3
(𝑁𝑞 −𝑁𝑞), (4.136)

де 𝑁𝑞 – число кваркiв, а 𝑁𝑞 – число антикваркiв у реакцiї.
Вiдповiдно до цього визначення, барiонне число одного кварка є

1/3, а антикварка −1/3. Тодi барiонне число будь якого барiону (скла-
дається з трьох кваркiв) буде дорiвнювати 1, а барiонне число анти-
барiону (складається з трьох антикваркiв) дорiвнюватиме −1. При
цьому барiоннi числа мезонiв (складаються з кварку та антикварку)
будуть дорiвнювати нулю. Вiдповiдно, закон збереження барiонного
числа для барiонiв матиме вигляд

𝐵 = 𝑁𝐵 −𝑁𝐵̄ , (4.137)
де 𝑁𝐵 – число барiонiв, а 𝑁𝐵̄ – число антибарiонiв у реакцiї.

Саме завдяки закону збереження барiонного числа протон, як най-
легша частинка з одиничним барiонним зарядом, не може розпастися
i є стабiльним2.

1Насправдi, у природi закон збереження лептонного числа є порушеним. Про
це свiдчать спостереження нейтринних осциляцiй, коли нейтрино одного аромату
переходить у стан iншого аромату, див. Роздiл 5.1.

2Сучасне обмеження на час життя протона складає 𝜏𝑝 > 1032 − 1033 рокiв
залежно вiд моди розпаду. При температурах бiльших за масштаб електрослабкого
переходу 𝑇 > 𝑇𝐸𝑊 ≃𝑀𝑊 ≃ 100 ГеВ у СМ iснують механiзми, завдяки яким може
вiдбуватися порушення барiонного числа [75].
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Вiдзначимо, що ми не можемо забезпечити симетрiю вiдносно пе-
ретворень кожного з поколiнь кваркiв окремо, як у лептонному ви-
падку, завдяки наявностi змiшування кваркiв рiзних поколiнь у слаб-
кому секторi СМ через матрицю ККМ. Однак лагранжiан сильної
взаємодiї (4.95) є iнварiантним вiдносно перетворень кожного з аро-
матних станiв кваркiв окремо. Тому кожному з кваркiв можна при-
писати вiдповiднi заряди (ароматовi заряди), що будуть зберiгатися
в процесах, обумовлених сильними взаємодiями. Такi заряди отрима-
ли назви вiдповiдно до назв кваркiв: дивнiсть (𝑠-кварк), чарiвнiсть
(𝑐-кварк), краса (𝑏-кварк) та правдивiсть (𝑡-кварк). Для кваркiв 𝑢 та
𝑑, iсторично, такi заряди отримали назву проекцiй сильного iзотопi-
чного спiну (𝐼𝑠3). Це природньо пов’язано з тим, що навiть пiсля пiсля
набуття кварками маси, в першому наближеннi, 𝑢 та 𝑑 кварки можна
вважати частинками однакової маси i вважати їх частинками одного
iзотопiчного дублету. Для iнших кваркiв таке припущення вже не мо-
жна зробити. Для кращого розумiння наведемо таблицю зарядових
чисел кваркiв, див. Табл. 2.

кварк 𝑄 𝐵 𝐼𝑠3 𝑐 𝑠 𝑡 𝑏

u +2/3 1/3 +1/2 0 0 0 0

d −1/3 1/3 −1/2 0 0 0 0

c +2/3 1/3 0 +1 0 0 0

s −1/3 1/3 0 0 −1 0 0

t +2/3 1/3 0 0 0 +1 0

b −1/3 1/3 0 0 0 0 −1

Табл. 2: Заряди кваркiв: електричний 𝑄, барiонний 𝐵, проекцiя силь-
ного iзоспiну на третю вiсь 𝐼𝑠3 , чарiвнiсть 𝑐, краса 𝑏, правдивiсть 𝑡.

Як можна побачити з Табл. 2, для шести кваркiв iснує 7 кванто-
вих чисел. Це означає, що наведенi квантовi числа не є незалежними.
У фiзицi сильних взаємодiй уводиться аналог спiввiдношення Гелл-
Манна-Нiшиджими (4.19):

𝑄 = 𝐼𝑠3 +
𝑌 𝑠

2
, 𝑌 𝑠 =

𝐵 + 𝑐+ 𝑠+ 𝑏+ 𝑡

2
. (4.138)

Закон збереження зарядiв у сильних взаємодiях є зручним для
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аналiзу процесiв у СМ. Якщо в результатi реакцiї змiнився кварковий
(ароматний) склад початкових та кiнцевих частинок, то реакцiя вiд-
булася за рахунок обмiну 𝑊±-бозонами i була обумовлена слабкою
взаємодiєю. Частинки, що розпадаються завдяки слабкiй взаємодiї,
мають характерний час життя > 10−12 сек. Якщо ж у результатi ре-
акцiї кварковий (ароматовий) склад частинок не змiнився, то реакцiя
могла вiдбутися завдяки сильним взаємодiям. Частинки, що розпа-
даються завдяки сильнiй взаємодiї, мають характерний час життя
10−20 − 10−23 сек.

Для повноти iнформацiї слiд зазначити, що ми розглянули iнварi-
антнiсть лагранжiана СМ вiдносно певних типiв глобальних перетво-
рень групи 𝑈(1) та зробили висновки щодо збереження певних кван-
тових чисел, використовуючи теорему Ньотер для теорiї класичних
полiв. Однак при розглядi квантованої теорiї виникають певнi особли-
востi – квантовi аномалiї, котрi проявляють себе у порушеннi законiв
збереження, що виконуються у класичному випадку. Мова йде про
кiральну аномалiю. Справа в тому, що в теорiї класичних полiв для
аксiального струму 𝑗5𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝛾

5𝜓, виходячи з рiвнянь Дiрака, викону-
ється спiввiдношення:

𝜕𝜇𝑗5𝜇 = 2𝑖𝑚𝜓𝛾5𝜓. (4.139)

Тобто аксiальний струм має зберiгатися лише для безмасових фермiо-
нiв. Однак розгляд цього питання у вторинноквантованiй теорiї поля
дає результат [63]:

𝜕𝜇𝑗5𝜇 = 2𝑖𝑚𝜓𝛾5𝜓 − 𝑞2

8𝜋2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 , (4.140)

що свiдчить про незбереження аксiального струму навiть у безмасо-
вому випадку (𝑞 – вiдповiдна стала зв’язку). Тут 𝐹𝛼𝛽 = 1

2𝜀𝛼𝛽𝛾𝜎𝐹
𝛾𝜎 –

тензор, дуальний до тензора 𝐹𝛼𝛽 . Iз фiзичної точки зору, струм 𝑗5𝜇 є
рiзницею струму право- та лiвокiральних фермiонiв, див. Додаток 4:

𝑗5𝜇 = 𝜓𝛾𝜇𝛾
5𝜓 = 𝜓𝛾𝜇

1 + 𝛾5

2
𝜓 − 𝜓𝛾𝜇

1− 𝛾5
2

𝜓 =

= 𝜓𝛾𝜇𝜓𝑅 − 𝜓𝛾𝜇𝜓𝐿 = 𝜓𝑅𝛾𝜇𝜓𝑅 − 𝜓𝐿𝛾𝜇𝜓𝐿. (4.141)

Поняття кiральної аномалiї є принципово важливим для СМ, оскiль-
ки в СМ взаємодiю лiво- та правокiральних фермiонiв iз векторними
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бозонами можна представити як взаємодiю векторних та аксiальних
струмiв. При цьому аномалiї мають мiсце в теорiях, де взаємодiї лiво-
та правокiральних фермiонiв iз векторними бозонами є рiзними. Саме
такi взаємодiї мають мiсце в СМ, де 𝑍-бозон по рiзному взаємодiє з
фермiонами правої та лiвої кiральностi, а 𝑊±-бозон взаємодiє лише з
лiвими фермiонами.

На рiвнi квантової теорiї поля кiральна аномалiя проявляє себе в
трикутних фермiонних петлях, наприклад, такої, що входить в дiагра-
му розсiяння нейтрино на нейтрино в 6 порядку теорiї збурень, див.
Рис. 10.
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Рис. 10: Дiаграма розсiяння нейтрино на нейтрино в 6 порядку теорiї
збурень. В трикутнiй петлi можуть пробiгати всi фермiони СМ.

Виявляється, що наявнiсть аномального доданку у законi збере-
ження аксiального струму впливає на перенормованiсть вiдповiдної
теорiї поля. Можна показати, що умовою скорочення аномальних до-
данкiв в СМ при врахуваннi внескiв всiх фермiонiв в трикутнiй петлi
є умова рiвностi нулю сумарного електричного заряду всiх частинок
кожного з поколiнь [63,67]. Наприклад, для першого поколiння мати-
мемо

𝐾 =
∑︁
𝑓

𝑞𝑓 = 𝑞𝑒 + 𝑞𝜈𝑒 + 3(𝑞𝑢 + 𝑞𝑑) = −1 + 0 + 3

(︂
2

3
− 1

3

)︂
= 0, (4.142)

де ми врахували, що внесок дають кварки трьох кольорiв. Кiральна
аномалiя, що генерується в трикутнiй фермiоннiй петлi, буде пропор-
цiйна величинi 𝐾𝐹𝐹 i дорiвнюватиме нулю.

Як легко побачити, в СМ умова 𝐾 = 0 явно виконується в межах
кожного окремого поколiння частинок. При цьому умова вiдсутностi
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кiральної аномалiї не накладає обмежень на кiлькiсть поколiнь СМ.
Вiдповiдно, якщо подальшi експерименти покажуть iснування дода-
ткового лептона або кварка, це однозначно вказуватиме на необхi-
днiсть iснування i iнших частинок нового поколiння СМ.

Слiд також вiдзначити, що явище кiральної аномалiї може призве-
сти до змiни кiлькостi частинок з певною кiральнiстю навiть у випад-
ку безмасових частинок1. Справдi, проiнтегрувавши у безмасовому
випадку спiввiдношення (4.140) за нескiнченно великим просторовим
об’ємом

𝜕

𝜕𝑥0

∫︁
𝑑𝑥⃗ 𝑗50 +

∫︁
𝑑𝑥⃗

𝑗5𝑖
𝑑𝑥𝑖

= − 𝑞2

8𝜋2

∫︁
𝑑𝑥⃗ 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 (4.143)

та врахувавши, що iнтеграл за об’ємом вiд просторової похiдної пере-
йде у iнтеграл за поверхнею, де польовi функцiї дорiвнюють нулевi,
отримаємо

𝜕

𝜕𝑥0
(𝑁𝑅 −𝑁𝐿) = −

𝑞2

8𝜋2

∫︁
𝑑𝑥⃗ 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 . (4.144)

Отже кiлькiсть правих та лiвих частинок iз часом може змiнюватися
за рахунок наявностi кiральної аномалiї та зовнiшнiх полiв:

𝑁𝑅(𝑡1)−𝑁𝑅(𝑡0)− [𝑁𝐿(𝑡1)−𝑁𝐿(𝑡0)] = −
𝑞2

8𝜋2

𝑡1∫︁
𝑡0

𝑑𝑥0
∫︁
𝑑𝑥⃗ 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 .

(4.145)
Оскiльки пiдiнтегральний вираз можна представити у виглядi пов-
ної похiдної вiд деякої функцiї 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 = 𝜕𝜈𝑇𝜈 , то iнтеграл вiд нього
може не дорiвнювати нулю лише для конфiгурацiй поля з нетривiаль-
ною топологiєю, що може мати мiсце для полiв груп 𝑆𝑈(𝑁), 𝑁 > 1.
Ми повернемося до цього питання у Роздiлi 5.3, коли розглядатимемо
барiонну асиметрiю у Всесвiтi.

1Це питання є важливим для опису раннього Всесвiту до моменту спонтанного
порушення симетрiї. В тi часи лагранжiан СМ мав симетрiю 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑆𝑈𝑊 (2)×
𝑈𝑌 (1), а поля матерiї були безмасовими.
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4.9 Властивостi лагранжiану СМ вiдносно
C-, P-, T-перетворень

Згiдно з теоремою Людерса- Паулi (СРТ-теорема), будь-яка лоренц-
iнварiантна локальна теорiя поля з ермiтовим гамiльтонiаном по-
винна бути iнварiантною вiдносно перетворень зарядового спряже-
ння (С), просторової iнверсiї (P) та обернення часу (T). Порядок дiї
операцiй С-, Р-, Т-перетворень може бути довiльним. Iз теореми ви-
пливає, що порушення iнварiантностi вiдносно одного з перетворень
може мати мiсце, але повинно компенсуватися дiєю iншого з перетво-
рень.

Корисно навести деякi базовi вiдомостi про дiю операторiв С, Р, Т
на деякi фiзичнi величини.

Оператор просторової iнверсiї
За визначенням, даний оператор змiнює знак просторових координат
певної точки, але не змiнює часову координату, тобто

𝑃 (𝑥0, 𝑥⃗) = (𝑥0,−𝑥⃗), або 𝑃𝑥𝜇 = 𝑥𝜇.

Легко отримати результат дiї 𝑃 на 4-iмпульс частинки1:
𝑃 𝛾𝑚𝑣⃗ = 𝑃 𝛾𝑚 𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡 = 𝛾𝑚 −𝑑𝑥⃗
𝑑𝑡 = −𝛾𝑚𝑣⃗ = −𝑝 та 𝑃 𝐸 = 𝑃

√︀
𝑚2 + 𝑝 2 = 𝐸,

отже
𝑃 (𝑝0, 𝑝) = (𝑝0,−𝑝), або 𝑃 𝑝𝜇 = 𝑝𝜇.

Оскiльки в КЕД електромагнiтне поле можна ввести як подовже-
ння iмпульсу, то воно має перетворюватися пiд дiєю оператора про-
сторової iнверсiї так само як i iмпульс:

𝑃 𝐴𝜇 = 𝐴𝜇, тобто 𝑃 𝐴0 = 𝐴0, 𝑃 𝐴𝑖 = −𝐴𝑖. (4.146)

При цьому електричне поле являє собою полярний вектор 𝑃 𝐸⃗ =
𝑃 (∇𝐴0 − 𝜕𝑡𝐴⃗) = −𝐸⃗, а магнiтне поле, очевидно, є аксiальним векто-
ром, тобто таким, що не змiнюється при перетвореннях просторової
iнверсiї 𝑃 𝐻⃗ = 𝑃 [∇× 𝐴⃗] = [(−∇)× (−𝐴⃗)] = 𝐻⃗. Отже

𝑃 𝐸⃗ = −𝐸⃗, 𝑃 𝐻⃗ = 𝐻⃗. (4.147)
Оскiльки лагранжiан КЕД є iнварiантним вiдносно перетворень

просторової iнверсiї (спостерiгається рiвнозначнiсть прямих та дзер-
кально вiдображених реакцiй), то має бути iнварiантним i доданок

1𝛾 = (1− 𝑣2)−1/2 – Лоренц-фактор.
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взаємодiї ∼ 𝑗𝜇𝐴𝜇. Звiдси випливає, що пiд дiєю оператора просторо-
вої iнверсiї 4-вектор струму перетворюється так само, як i 𝐴𝜇:

𝑃 𝑗𝜇 = 𝑃 (𝑗0, 𝑗⃗) = (𝑗0,−𝑗⃗) = 𝑗𝜇.

В загальному випадку векторнi поля можуть змiнюватися при пе-
ретвореннях просторової iнверсiї як

𝑃 𝑉 𝜇 = 𝜂𝑉 𝑉𝜇, 𝜂𝑉 = ±1,

при цьому при 𝜂𝑉 = 1 поле називають векторним, а при 𝜂𝑉 = −1 поле
називають псевдовекторним1. Аналогiчно для скалярних полiв

𝑃 𝑆 = 𝜂𝑆 𝑆, 𝜂𝑆 = ±1.

У випадку 𝜂𝑆 = 1 поле називають скалярним, а при 𝜂𝑆 = −1 поле
називають псевдоскалярним.

Розглянемо дiю оператора просторової iнверсiї на орбiтальний мо-
мент частинки

𝑃 𝐿⃗ = 𝑃 [𝑟⃗ × 𝑝] = [(−𝑟⃗)× (−𝑝)] = 𝐿⃗.

Оскiльки спiн частинки разом з орбiтальним моментом утворюють
повний момент 𝐿⃗+ Σ⃗ = 𝐽 , то спiн має перетворюватися так само, як
i орбiтальний момент:

𝑃 𝐿⃗ = 𝐿⃗, 𝑃 Σ⃗ = Σ⃗, 𝑃 𝐽 = 𝐽.

Вiдповiдно для спiральностi частинки (проекцiя спiну на напрямок
руху) матимемо

𝑃 (Σ⃗ · 𝑝) = Σ⃗ · (−𝑝) = −Σ⃗ · 𝑝.
З поняттям просторової iнверсiї пов’язаний закон збереження про-

сторової парностi системи, див. детальнiше [60]. На простому рiвнi
його можна зрозумiти з наступних мiркувань. Оператор просторової
iнверсiї двiчi дiючи на хвильову функцiю частинки має давати ту саму
функцiю. Це означає, що дiю оператора на хвильову функцiю можна
представити у виглядi 𝑃𝜓 = ±𝜓. Тобто можуть iснувати парнi та
непарнi стани по вiдношенню до дiї оператора просторової iнверсiї.

1Незважаючи на те, що 𝜂𝑉 = 1 для векторних полiв, вважається що вони
мають вiд’ємну парнiсть (бо просторова частина змiнює знак на протилежний).
Аналогiчно, псевдовекторнi поля вважаються полями з додатньою парнiстю.
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Для системи невзаємодiючих мiж собою частинок хвильова функцiя
системи є добутком хвильових функцiй окремих частинок, тодi пар-
нiсть системи буде визначатися добутком парностей хвильових фун-
кцiй окремих частинок. Тодi задавши правило, за яким визначається
парнiсть однiєї частинки та системи частинок, закон збереження про-
сторової парностi можна сформулювати у наступному виглядi. Якщо
оператор гамiльтонiана системи комутує з оператором просторової iн-
версiї [𝐻̂, 𝑃 ]− = 0, то парнiсть системи частинок буде зберiгатися. Це
означає, що визначивши парнiсть системи частинок до реакцiї, пiсля
реакцiї система частинок має характеризуватися тiєю ж самою пар-
нiстю.

Оператор зарядового спряження
За визначенням, оператор зарядового спряження переводить частин-
ку в античастинку, змiнюючи при цьому її заряд. Вiдповiдно, дiя опе-
ратора 𝐶 на струм має вигляд

𝐶 𝑗𝜇 = −𝑗𝜇.

Оскiльки КЕД є iнварiантною теорiєю по вiдношенню до операцiї за-
рядового спряження (в експериментах спостерiгається рiвнiсть амплi-
туд реакцiй, у яких всi частинки замiнено на античастинки), то iнварi-
антним має бути i лагранжiан взаємодiї ∼ 𝑗𝜇𝐴𝜇. Звiдси випливає, що
пiд дiєю оператора зарядового спряження 4-вектор електромагнiтного
поля має перетворюватися так само, як i 𝑗𝜇:

𝐶 𝐴𝜇 = −𝐴𝜇, (4.148)

тобто зарядово нейтральне електромагнiтне поле має вiд’ємну пар-
нiсть по вiдношенню до операцiї зарядового спряження

𝐶 𝐸⃗ = −𝐸⃗, 𝐶 𝐻⃗ = −𝐻⃗. (4.149)

Не зовсiм очевидно, але можна показати [83], що

𝐶 𝑥⃗ = 𝑥⃗, 𝐶 𝑝 = −𝑝, 𝐶 𝐿⃗ = −𝐿⃗, 𝐶 Σ⃗ = −Σ⃗, 𝐶 (Σ⃗ · 𝑝) = Σ⃗ · 𝑝.

Якщо система є зарядово нейтральною, то дiя 𝐶 на її хвильову
функцiю може призвести до появи лише фазового множника ±1. Тодi
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задавши правило, за яким визначається зарядова парнiсть системи ча-
стинок, можна сформулювати закон збереження зарядової парностi
у наступному виглядi. Якщо оператор гамiльтонiана системи комутує
з оператором зарядового спряження [𝐻̂, 𝐶]− = 0, то зарядова пар-
нiсть системи частинок буде зберiгатися. Це означає, що визначивши
зарядову парнiсть системи частинок до реакцiї, пiсля реакцiї система
частинок має характеризуватися тiєю ж самою зарядовою парнiстю,
детальнiше див. [59,84].

Оператор iнверсiї часу
За визначенням, даний оператор змiнює знак часової координати:

𝑇 (𝑥0, 𝑥⃗) = (−𝑥0, 𝑥⃗), або 𝑇𝑥𝜇 = −𝑥𝜇.

Легко отримати результат дiї 𝑇 на 4-iмпульс частинки:
𝑇 𝛾𝑚𝑝 = 𝑇 𝛾𝑚 𝑑𝑥⃗

𝑑𝑡 = 𝛾𝑚 𝑑𝑥⃗
−𝑑𝑡 = −𝑝 та 𝑇 𝐸 = 𝑇

√︀
𝑚2 + 𝑝 2 = 𝐸, отже

𝑇 (𝑝0, 𝑝) = (𝑝0,−𝑝), або 𝑇 𝑝𝜇 = 𝑝𝜇.

Оскiльки в КЕД електромагнiтне поле можна ввести як подовжен-
ня iмпульсу, то воно має перетворюватися пiд дiєю оператора iнверсiї
часу так само як i iмпульс:

𝑇 𝐴𝜇 = 𝐴𝜇, тобто 𝑇 𝐴0 = 𝐴0, 𝑇 𝐴𝑖 = −𝐴𝑖. (4.150)

При цьому електричне поле залишається незмiнним, а магнiтне поле
змiнює свiй знак

𝑇 𝐸𝑖 = 𝑇 𝐹𝑖0 = 𝑇 (𝜕𝑖𝐴0 − 𝜕𝑥0
𝐴𝑖) = 𝐸𝑖, (4.151)

𝑇 𝐻⃗ = 𝑇 [∇× 𝐴⃗] = [∇× (−𝐴⃗)] = −𝐻⃗. (4.152)

Останнiй вираз можна записати i в узагальненому виглядi через ком-
поненти тензора Максвелла, враховуючи, що аксiальний вектор магнi-
тного поля можна представити у виглядi 𝐻𝑖 =

1
2𝜖0𝑖𝑗𝑘𝐹

𝑗𝑘, 𝜖0123 = −1:

𝑇 𝐻𝑖 = 𝑇
1

2
𝜖0𝑖𝑗𝑘𝐹

𝑗𝑘 = 𝑇
1

2
𝜖0𝑖𝑗𝑘(𝜕𝑗𝐴𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑗) = −𝐻𝑖. (4.153)

Тобто закон перетворення компонент електромагнiтного поля при
iнверсiї часу випливає з закону перетверень компонент тензора Ма-
ксвелла:

𝑇𝐹𝑖0 = 𝐹𝑖0, 𝑇𝐹𝑗𝑘 = −𝐹𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3. (4.154)
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Оскiльки лагранжiан КЕД є iнварiантним вiдносно перетворень
iнверсiї часу (спостерiгається рiвнiсть амплiтуд прямих та обернених
реакцiй), то має бути iнварiантним i доданок взаємодiї ∼ 𝑗𝜇𝐴𝜇. Звiдси
випливає, що пiд дiєю оператора iнверсiї часу 4-вектор струму пере-
творюється так само, як i 𝐴𝜇:

𝑇 𝑗𝜇 = 𝑇 (𝑗0, 𝑗⃗) = (𝑗0,−𝑗⃗) = 𝑗𝜇.

Розглянемо дiю оператора iнверсiї часу на орбiтальний момент ча-
стинки

𝑇 𝐿⃗ = 𝑇 [𝑟⃗ × 𝑝] = [𝑟⃗ × (−𝑝)] = −𝐿⃗.
Оскiльки спiн частинки разом з орбiтальним моментом утворюють
повний момент 𝐿⃗+ Σ⃗ = 𝐽 , то спiн має перетворюватися так само, як
i орбiтальний момент:

𝑇 𝐿⃗ = −𝐿⃗, 𝑇 Σ⃗ = −Σ⃗, 𝑇 𝐽 = −𝐽.

Вiдповiдно для спiральностi частинки (проекцiя спiну на напрямок
руху) матимемо

𝑇 (Σ⃗ · 𝑝) = −Σ⃗ · (−𝑝) = Σ⃗ · 𝑝.

Дiя С-, Р-, Т-перетворень на калiбрувальнi поля групи
𝑆𝑈(𝑛)

У випадку теорiї з симетрiєю групи 𝑆𝑈(𝑁) компоненти вiдповiд-
ного тензора Максвелла не змiнюються пiд дiєю С- та Т-перетворень
так, як компоненти тнзора Максвелла групи 𝑈(1). Це пов’язано з на-
явнiстю квадратичних за полями доданкiв у виразах для компонент
тензора Максвелла у неабелевих теорiях. В результатi доданки ка-
лiбрувального поля 𝐹 𝑎,𝜇𝜈𝐹 𝑎𝜇𝜈 втратять iнварiантнiсть вiдносно С- та
Т-перетворень. Щоб вiдновити зазначену iнварiантнiсть, потрiбно мо-
дифiкувати визначення С- та Т-перетворень.

Продемонструємо сказане на прикладi перетворень обернення ча-
су. Похiдна при фундаментальному представленнi подовжується ана-
логiчним чином як i для лагранжiану з симетрiєю групи 𝑈(1): 𝜕𝜇 →
𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇 – значить наївним чином узагальнене спiввiдноше-
ння (4.150) має виконуватися. Тодi отримаємо
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𝑇𝐸𝑎 = 𝑇𝐹 𝑎𝑖0 = 𝑇 [𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴

𝑐
0] =

= (𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 )− 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴𝑐0 ̸= 𝐹 𝑎𝑖0, (4.155)

𝑇𝐻𝑎 = 𝑇𝐹 𝑎𝑗𝑘 = 𝑇 [𝜕𝑗𝐴
𝑎
𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑎𝑗 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴

𝑐
𝑘] =

= −(𝜕𝑗𝐴𝑎𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑎𝑗 ) + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴
𝑐
𝑘 ̸= −𝐹 𝑎𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, (4.156)

тобто величини 𝐻𝑎
𝑖 , 𝐸𝑎𝑖 – неабелевi аналоги магнiтного та електри-

чних полiв, див. (2.101) – не є парними, або непарними функцiями по
вiдношенню до перетворень обернення часу.

Тобто лагранжiан калiбрувального поля

−1

4
𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈, 𝑎 =
1

2

[︁
(𝐸⃗𝑎)2 − (𝐻⃗𝑎)2

]︁
(4.157)

буде мiстити доданки типу

𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴0,𝑐 та 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴

𝑎
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴𝑗,𝑐, (4.158)

що не є iнварiантними вiдносно перетворень обернення часу

𝑇
[︀
𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴

𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴0,𝑐

]︀
= −𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴𝑎0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴0,𝑐,

(4.159)

𝑇
[︀
𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴

𝑎
𝑗 − 𝜕𝑗𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴𝑗,𝑐

]︀
= −𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐(𝜕𝑖𝐴𝑎𝑗 − 𝜕𝑗𝐴𝑎𝑖 )𝐴𝑖,𝑏𝐴𝑗,𝑐.

(4.160)

Повнiстю аналогiчно можна показати, що застосувавши перетво-
рення зарядового спряження у формi (4.148), отримаємо

𝐶𝐹 𝑎𝑖0 = 𝐶[𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴

𝑐
0] ̸= −𝐹 𝑎𝑖0, (4.161)

𝐶𝐹 𝑎𝑗𝑘 = 𝐶[𝜕𝑗𝐴
𝑎
𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑎𝑗 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴

𝑐
𝑘] ̸= −𝐹 𝑎𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, (4.162)

тобто i величини 𝐻𝑎
𝑖 , 𝐸𝑎𝑖 не є парними, або непарними функцiями по

вiдношенню до перетворень зарядового спряження.
Однак, при перетвореннях просторової iнверсiї (4.146), (4.147) си-

метрiйнi властивостi тензора Максвелла зберiгаються

𝑃𝐹 𝑎𝑖0 = 𝑃 [𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴

𝑐
0] = −𝐹 𝑎𝑖0, (4.163)

𝑃𝐹 𝑎𝑗𝑘 = 𝑃 [𝜕𝑗𝐴
𝑎
𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑎𝑗 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴

𝑐
𝑘] = 𝐹 𝑎𝑗𝑘, 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3, (4.164)

тобто 𝑃𝐻𝑎
𝑖 = 𝐻𝑎

𝑖 , 𝑃𝐸𝑎𝑖 = −𝐸𝑎𝑖 .
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Для вирiшення проблеми iнварiантностi лагранжiану калiбруваль-
них полiв вiдносно перетворень обернення часу в роботi [85] було за-
пропоновано змiнити визначення дiї оператора обернення часу таким
чином:

𝑇𝐴𝑎0 =𝑀𝑎𝑏𝐴𝑏0, (4.165)

𝑇𝐴𝑎𝑖 = −𝑀𝑎𝑏𝐴𝑏𝑖 , (4.166)

де 𝑀 – певна матриця, що має задовiльняти умовi

𝐶𝑎𝑏𝑐(𝑀 𝑏𝑑𝐴𝑑𝜇)(𝑀
𝑐𝑓𝐴𝑓𝜈 ) = −𝑀𝑎𝑏(𝐶𝑏𝑑𝑓𝐴𝑑𝜇𝐴

𝑓
𝜈 ), (4.167)

або, у спрощеному записi,

𝐶𝑎𝑏𝑐𝑀 𝑏𝑑𝑀 𝑐𝑓 = −𝑀𝑎𝑏𝐶𝑏𝑑𝑓 . (4.168)

Зазначена змiна дiї оператора обернення часу дозволяє записати

𝑇𝐸𝑎 = 𝑇𝐹 𝑎𝑖0 = 𝑇 [𝜕𝑖𝐴
𝑎
0 − 𝜕0𝐴𝑎𝑖 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴

𝑐
0] =

=𝑀𝑎𝑚(𝜕𝑖𝐴
𝑚
0 − 𝜕0𝐴𝑚𝑖 + 𝑔𝐶𝑚𝑏𝑐𝐴𝑏𝑖𝐴

𝑐
0) =𝑀𝑎𝑚𝐹𝑚𝑖0 , (4.169)

𝑇𝐻𝑎 = 𝑇𝐹 𝑎𝑗𝑘 = 𝑇 [𝜕𝑗𝐴
𝑎
𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑎𝑗 + 𝑔𝐶𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴

𝑐
𝑘] =

= −𝑀𝑎𝑚(𝜕𝑗𝐴
𝑚
𝑘 − 𝜕𝑘𝐴𝑚𝑗 + 𝑔𝐶𝑚𝑏𝑐𝐴𝑏𝑗𝐴

𝑐
𝑘) = −𝑀𝑎𝑚𝐹𝑚𝑗𝑘 , 𝑗, 𝑘 = 1, 2, 3.

(4.170)

Тодi для iнварiантностi лагранжiану (4.157) має виконуватися умова

𝑀𝑎𝑚𝑀𝑎𝑛 = (𝑀𝑇 )𝑚𝑎𝑀𝑎𝑛 = 𝛿𝑚𝑛, тобто 𝑀𝑇𝑀 = 1. (4.171)

Умовам (4.168) та (4.171) задовольняє матриця 𝑀𝑎𝑏 = −𝛿𝑎𝑏. Отже у
випадку теорiї калiбрувальних полiв можна модифiкувати дiю опера-
тора обернення часу так, щоб вiн не змiнював лагранжiан (4.157).

Для вирiшення проблеми iнварiантностi лагранжiану калiбруваль-
них полiв вiдносно перетворень зарядового спряження дана операцiя
визначається як замiна всiх полiв, що перетворються за певним пред-
ставленням, на поля, що перетворюються за спряженим представле-
нням даної групи.

У випадку калiбрувального поля групи 𝑈(1) це зводиться до за-
мiни 𝐴𝜇 → −𝐴𝜇, але у випадку неабелевих груп закон перетворен-
ня бiльш складний. Згiдно з теорiєю, наведеною в Додатку, зарядово
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спряжене матричне поле 𝐶𝐴𝜇 записується у виглядi розкладу за ком-
плексно спряженими матрицями:

𝐶𝐴𝜇 = (−𝑖𝑔𝑇 𝑎)*𝐴𝑎𝜇 = +𝑖𝑔𝑇 *𝑎𝐴𝑎𝜇 = /(D1.15)/ = −𝑖𝑔𝑆𝑇 𝑎𝑆−1𝐴𝑎𝜇.
(4.172)

Оскiльки генератори 𝑆𝑇 𝑎𝑆−1 задовiльняють тим же спiввiдношен-
ням, що й 𝑇 𝑎, див. (D1.6) та (D1.7), то величина 𝐹 𝑎𝜇𝜈 у розкладi

𝐶𝐹𝜇𝜈 = −𝑖𝑔𝑆𝑇 𝑎𝑆−1𝐹 𝑎𝜇𝜈 (4.173)

буде тiєю ж, що i в розкладi 𝐹𝜇𝜈 .
Легко побачити, що

𝑇𝑟[𝐴𝜇𝐴𝜇] = 𝑇𝑟[𝐶𝐴𝜇𝐶𝐴𝜇] = −
𝑔2

2
𝐴𝑎,𝜇𝐴𝑎𝜇, (4.174)

𝑇𝑟[𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ] = 𝑇𝑟[𝐶𝐹𝜇𝜈𝐶𝐹𝜇𝜈 ] = −
𝑔2

2
𝐹 𝑎,𝜇𝜈𝐹 𝑎𝜇𝜈 , (4.175)

а отже лагранжiан буде iнварiантним вiдносно визначеної таким чи-
ном операцiї зарядового спряження.

Застосування С-, Р-, Т-перетворень до доданкiв лагран-
жiану СМ
Наявнiсть у системi iнварiантностi вiдносно окремих та комбiнова-
них С-, Р-, Т-перетворень накладає суттєвi обмеження на можливi
реакцiї мiж частинками та на властивостi частинок. Зокрема, iнварi-
антнiсть вiдносно Р-перетворень означає справедливiсть закону збе-
реження просторової парностi у реакцiях (рiвнозначнiсть прямих та
дзеркально вiдображених реакцiй); iнварiантнiсть вiдносно перетво-
рень зарядового спряження означає справедливiсть закону збереже-
ння зарядової парностi у реакцiях (рiвнозначнiсть реакцiй, у яких
всi частинки замiнено на античастинки); iнварiантнiсть вiдносно Т-
перетворень означає виконання принципу детальної рiвноваги (рiв-
нiсть амплiтуд прямих та обернених процесiв). Комбiнована СР-iнва-
рiантнiсть означає однакову амплiтуду реакцiй, що переходять одна в
iншу шляхом дзеркального вiдображення та замiною частинок на ан-
тичастинки (зi змiною знаку спiральностi). Нарештi, загальна СРТ-
iнварiнтнiсть теорiї означає чiтку вiдповiднiсть мiж частинками та
античастинками, а саме: рiвнiсть мас, магнiтних моментiв, електри-
чних зарядiв (за модулем), спiнiв (за модулем).
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𝜑(𝑥0, 𝑥⃗) 𝜙(𝑥0, 𝑥⃗) 𝑉𝜇(𝑥
0, 𝑥⃗) 𝑈𝜇(𝑥

0, 𝑥⃗)
C 𝜑*(𝑥0, 𝑥⃗) 𝜂𝐶𝜙𝜙(𝑥

0, 𝑥⃗) 𝑉 *
𝜇 (𝑥

0, 𝑥⃗) 𝜂𝐶𝑈𝑈𝜇(𝑥
0, 𝑥⃗)

P 𝜂𝑃𝜑 𝜑(𝑥
0,−𝑥⃗) 𝜂𝑃𝜙𝜙(𝑥

0,−𝑥⃗) 𝜂𝑃𝑉 𝑉
𝜇(𝑥0,−𝑥⃗) 𝜂𝑃𝑈𝑈

𝜇(𝑥0,−𝑥⃗)
T 𝜂𝑃𝜑 𝜑

*(−𝑥0, 𝑥⃗) 𝜂𝐶𝜙 𝜂𝑃𝜙𝜙(−𝑥0, 𝑥⃗)−𝜂𝑃𝑉 𝑉 *𝜇(−𝑥0, 𝑥⃗)−𝜂𝐶𝑈 𝜂𝑃𝑈𝑈𝜇(−𝑥0, 𝑥⃗)
CPT 𝜑(−𝑥0,−𝑥⃗) 𝜙(−𝑥0,−𝑥⃗) −𝑉𝜇(−𝑥0,−𝑥⃗) −𝑈𝜇(−𝑥0,−𝑥⃗)

Табл. 3: Дiя С-,Р-,Т-перетворень на скалярнi (зарядженi 𝜑 та ней-
тральнi 𝜙) та векторнi (зарядженi 𝑉 та нейтральнi 𝑈) поля [59,68]. Па-
раметр 𝜂𝑃 = +1 вiдповiдає скалярним та векторним полям, 𝜂𝑃 = −1
вiдповiдає псевдоскалярним та псевдовекторним полям. Параметр
𝜂𝐶 = +1 вiдповiдає зарядово-парним, 𝜂𝐶 = −1 зарядово-непарним
нейтральним полям.

Для аналiзу властивостей перетворень окремих доданкiв лагран-
жiана СМ вiдносно окремих та комбiнованих операцiй С-, Р-, Т-пере-
творень зручно використати властивостi перетворень скалярних та ве-
кторних полiв, див. Табл. 3, фермiонних бiлiнiйних форм, див. Табл. 4,
та згадати визначення псевдоскалярних та псевдовекторних величин,
див. Додаток 3.

Зазначимо, що нижнi рядки у Табл. 3 – 4 вiдповiдають правилу
дiї СРТ-перетворень, а саме: 𝐶𝑃𝑇𝜙(𝑥0, 𝑥⃗) = 𝜙(−𝑥0,−𝑥⃗) для скаляр-
них та псевдоскалярних полiв; 𝐶𝑃𝑇𝐴𝜇(𝑥0, 𝑥⃗) = −𝐴𝜇(−𝑥0,−𝑥⃗) для ве-
кторних та псевдовекторних полiв; 𝐶𝑃𝑇𝐹𝜇𝜈(𝑥0, 𝑥⃗) = 𝐹𝜇𝜈(−𝑥0,−𝑥⃗) для
тензорiв та псевдотензорiв, оскiльки тензор можна представити як
добуток векторних полiв, а псевдотензор – як добуток векторного та

𝜓𝜓 𝑖𝜓𝛾5𝜓 𝜓𝛾𝜇𝜓 𝑖𝜓𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓 𝜓𝛾𝜇𝛾5𝜓 𝑖𝜓𝛾𝜇𝜕𝜇𝛾
5𝜓 𝜓𝜎𝜇𝜈𝜓

C +1 +1 −1 +1 +1 −1 −1
P +1 −1 (−1)𝜇 +1 −(−1)𝜇 −1 (−1)𝜇(−1)𝜈
T +1 −1 (−1)𝜇 +1 (−1)𝜇 +1 −(−1)𝜇(−1)𝜈

CPT +1 +1 −1 +1 −1 +1 +1

Табл. 4: Дiя С-,Р-,Т-перетворень на фермiоннi бiлiнiйнi форми [68].
Для скорочення записiв уведено позначення (−1)𝜇 = 1 для 𝜇 = 0,
(−1)𝜇 = −1 для 𝜇 = 1, 2, 3. Аргументи полiв у бiлiнiйних комбiнацiях
змiнюються аналогiчно до Табл. 3.
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псевдовекторного полiв. Данi правила були введенi за аналогiєю до дiї
РТ-перетворень на скаляр та 4-вектор (𝑥0, 𝑥⃗) у класичнiй фiзицi, а по-
тiм узагальненi на дiю оператора зарядового спряження. Фiксацiя дiї
СРТ-перетворень означає певну довiльнiсть у виборi знакiв при окре-
мих С-, Р-, Т-перетвореннях, адже головним є правильне значення
добутку зазначених коефiцiєнтiв.

У СМ поле Хiггса вважається скалярним полем 𝜂𝑃𝐻 = 1, електрома-
гнiтне поле – векторним, зарядово-непарним полем (𝜂𝑃𝐴 = 1, 𝜂𝐶𝐴 = −1).

З аналiзу наведених таблиць випливає, що лагранжiан квантової
хромодинамiки ℒ𝑄𝐶𝐷 (4.95) та лагранжiан квантової електродинамi-
ки (доданки ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒𝑙𝑒𝑝𝑡 (4.104) та ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑒𝑚 (4.105)) є iнварiантними вiдносно
дiї кожного окремого C-, P-, T-перетворення1.

Розглянемо лагранжiан слабкої взаємодiї ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 (4.106). Запише-
мо дiю операторiв 𝐶 та 𝑃 на фермiонну частину лагранжiана

𝑃𝑓𝛾𝜇(𝑎+ 𝑏𝛾5)𝑔 = (−1)𝜇𝑓𝛾𝜇(𝑎− 𝑏𝛾5)𝑔, (4.176)

𝐶𝑓𝛾𝜇(𝑎+ 𝑏𝛾5)𝑔 = −𝑔𝛾𝜇(𝑎− 𝑏𝛾5)𝑓, (4.177)
де 𝑓, 𝑔 певнi фермiоннi поля. Як бачимо, окремi 𝐶 та 𝑃 операцiї змi-
нюють знак поблизу матрицi 𝛾5. Отже, лагранжiан слабкої взаємодiї
не є iнварiантним вiдносно окремих C- та P-перетворень. Комбiнована
дiя 𝑃𝐶 дає результат

𝐶𝑃𝑓𝛾𝜇(𝑎+ 𝑏𝛾5)𝑔 = −(−1)𝜇𝑔𝛾𝜇(𝑎+ 𝑏𝛾5)𝑓. (4.178)
Вiдповiдно, поля 𝑊±- та 𝑍-бозонiв беруть участь у реакцiях, де не
виконуються окремо закони збереження просторової та зарядової пар-
ностi, отже, не є коректним говорити про вiдповiднi парностi зазначе-
них бозонiв. Однак дiю CP-перетворень на 𝑊±- та 𝑍-бозони можна
визначити як2:
𝐶𝑃𝑍𝜇 = −𝑍𝜇 = −(−1)𝜇𝑍𝜇, 𝐶𝑃𝑊±

𝜇 = −𝑊∓,𝜇 = −(−1)𝜇𝑊∓
𝜇 . (4.179)

Тодi у лептонному секторi слабкої взаємодiї (4.106) матимемо комбi-
новану CP-iнварiантнiсть (перший iз доданкiв взаємодiї лептонiв з 𝑊 -
бозоном у виразi (4.106) пiд дiєю СР-перетворень переходить у другий
доданок та навпаки), а значить, згiдно з СРТ-теоремою, матимемо i
Т-iнварiантнiсть:

1Кiнетичний доданок поля нейтрино iнварiантний вiдносно СР-перетворення.
2Взявши до уваги спiввiдношення (4.146) та (4.148) легко отримати аналогiчне

спiввiдношення i для поля фотонiв: 𝐶𝑃𝐴𝜇 = −𝐴𝜇 = −(−1)𝜇𝐴𝜇.
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𝐶𝑃𝑓𝛾𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1−𝛾5)−2𝑞𝑓 sin2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇=𝑓𝛾

𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1−𝛾5)−2𝑞𝑓 sin2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇,

𝐶𝑃𝜈𝑛𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+

𝜇 = 𝑒𝑛𝛾
𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−

𝜇 . (4.180)
У кварковому секторi слабкої взаємодiї (4.106) ситуацiя дещо вiд-

рiзняється за рахунок наявностi матрицi змiшування кваркiв Кабiббо-
Кобаяши-Маскава 𝑉 (4.89), а саме:

𝐶𝑃𝑢̄𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑉 𝑑𝑊+
𝜇 = 𝑑𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑉 𝑇𝑢𝑊−

𝜇 , (4.181)

𝐶𝑃𝑑𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑉 +𝑢𝑊−
𝜇 = 𝑢̄𝛾𝜇(1− 𝛾5)𝑉 *𝑑𝑊+

𝜇 . (4.182)
Тобто данi вирази будуть переходити один в iнший лише за умо-
ви дiйсностi матрицi Кабiббо-Кобаяши-Маскава. Однак, згiдно з екс-
периментальними даними, матриця ККМ є комплексною (4.90). Це
означає порушення СР-iнварiантностi у кварковому секторi слабких
взаємодiй, а значить, вiдповiдно до СРТ-теореми, i порушення Т-
iнварiантностi. Для слабких процесiв у кварковому секторi справедли-
вою є лише iнварiантнiсть вiдносно одночасної дiї СРТ-перетворень.

Важливо також розглянути окремi можливi доданки лагранжiану
калiбрувальних полiв, а саме 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 та 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , де 𝐹 є дуальним
тензором до тензора 𝐹 :

𝐹𝜇𝜈 =
1

2
𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 , 𝐹𝜇𝜈 =

1

2
𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽𝐹

𝛼𝛽 , (4.183)

а 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽 є повнiстю антисиметричним тензором Левi-Чевiти, елементи
якого є одиницi, мiнус одиницi та нулi. При цьому елемент тензора з
двома однаковими iндексами дорiвнює нулю, а елементи, що вiдрiзня-
ються перестановкою двох сусiднiх iндексiв, змiнють свiй знак. При
цьому, за визначенням,

𝜖0123 = −1, 𝜖0123 = +1 (4.184)

та, наприклад, 𝜖0132 = +1, 𝜖1023 = −1.
Можна показати, що доданок лагранжiану типу 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 можна

представити у виглядi повної похiдної вiд певного 4-вектора, див. де-
тальнiше Роздiл 6.1,

𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐾𝜇. (4.185)

Вiдповiдно, такий доданок у лагранжiанi не змiнить рiвнянь руху.
Для калiбрувальних полiв групи 𝑈(1) внесок у дiю вiд доданку (4.185)
дорiвнює нулю, оскiльки iнтеграл за 𝑑4𝑥 вiд дивергенцiї певного ве-
ктора дає iнтеграл за поверхнею областi iнтегрування, на якiй польовi
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функцiї калiбрувального поля дорiвнюють нулю. Саме тому в лагран-
жiанi КЕД доданок (4.185) вiдсутнiй. Однак для калiбрувальних полiв
групи 𝑆𝑈(𝑛), 𝑛 ≥ 2 внесок у дiю вiд доданку (4.185) не дорiвнює ну-
лю, оскiльки в неабелевих теорiях iснують такi розв’язки вiдповiдних
рiвнянь руху, коли польовi функцiї калiбрувального поля не дорiвню-
ють нулю на нескiнченно вiддаленiй поверхнi i загальна енергiя таких
польових розв’язкiв є скiнченною. Отже в неабелевих теорiях додан-
ки до лагранжiану (4.185) можуть мати вплив на опис стану фiзичної
системи, див. детальнiше Роздiл 6.1.

Використавши явний вигляд (2.101), отримаємо

𝐹 𝑎𝜇𝜈=

⎛⎜⎜⎝
0 −𝐸𝑎𝑥 −𝐸𝑎𝑦 −𝐸𝑎𝑧
𝐸𝑎𝑥 0 𝐻𝑎

𝑧 −𝐻𝑎
𝑦

𝐸𝑎𝑦 −𝐻𝑎
𝑧 0 𝐻𝑎

𝑥

𝐸𝑎𝑧 𝐻𝑎
𝑦 −𝐻𝑎

𝑥 0

⎞⎟⎟⎠, 𝐹 𝑎𝜇𝜈=
⎛⎜⎜⎝

0 −𝐻𝑎
𝑥 −𝐻𝑎

𝑦 −𝐻𝑎
𝑧

𝐻𝑎
𝑥 0 −𝐸𝑎𝑧 𝐸𝑎𝑦

𝐻𝑎
𝑦 𝐸𝑎𝑧 0 −𝐸𝑎𝑥

𝐻𝑎
𝑧 −𝐸𝑎𝑦 𝐸𝑎𝑥 0

⎞⎟⎟⎠,
(4.186)

звiдки можна отримати вирази для згорток

𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈, 𝑎 = −2

[︁
(𝐸⃗𝑎)2 − (𝐻⃗𝑎)2

]︁
, (4.187)

𝐹 𝑎𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈, 𝑎 = 4𝐸⃗𝑎𝐻⃗𝑎. (4.188)

Вираз (4.187) виникає як кiнетичний доданок калiбрувальних по-
лiв в усiх лагранжiанах вiдповiдної групи симетрiї. Як було розгляну-
то ранiше, вiн є iнварiантним вiдносно окремих С-, Р-, Т-перетворень.

Вираз (4.188) не входить в лагранжiан СМ, але вiн є калiбрувально
iнварiантним i в принципi може бути доданий до лагранжiанiв фiзи-
чних теорiй, див. детальнiше Роздiл 6.1. Легко показати, див. (4.163),
(4.164), (4.169), (4.170), (4.173), що даний доданок порушує Р- та Т-
iнварiантнiсть, але зберiгає iнварiантнiсть вiдносно С-перетворень:

𝑇 [𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ] ∼ 𝑇 [𝐹 𝑎𝑖0𝐹 𝑎𝑗𝑘] =𝑀𝑎𝑚𝐹𝑚𝑖0 (−𝑀𝑎𝑚)𝐹𝑚𝑗𝑘 = −𝐹 𝑎𝑖0𝐹 𝑎𝑗𝑘, (4.189)

𝑃 [𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ] ∼ 𝑃 [𝐹 𝑎𝑖0𝐹 𝑎𝑗𝑘] = −𝐹 𝑎𝑖0𝐹 𝑎𝑗𝑘, (4.190)

𝐶[𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 ] ∼ 𝑇𝑟[𝑆𝑇 𝑎𝑆−1𝑆𝑇 𝑏𝑆−1][𝐹 𝑎𝑖0𝐹
𝑏
𝑗𝑘] = 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 . (4.191)

В лiтературi прийнято вказувати, що вираз (4.188) є доданком, що
порушує СР-iнварiантнiсть.
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4.10 Чисельнi значення параметрiв СМ

Рис. 11: Частинки СМ та їх характеристики: спiн, заряд, маса. Дже-
рело рисунку https://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental_interaction

Наведемо пiдсумкову таблицю всiх елементарних частинок СМ,
див. Рис. 11. Звертаємо увагу, що на маси нейтрино накладенi обме-
ження зверху з кiнематичних характеристик реакцiй за участi вiдпо-
вiдних нейтрино. Детальнiше про маси нейтрино див. Роздiл 5.1.

Знаючи маси елементарних частинок та вакуумного середнього по-
ля Хiггса (4.115) можна вiдновити значення вiдповiдних юкавiвських
констант (4.83): 𝑚𝑥 = 𝑌 𝑥𝑣/

√
2. Результат представлений в Табл. 5. Як

бачимо, значення констант Юкави лежать у досить широкому дiапа-
зонi вiд 10−6 до 1, що безпосередньо пов’язано з широким дiапазоном
мас частинок матерiї. Справдi вражаючим є близьке до одиницi зна-
чення константи Юкави для 𝑡-кварка. Цей факт не знаходить свого
пояснення в СМ. Можливо за цим стоїть нова фiзика!

Лептони, 𝑌 𝑙 Верхнi кварки, 𝑌 𝑢𝑛 Нижнi кварки, 𝑌 𝑑𝑛
𝑌 𝑒 = 2.94 · 10−6 𝑌 𝑢 = 1.38 · 10−5 𝑌 𝑑 = 2.76 · 10−5

𝑌 𝜇 = 6.1 · 10−4 𝑌 𝑐 = 7.3 · 10−3 𝑌 𝑠 = 5.5 · 10−4

𝑌 𝜏 = 0.01 𝑌 𝑡 ≈ 1 𝑌 𝑏 = 0.024

Табл. 5: Значення констант Юкави 𝑌 для частинок матерiї.
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Розглянемо тепер параметри, що входять до лагранжiану поля
Хiггса (4.103). Перш за все вiдзначимо, що бозон Хiггса був остан-
ньою частинкою СМ, див. Рис. 11, що була експериментально зареє-
стрована (2012 рiк, Великий Адронний Колайдер). Її маса виявилася
𝑚ℎ ≃ 125.7 ГеВ. Тодi значення сталої, що визначає самодiю поля Хiгг-
са 𝜆 = 𝑚2

ℎ/(2𝑣
2) ≃ 0.13.

Перейдемо тепер до сталих зв’язку. Замiсть електричного заряду
електрона (𝑒 = 𝑔 sin 𝜃𝑊 ) прийнято використовувати безрозмiрну ком-
бiнацiю (стала тонкої структури)

𝛼 =
𝑒2

4𝜋
= 7.2973525664(17) · 10−3 ≃ 1

137
. (4.192)

Зокрема у безрозмiрних одиницях заряд електрона

𝑒 =
√
4𝜋𝛼 = 0.30282212. (4.193)

Врахування радiацiйних поправок до електромагнiтної взаємодiї ча-
стинок призводить до залежностi сталої тонкої структури вiд квадра-
ту переданого 4-iмпульсу взаємодiючих частинок 𝑄2 (масштаб енер-
гiї взаємодiї). При збiльшеннi енергiй взаємодiючих частинок стала
тонкої структури зростає, що робить досить умовним використання
слова "стала"! Зокрема на масштабi енергiй порядку маси 𝑍-бозона:
𝛼(𝑄 =𝑀𝑍) ≃ 1/128 = 7.87 · 10−3.

Замiсть заряду сильної взаємодiї (𝑔𝑠) прийнято використовувати
безрозмiрну комбiнацiю (стала сильної взаємодiї)

𝛼𝑠 =
𝑔2𝑠
4𝜋
. (4.194)

Iснує три вiдмiнностi у поведiнцi сталої сильної взаємодiї у порiв-
няннi зi сталою тонкої структури, див. Рис. 12. По-перше, при зро-
станнi масштабу енергiй стала 𝛼𝑠 спадає, а 𝛼 зростає! По-друге, змiна
значення сталої 𝛼𝑠 є набагато бiльшою нiж змiна 𝛼. По-третє, ста-
ла тонкої структури виходить на стале значення (4.192) при малих
енергiях взаємодiючих частинок, а значення сталої сильної взаємодiї
суттєво залежить вiд масштабу енергiй частинок навiть у низькоенер-
гетичному випадку.

Стала сильної взаємодiї набуває значення бiльшого за одиницю
при масштабi енергiй менших 200 МеВ, або на вiдстанях бiльших
за радiус протона. Завдяки цьому iснує явище конфайнменту, коли
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Рис. 12: Залежнiсть значень сталої тонкої структури 100 · 𝛼 (екс-
периментальне пiдтвердження отримано на Великому електрон-
позитронному колайдерi LEP, див. [86]) та сталої сильної взаємодiї
𝛼𝑠 [87] вiд масштабу енергiй взаємодiючих частинок.

кварки не можуть вiддалитися один вiд одного на вiдстанi бiльшi за
радiус протона (∼ 1 фм) за рахунок величезного зростання взаємо-
дiї мiж ними. З iншого боку, зменшення 𝛼𝑠 при великих масштабах
енергiй взаємодiючих частинок означає, що на вiдстанях менших за
радiус протона кварки взаємодiють слабо. Це явище отримало назву
асимптотичної свободи.

Виникає питання, яка природа явища змiни сталих зв’язку вiд мас-
штабу енергiй i чому iснує така вiдмiннiсть у поведiнцi сталої тонкої
структури та сталої сильної взаємодiї? Виявилось, що змiну сталої
тонкої структури (змiну значення заряду) якiсно можна пояснити яви-
щем екранування електричного заряду. На дуже близьких вiдстанях
вiд електрона, за рахунок величезних значень електромагнiтних по-
лiв, утворюються пари частинок-античастинок (електрон-позитроннi,
мюон-антимюоннi пари тощо), якi екранують заряд електрона. Чим
бiльшi енергiї взаємодiючих частинок, тим ближче частинки пiдхо-
дять одна до iншої, що робить слабшим ефект екранування i призво-
дить до зростання сталої тонкої структури, див. Рис. 13.

Явище спадання значення сталої сильної взаємодiї пояснюється
тим, що на вiдмiну вiд фотонiв, якi взаємодiють лише з електрично
зарядженими частинками, глюони взаємодiють як з кварками, так i з
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Рис. 13: Екранування заряду електрона у середовищi пар частинка-
античастинка

iншими глюонами. В результатi дiаграми, що визначають змiну сталої
сильної взаємодiї мають вигляд, що представлений на Рис. 14. Спра-
ва у тому, що першi двi дiаграми на Рис. 14 (представляють окремi
дiаграми глюон-кваркової взаємодiї) мають вигляд такий самий як i
дiаграми, що описують змiну електричного заряду1. Якщо врахувати
лише їх, ми б отримали зростання сталої сильної взаємодiї при збiль-
шеннi масштабу енергiй взаємодiючих частинок i ефект екранування
заряду (такий самий i як для електричного заряду). Однак, двi остан-
нi дiаграми (представляють окремi дiаграми глюон-глюонної взаємо-
дiї) дають бiльш вагомий внесок, що i призводять до спадання сталої
сильної взаємодiї при збiльшеннi масштабу енергiй i так-званого ефе-
кту антиекранування заряду сильної взаємодiї.

Перейдемо тепер до розгляду сталої слабкої взаємодiї, яка визна-
чається стандартним чином

𝛼𝑊 =
𝑔2

4𝜋
. (4.195)

Дана стала пов’язана з реакцiями, що проходять через 𝑊±-бозони,
тому заряд 𝑔 iнодi позначають як 𝑔𝑊 . Заряд, що входить у взаємодiї
обумовленi 𝑍-бозонами, часто позначають як 𝑔𝑍 = 𝑔𝑊 / cos 𝜃𝑊 , див.
(4.106).

Може виникнути питання "Чим принципово вiдрiзняється стала
тонкої структури вiд сталої слабкої взаємодiї, якщо одна визначається
через сталу 𝑒 = 𝑔 sin 𝜃𝑊 , а iнша просто через сталу 𝑔"?

1Дiаграми, що дають головний внесок у змiну сталої тонкої структури мiстять
фермiоннi петлi, тобто мiстять лептони та кварки.
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Рис. 14: Дiаграми, що дають внесок у змiну сталої сильної взаємодiї.

З фiзичної точки зору данi стали описують рiзнi взаємодiї. Стала
тонкої структури визначає взаємодiю електрично заряджених части-
нок обумовлену фотонами. Радiацiйнi поправки до сталої тонкої стру-
ктури (залежнiсть вiд маштабу енергiй) визначаються петльовими дi-
аграми до лiнiї фотонного пропагатора. Стала слабкої взаємодiї ви-
значає взаємодiю частинок обумовлену масивними 𝑊±-, 𝑍-бозонами.
Радiацiйнi поправки до сталої слабкої взаємодiї визначаються петльо-
вими дiаграми до лiнiй 𝑊±-бозонiв. Дiаграми, що дають внесок у
змiну сталої слабкої взаємодiї мiстять як фермiоннi петлi так i петлi,
що мiстять 𝑊±, 𝑍-бозони, див. (4.106). Внаслiдок цього стала слабкої
взаємодiї буде спадати зi збiльшенням масштабу енергiй взаємодiю-
чих частинок (так само як i для сталої сильної взаємодiї) починаючи
з деякого масштабу енергiй.

З математичної ж точки зору, лагранжiан СМ, що описує 𝑈𝑌 (1)×
𝑆𝑈𝑊 (2) симетрiю, мiстить двi сталi – 𝑔 (для групи 𝑈𝑌 (1)) та 𝑔′ (для
групи 𝑈𝑊 (2)). Пiсля спонтанного порушення симетрiї виникає еле-
ктромагнiтна (зi сталою взаємодiї 𝑒 = 𝑔 sin 𝜃𝑊 ) та слабка взаємодiя
(зi сталою 𝑔). Фактично, замiсть двох початкових параметрiв 𝑔 та 𝑔′
ми перейшли до iнших двох незалежних параметрiв 𝑔 та sin 𝜃𝑊 .

Iснують певнi складнощi [88] з безпосереднiм визначенням sin2 𝜃𝑊
з начебто очевидного спiввiдношення, див. (4.63),

sin2 𝜃𝑊 = 1− 𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑍

. (4.196)
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Цi складнощi пов’язанi з необхiднiстю урахування радiацiйних попра-
вок.

На даний час експериментальним способом визначення sin2 𝜃𝑊 є
дослiдження асиметрiї народження пар лiвих та правих лептонiв при
електрон-позитроннiй анiгiляцiї на резонанснiй енергiї народження 𝑍-
бозону [88]:

𝐴𝐿𝑅 =
𝜎𝐿 − 𝜎𝑅
𝜎𝐿 + 𝜎𝑅

, (4.197)

де 𝜎𝐿(𝑅) – перерiз народження пар лептонiв з лiвою (правою) кiраль-
нiстю. В цьому випадку будуть домiнувати ефекти народження ча-
стинок внаслiдок розпаду 𝑍-бозону. Якщо взаємодiю лептонiв з 𝑍-
бозонами (4.106) представити у виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡𝑓,𝑍 = − 𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇
[︀
𝑔𝑉 − 𝑔𝐴𝛾5

]︀
𝑓𝑍𝜇, (4.198)

де
𝑔𝑉 = 𝑡𝑓3 − 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊 , 𝑔𝐴 = 𝑡𝑓3 , (4.199)

то

𝐴𝐿𝑅 =
2𝑔𝑉 𝑔𝐴
𝑔2𝑉 + 𝑔2𝐴

=
2[1 + 4𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑒𝑓𝑓𝑊 ]

1 + [1 + 4𝑞𝑓 sin
2 𝜃𝑒𝑓𝑓𝑊 ]2

, (4.200)

де 𝜃𝑒𝑓𝑓𝑊 – ефективний кут Вайнберга, оскiльки в данiй реакцiї врахову-
ються рiзноманiтнi радiацiйнi поправки в тому числi до лiнiї 𝑍-бозону
та вершини взаємодiї 𝛾 − 𝑍.

Теоретичнi передбачення величини sin2 𝜃𝑊 представленi на Рис.15,
див. [88, 89]. Як бачимо, поки бракує експериментальних даних для
повної перевiрки наведеної залежностi. З iншого боку, використавши
експериментальнi данi мас 𝑊±- 𝑍-бозонiв (𝑀𝑊 ≈ 80.39 ГеВ та 𝑀𝑍 ≈
91.19 ГеВ) та спiввiдношення (4.196), легко отримати, що

sin2 𝜃𝑊 = 1− 𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑍

≈ 0.223. (4.201)

Як бачимо, отримане значення не зовсiм узгоджується зi значенням з
Рис. 15, згiдно якого на довiльному масштабi енергiй sin2 𝜃𝑊 > 0.23.

Стала слабкої взаємодiї пов’язана зi сталою тонкої структури спiв-
вiдношенням

𝛼𝑊 =
𝑔2

4𝜋
=

𝛼

sin2 𝜃𝑊
, (4.202)

162



APVHCsL

E-158
Ν-DIS

Total

Fermions

Bosons SLAC

LEP
AFBHbbL

10-4 0.01 1 100 104

0.225

0.230

0.235

0.240

0.245

Q@GeVD

si
n2 Θ W

HQ
L

Рис. 15: Теоретичнi передбачення залежностi величини sin2 𝜃𝑊 вiд мас-
штабу енергiй частинок та наявнi експериментальнi данi. Рис. взято з [88].
Червонi та зеленi лiнiї демонструють внески фермiонних та бозонних радi-
ацiйних поправок.

Використавши значення сталої тонкої структури з Рис. 12 та вели-
чини sin2 𝜃𝑊 з Рис. 15, побудуємо залежнiсть сталої слабкої взаємодiї
вiд масштабу енергiй взаємодiючих частинок, див. Рис. 16. Як бачи-
мо, на наведеному масштабi енергiй стала слабкої взаємодiї є зростаю-
чою функцiєю. Зi збiльенням масштабу енергiй, зростання замiниться
спаданням функцiї, див. Роздiл 6.2. Корисно також представити по-
ведiнку значень двох iнших сталих зв’язку, див. Рис. 16.
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Рис. 16: Поведiнка сталих зв’язку зi зростанням масштабу енергiй взаємо-
дiючих частинок: а) – стала тонкої структури, б) – стала слабкої взаємодiї,
в) – стала сильної взаємодiї (починаючи з масшатабу 1 ГеВ).
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4.11 ЛагранжiанСМ вдовiльномукалiбруваннi

В попереднiх роздiлах був розглянутий лагранжiан СМ у випадку
унiтарного калiбрування поля Хiггса (4.34). Зазначений формалiзм є
зручним для розрахункiв процесiв у першому незникаючому набли-
женнi, оскiльки не мiстить внеску нефiзичних голдстоунiвських бо-
зонiв бозона Хiггса. Однак при урахуваннi радiацiйних (петльових)
поправок унiтарне калiбрування втрачає свою привабливiсть. Справа
в тому, що петлi в дiаграмнiй технiцi Фейнмана зiставляється iнтеграл
за 4-iмпульсом вiд добутку вiдповiдних пропагаторiв полiв [67]. Про-
пагатори масивних калiбрувальних полiв в унiтарному калiбруван-
нi перетворюються у сталi величини при нескiнченних значеннях 4-
iмпульсу, що може призвести до складнощiв, пов’язаних з розбiжним
значенням результату iнтегрування. Виявляється, що в неунiтарних
калiбруваннях пропагатори калiбрувальних полiв при нескiнченних
значеннях 4-iмпульсу (𝑘) спадають як ∼ 𝑘−2. Зазначена поведiнка за-
безпечує збiжнiсть iнтегралiв у петлi, але платою за це є необхiднiсть
врахування внескiв нефiзичних голдстоунiвських бозонiв [68]. Звичай-
но ж фiзичний результат не має залежати вiд вибору калiбрування.

В неунiтарному калiбруваннi дублет поля Хiггса (4.33) набуває за-
гального вигляду у формi [90]

𝐻 =

⎛⎜⎝ 𝜑+

𝑣 + ℎ+ 𝑖𝜑𝑧√
2

⎞⎟⎠ . (4.203)

Оскiльки гiперзаряд поля Хiггса 𝑌 = 1, див. Табл. 1, то з (4.19) випли-
ває, що поле у верхнiй частинi iзотопiчного дублету поля Хiггса (𝜑+)
має електричний заряд +1 (в одиницях заряда електрона за модулем)
i, вiдповiдно, є комплексним (𝜑+)* = 𝜑−; а поле у нижнiй частинi
дублету (𝜑𝑍) є електрично нейтральним i дiйсним.

Тепер стає зрозумiлим, чому вакуумне середнє поля Хiггса обирається саме
у виглядi

𝐻0 =

(︂
0
𝑣√
2

)︂
, (4.204)

де нижня (незаряджена) компонента поля є ненульовою. Аби верхня компонен-
та поля < 𝜑+ > також була ненульовою, це б означало, що вакуум поля Хiггса є
електрично зарядженим, що явно порушувало б 𝑈𝐸𝑀 (1) iнварiантнiсть теорiї
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пiсля спонтанного порушення симетрiї. Як побачимо далi, ненульове значення
<𝜑+> генерувало б також ненульову масу фотона. Справа в тому, що вираз
(4.211) мiстить взаємодiю типу 𝑒2𝜑+𝜑−𝐴𝜇𝐴𝜇. Звичайно, треба вiдзначити,
що в загальнiй теорiї спонтанного порушення симетрiї групи 𝑆𝑈(2), див. Роз-
дiл (3.4), поле може набути мiнiмального значення енергiї в будь якiй точцi на
гiперсферi 𝜑21 + 𝜑22 + 𝜑23 + 𝜑24 = 𝜑20. Тобто може статися, що

𝐻′
0 =

(︂
𝑎
𝑏

)︂
. (4.205)

В цьому випадку потрiбно використати iнварiнтнiсть теорiї вiдносно пере-
творень за групою 𝑆𝑈(2) i звести вакуумне середнє у формi 𝐻′

0 до вигляду 𝐻0

(4.204).

В Роздiлi 4.3 ми одразу використовували явний вигляд iзотопiчно-
го дублету поля Хiггса в унiтарному представленнi та явний вигляд
матриць Паулi. Цього разу ми використаємо iнший формалiзм, у яко-
му явний вигляд матриць використаємо лише в кiнцi розрахункiв. Для
цього запишемо подовжену похiдну, що дiє на поле Хiггса, у виглядi

𝒟𝜇𝐻 = /(4.45)/ =
(︂
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

𝜏⃗

2
𝑉⃗𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇

)︂
𝐻 = /(4.56)/ =

=

[︂
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔√
2

(︀
𝜏+𝑊+

𝜇 + 𝜏−𝑊−
𝜇

)︀
− 𝑖𝑔

2
𝜏3𝑊

3
𝜇 − 𝑖

𝑔′

2
𝐵𝜇

]︂
𝐻 = /(4.54), (4.59)/ =

=

[︂
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔√
2

(︀
𝜏+𝑊+

𝜇 + 𝜏−𝑊−
𝜇

)︀
− 𝑖𝑒𝑄𝐴𝜇 − 𝑖

𝑔

cos 𝜃𝑊

(︁𝜏3
2
−𝑄 sin2 𝜃𝑊

)︁
𝑍𝜇

]︂
𝐻,

(4.206)

де матриця 𝑄 для поля Хiггса знаходиться з формули Гелл-Манна-
Нiшиджими (4.19) для значення гiперзаряду 𝑌 = 1:

𝑄 = 𝑇3 +
𝑌

2
=

[︂
1
2 + 1

2 0
0 − 1

2 + 1
2

]︂
=

[︂
1 0
0 0

]︂
, (4.207)

а матрицi 𝜏± визначаються як

𝜏± =
𝜏1 ± 𝑖𝜏2

2
. (4.208)

Використавши вираз (4.206), можна записати кiнетичнi доданки
(𝒟𝜇𝐻)+𝒟𝜇𝐻 як
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(𝒟𝜇𝐻)+𝒟𝜇𝐻 = (𝜕𝜇𝐻)+𝜕𝜇𝐻 −
𝑖𝑔√
2
𝜕𝜇𝐻+

[︀
(𝜏+𝐻)𝑊+

𝜇 + (𝜏−𝐻)𝑊−
𝜇

]︀
+

+
𝑖𝑔√
2

[︀
(𝐻+𝜏+)𝑊+

𝜇 + (𝐻+𝜏−)𝑊−
𝜇

]︀
𝜕𝜇𝐻−

− 𝑖𝑔

cos 𝜃𝑊
𝜕𝜇𝐻+

[︁𝜏3
2
−𝑄 sin2 𝜃𝑊

]︁
𝐻 𝑍𝜇+

+
𝑖𝑔

cos 𝜃𝑊
𝐻+

[︁𝜏3
2
−𝑄 sin2 𝜃𝑊

]︁
𝜕𝜇𝐻𝑍𝜇−

− 𝑖𝑒 𝜕𝜇𝐻+𝑄𝐻 𝐴𝜇 + 𝑖𝑒𝐻+𝑄𝜕𝜇𝐻 𝐴𝜇+

+
𝑔2

2

[︀
𝐻+𝐻𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝐻+𝑄𝐻{𝑊+,𝜇𝑊−
𝜇 −𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 }
]︀
+

+
𝑒𝑔√
2
𝐻+

[︀
𝜏−𝑊−,𝜇 + 𝜏+𝑊+,𝜇

]︀
𝐻 𝐴𝜇−

− 𝑒𝑔′√
2
𝐻+

[︀
𝜏−𝑊−,𝜇 + 𝜏+𝑊+,𝜇

]︀
𝐻 𝑍𝜇+

+ 2𝑒2 cot 2𝜃𝑊 𝐻+𝑄𝐻 𝐴𝜇𝑍
𝜇 + 𝑒2𝐻+𝑄𝐻 𝐴𝜇𝐴

𝜇+

+
𝑔2

4 cos2 𝜃𝑊
𝐻+(1−𝑄 sin2 2𝜃𝑊 )𝐻 𝑍𝜇𝑍

𝜇, (4.209)

де для знаходження (𝒟𝜇𝐻)+ ми використали вiдому властивiсть (𝐴𝐵)+ =
𝐵+𝐴+.

В якостi перевiрки пiдставимо в отриманий вираз поле Хiггса в унi-
тарному калiбруваннi (4.34). Отримаємо компактний вираз, що узго-
джується з ранiше отриманим виразом в унiтарному калiбруваннi:

(𝐷𝜇𝐻)+𝐷𝜇𝐻 =
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ+

𝑔2

4
(𝑣 + ℎ)2𝑊+

𝜇 𝑊
−,𝜇+

+
𝑔2

8 cos2 𝜃𝑊
(𝑣 + ℎ)2𝑍𝜇𝑍

𝜇. (4.210)

Звертаємо увагу, що в такому формалiзмi ми автоматично отримали
вiдсутнiсть маси у електромагнiтного поля та маси 𝑊±-, 𝑍-бозонiв
згiдно з (4.63).
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Використавши загальний вираз для поля Хiггса (4.203), можна
отримати

(𝒟𝜇Φ)+𝒟𝜇Φ =
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ+

1

2
𝜕𝜇𝜑𝑧𝜕

𝜇𝜑𝑧 + 𝜕𝜇𝜑
−𝜕𝜇𝜑++

+𝑚2
𝑊𝑊

+
𝜇 𝑊

−,𝜇
(︂
1 +

ℎ

𝑣

)︂2

+
𝑚2
𝑍

2
𝑍𝜇𝑍

𝜇

(︂
1 +

ℎ

𝑣

)︂2

+

+

(︂
𝑔2

2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +
𝑔2

4 cos2 𝜃𝑊
𝑍𝜇𝑍𝜇

)︂
𝜑2𝑧
2
−

− 𝑔

2 cos 𝜃𝑊

[︁
𝜕𝜇ℎ𝜑𝑧 − ℎ𝜕𝜇𝜑𝑧 − 𝑣𝜕𝜇𝜑𝑧

]︁
𝑍𝜇−

− 𝑖 𝑒(𝜑+𝜕𝜇𝜑− − 𝜑−𝜕𝜇𝜑+)(cot 2𝜃𝑊 𝑍𝜇 +𝐴𝜇)+

+ 𝜑−𝜑+
(︂
𝑔2

2
𝑊+,𝜇𝑊−

𝜇 + 𝑒2(cot 2𝜃𝑊 𝑍𝜇 +𝐴𝜇)(cot 2𝜃𝑊 𝑍𝜇 +𝐴𝜇)

)︂
+

+ 𝑖
𝑔

2

[︁
ℎ(𝑊−,𝜇𝜕𝜇𝜑

+ −𝑊+,𝜇𝜕𝜇𝜑
−) + 𝑣(𝑊−,𝜇𝜕𝜇𝜑

+ −𝑊+,𝜇𝜕𝜇𝜑
−) −

−𝜕𝜇ℎ(𝑊−,𝜇𝜑+ −𝑊+,𝜇𝜑−)
]︀
+

+
𝑔

2

[︀
𝜑𝑧(𝑊

−,𝜇𝜕𝜇𝜑
+ +𝑊+,𝜇𝜕𝜇𝜑

−)− 𝜕𝜇𝜑𝑧(𝑊−,𝜇𝜑+ +𝑊+,𝜇𝜑−)
]︀
+

+
𝑒

2
(ℎ+ 𝑣)

[︀
𝑊−,𝜇𝜑+ +𝑊+,𝜇𝜑−

]︀
(𝑔𝐴𝜇 − 𝑔′𝑍𝜇)−

− 𝑖
𝑒

2
𝜑𝑧
[︀
𝑊−,𝜇𝜑+ −𝑊+,𝜇𝜑−

]︀
(𝑔𝐴𝜇 − 𝑔′𝑍𝜇). (4.211)

Як бачимо, даний вираз мiстить 3- та 4-частинковi взаємодiї голд-
стоунiвських бозонiв (𝜑±, 𝜑𝑧) з калiбрувальними полями СМ. Але є
два доданки (видiленi прямокутниками), що описують двочастинковi
взаємодiї. З ними є наступна проблема. По-перше, така взаємодiя не
може бути мiж реальними частинками внаслiдок порушення законiв
збереження енергiї-iмпульсу1. Вiдповiдно, зазначена взаємодiя може
вiдбутися, коли принаймi одна з частинок є вiртуальною. По-друге,
дана взаємодiя дає внесок до пропагаторiв 𝑍 та 𝑊 -бозонiв та ускла-
днює їх визначення, оскiльки у внутрiшю лiнiю вiдповiдної дiаграми
можна зробити вставку у виглядi лiнiї вiдповiдного голдстоунiвського
бозона. Як вирiшується дана проблема буде показано пiзнiше.

1Дана взаємодiя передбачала б перетворення однiєї масивної частинки в ча-
стинку з iншою масою, але це порушує закони збереження.
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Вiдзначимо, що в неунiтарному калiбруваннi свiй вигляд також
змiнить потенцiал поля Хiггса (4.64):

𝑉 (𝐻) = 𝜆

(︂
𝐻+𝐻 − 𝑣2

2

)︂2

= 𝜆

(︂
𝜑−𝜑+ +

(ℎ+ 𝑣)2 + 𝜑2𝑧
2

− 𝑣2

2

)︂2

=

=
𝑚2
ℎ

2
ℎ2 + 𝜆𝑣ℎ3 + 𝜆

[︂
ℎ4

4
+
𝜑4𝑧
4

+ (𝜑−𝜑+)2
]︂
+

+ 𝜆𝜑2𝑧 𝜑
−𝜑+ + 𝜆(2𝑣ℎ+ ℎ2)

(︂
𝜑2𝑧
2

+ 𝜑−𝜑+
)︂
, (4.212)

де в останнiй стрiчцi показана взаємодiя голдстоунiвських бозонiв мiж
собою та з полем Хiггса. Отже тепер за допомогою виразiв (4.211) та
(4.212) ми можемо узагальнити лагранжiан поля Хiггса (4.65) для
випадку довiльного калiбрування.

Поле Хiггса входить також до доданку юкавiвської взаємодiї у СМ
(4.11) та модифiкує його за рахунок врахування голдстоунiвських бо-
зонiв. Слiд вказати явний вигляд для дублету 𝐻̃:

𝐻̃ =

⎛⎜⎝𝑣 + ℎ− 𝑖𝜑𝑧√
2

−𝜑−

⎞⎟⎠ (4.213)

Пiдставивши вирази (4.203) та (4.213) у (4.11) та перейшовши до ма-
сового базису фермiонних полiв можна отримати

ℒ𝑌 𝑢𝑘𝑎𝑤𝑎 = −
∑︁
𝑓

𝑚𝑓𝑓𝑓

(︂
1 +

ℎ

𝑣

)︂
−

−
√
2
𝑚𝑒
𝑛

𝑣
[𝜈𝐿𝑛𝑒𝑅𝑛 𝜑

+ + 𝑒𝑅𝑛𝜈𝐿𝑛 𝜑
−]− 𝑖𝑚

𝑒
𝑛

𝑣
[𝑒𝐿𝑛𝑒𝑅𝑛 − 𝑒𝑅𝑛𝑒𝐿𝑛]𝜑𝑧

−
√
2

𝑣
[𝑢̄𝐿𝑉𝑀

𝑑
𝑑𝑖𝑎𝑔𝑑𝑅 𝜑

+ + 𝑑𝑅𝑀
𝑑
𝑑𝑖𝑎𝑔𝑉

+𝑢𝐿𝜑
−]+

+

√
2

𝑣
[𝑢̄𝑅𝑀

𝑢
𝑑𝑖𝑎𝑔𝑉 𝑑𝐿 𝜑

+ + 𝑑𝐿𝑉
+𝑀𝑢

𝑑𝑖𝑎𝑔𝑢𝑅 𝜑
−]−

− 𝑖𝑚
𝑑
𝑛

𝑣
[𝑑𝐿𝑛𝑑𝑅𝑛 − 𝑑𝑅𝑛𝑑𝐿𝑛]𝜑𝑧 + 𝑖

𝑚𝑢
𝑛

𝑣
[𝑢̄𝐿𝑛𝑢𝑅𝑛 − 𝑢̄𝑅𝑛𝑢𝐿𝑛]𝜑𝑧, (4.214)

де за iндексом 𝑓 вiдбувається пiдсумовування за всiма фермiонами
СМ, також пiдсумовування здiйснюється за поколiннями 𝑛 = 1, 2, 3;
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𝑉 матриця ККМ, 𝑀 𝑖
𝑑𝑖𝑎𝑔 – дiагональна масова матриця для верхнiх та

нижнiх кваркiв (𝑖 = 𝑢, 𝑑 вiдповiдно).
Звертаємо увагу, що пiсля спонтанного порушення симетрiї поля

Хiггса, симетрiя вакууму СМ змiнюється: 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1)→
𝑆𝑈𝐶(3)×𝑈𝐸𝑀 (1), див. (4.41). Унiтарне калiбрування дозволяє вiдки-
нути голдстоунiвськi бозони електрослабкої взаємодiї, а накладання
унiтарного калiбрування призводить до того, що лагранжiан СМ на-
буває симетрiї вiдносно групи 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑈𝐸𝑀 (1). Це означатиме, що в
унiтарному калiбруваннi поля 𝑊± та 𝑍 бозонiв зафiксованi1, а калi-
брування електромагнiтного поля та поля глюонiв може бути довiль-
ним, наприклад, у формi (4.215) — (4.217).

Якщо ж вигляд збурень для дублету поля Хiггса обрати в загаль-
ному виглядi (4.203), то хоча вакуум СМ буде iнварiантним вiдносно
𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑈𝐸𝑀 (1) перетворень, лагранжiан СМ залишиться iнварiан-
тним вiдносно 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑈𝑌 (1) перетворень.

Для того, щоб зафiксувати один з можливих варiантiв калiбруван-
ня в лагранжiан штучно додається доданок, що явно порушує калiбру-
вальну iнварiантiсть2. Даний доданок може мати довiльний вигляд.
В теорiях зi спонтанним порушенням симетрiї прийнято обирати такi
додатковi доданки у виглядi [68,90]

ℒ𝑔𝑎𝑢𝑔𝑒 = −
1

2𝜉𝐺
𝐹 2
𝐺 −

1

2𝜉𝐴
𝐹 2
𝐴 −

1

2𝜉𝑍
𝐹 2
𝑍 −

1

2𝜉𝑊
𝐹−𝐹+, (4.215)

де

𝐹𝐺 = 𝜕𝜇𝐺𝑎𝜇, (4.216)

𝐹𝐴 = 𝜕𝜇𝐴𝜇, (4.217)
𝐹𝑍 = 𝜕𝜇𝑍𝜇 − 𝜉𝑍𝑚𝑍𝜑𝑍 , (4.218)

𝐹+ = 𝜕𝜇𝑊+
𝜇 − 𝑖𝜉𝑊𝑚𝑊𝜑

+, (4.219)

𝐹− = 𝜕𝜇𝑊−
𝜇 + 𝑖𝜉𝑊𝑚𝑊𝜑

−. (4.220)

Тут 𝜉𝑖 – позитивнi параметри, що фiксують калiбрування для кожно-
го з калiбрувальних полiв СМ. Дещо скорочений вигляд 𝐹𝐺 та 𝐹𝐴

1З лагранжiанiв вiльних масивних полiв 𝑊± та 𝑍 бозонiв (лагранжiани Прока)
випливають умови Лоренца для цих полiв: 𝜕𝜇𝑊±

𝜇 = 𝜕𝜇𝑍𝜇 = 0.
2Тут можна провести аналогiю з формалiзмом множникiв Лагранжана в мате-

матичному аналiзi для пошуку екстремуму функцiї декiлькох змiнних з додатко-
вою умовою. Див. також лагранжiан Штюкельберга [67,69].
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пов’язаний з безмасовiстю глюонного та електромагнiтного полiв. По-
довження виразу 𝐹𝑖 для масивних полiв пов’язано з тим, що квадрати
вiдповiдних величин

− 1

2𝜉𝑍
𝐹 2
𝑍 = − 1

2𝜉𝑍
𝜕𝜇𝑍𝜇𝜕

𝜈𝑍𝜈 −
𝜉𝑍𝑚

2
𝑍

2
𝜑2𝑍 + 𝑚𝑍𝜕

𝜇𝑍𝜇𝜑𝑍 , (4.221)

− 1

2𝜉𝑊
𝐹−𝐹+ = − 1

2𝜉𝑊
𝜕𝜇𝑊+

𝜇 𝜕
𝜈𝑊−

𝜈 −
𝜉𝑊𝑚

2
𝑊

2
𝜑+𝜑−−

− 𝑖
2
𝑚𝑊𝜕

𝜇𝑊+
𝜇 𝜑

− +
𝑖

2
𝑚𝑊𝜕

𝜇𝑊−
𝜇 𝜑

+ (4.222)

мiстять доданки (видiленi прямокутниками), що в сумi з проблемними
(видiленими прямокутниками) доданками виразу (4.211) утворюють
повнi похiднi i можуть бути виключенi з розгляду! З даного виразу
також випливає, що голдстоунiвськi поля 𝜑𝑧 та 𝜑± штучним чином

набувають маси1 𝑚𝜑± =
√︁

𝜉𝑊
2 𝑚𝑊 та 𝑚𝜑𝑧 =

√
𝜉𝑍𝑚𝑍 . Сам факт того,

що зазначенi маси залежать вiд калiбрувального параметра 𝜉𝑖 вказує
на їх нефiзичнiсть.

Потрiбно вiдмiтити, що пiсля накладання умов, що фiксують калi-
брування полiв 𝑊± та 𝑍 бозонiв, лагранжiан СМ в неунiтарному ка-
лiбруваннi залишається iнварiантним вiдносно перетворень 𝑆𝑈𝐶(3)×
𝑈𝐸𝑀 (1), як i лагранжiан унiтарного калiбрування. Лише пiсля фiкса-
цiї калiбрування всiх iнших векторних полiв (фотонного та глюонного
полiв) лагранжiан СМ стає заданим повнiстю однозначно.

1Звiдси й випливає вимога додатностi параметра 𝜉𝑖.
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4.12 Духовi поля в лагранжiанi СМ

Для розумiння даного роздiлу нам знадобляться базовi знання з
дiаграмної технiки Фейнмана, див., наприклад, [67]. Даний пiдроздiл
буде базуватися на матерiалi пiдручника [68].

Як вiдомо, див., наприклад, [68, 70], безмасовi векторнi поля з чо-
тирьох своїх компонент мають лише двi незалежнi компоненти, або
ступенi вiльностi. Цим ступеням вiльностi вiдповiдає повздожнiсть ве-
ктора спiну векторної частинки до напрямку її руху. Проекцiя спiну
частинки на напрямок руху може бути плюс, або мiнус 1. Нульової
проекцiї спiну на напрямоу руху безмасової векторної частинки не
iснує.

Напрямок вектора спiну визначається поляризацiєю векторного
поля, або поляризацiйним 4-вектором 𝜀. Позначатимемо фiзичнi по-
ляризацiйнi вектори як 𝜀𝑇𝑖𝜇 (𝑖 = 1, 2), що вiдповiдатимуть додатнiй та
вiд’ємнiй проекцiї спiну вiдповiдно (transverse – поперечний). Данi по-
ляризацiйнi вектори є поперечними до 4-iмпульса векторної частинки,
тобто

(𝜀𝑇𝑖 𝑘) = 0, 𝑖 = 1, 2, (4.223)

див., наприклад, [56]. Отже, безмасове векторне поле можна предста-
вити як певну суперпозицiю лише двох поперечних 4-векторiв поля-
ризацiї. При цьому загальний вираз для довiльного 4-вектора можна
задати через лiнiйну комбiнацiю чотирьох взаємно перпендикуляр-
них векторiв: двох поперечних 𝜀𝑇𝑖𝜇 (𝑖 = 1, 2) та двох повздожнiх 𝜀𝐿𝑖𝜇
(𝑖 = 1, 2, що вiдповiдає паралельному та антипаралельному вектору
поляризацiї до вектора 4-iмпульсу, longitudinal – повздовжнiй).

В теорiї абелевого векторного поля, наприклад у квантовiй еле-
ктродинамiцi (КЕД), iснує тотожнiсть Уорда [68], завдяки якiй ам-
плiтуда процесу народження двох векторних безмасових частинок (з
4-iмпульсами 𝑘1 та 𝑘2 вiдповiдно) 𝑀𝑓𝑖 =𝑀𝜇𝜈𝜀*𝜇(𝑘1)𝜀

*
𝜈(𝑘2) має власти-

вiсть
𝑀𝜇𝜈𝑘𝜇1 =𝑀𝜇𝜈𝑘𝜈2 =𝑀𝜇𝜈𝑘𝜇1 𝑘

𝜈
2 = 0. (4.224)

Тобто тензор 𝑀𝜇𝜈 є поперечним до 4-iмпульсiв утворених векторних
частинок. Це означає, що автоматично має виконуватися умова

𝑀𝜇𝜈𝜀𝐿*𝑖𝜇 (𝑘1) =𝑀𝜇𝜈𝜀𝐿*𝑖𝜈 (𝑘2) =𝑀𝜇𝜈𝜀𝐿*𝑖𝜇 (𝑘1)𝜀
𝐿*
𝑖𝜈 (𝑘2) = 0. (4.225)
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Рис. 17: Дiаграми, що дають внесок в амплiтуду анiгiляцiї фермiона
й антифермiона в два калiбрувальних бозони

Отже, якщо ви захочете порахувати, наприклад, перерiз реакцiї анiгi-
ляцiї електрон-позитронної пари в два фотони з нефiзичною повздо-
жньою поляризацiєю, то отримаєте фiзично очiкуваний результат, а
саме нуль.

Давайте розглянемо тепер, з якою поляризацiєю народжуватиму-
ться векторнi частинки у неабелевiй теорiї поля на прикладi процесу
анiгiляцiї фермiон-антифермiонної пари. Даний процес буде описува-
тися трьома дiаграмами, що зображенi на Рис. 17. Звертаємо увагу, що
першi двi дiаграми є аналогiчними до дiаграм КЕД, а третя дiаграма
має мiсце лише в неабелевих теорiях калiбрувальних полiв та мiстить
вершину з трьома лiнiями векторних частинок. Амплiтуда анiгiляцiї
для перших двох дiаграм дорiвнює

𝑖ℳ𝜇𝜈
1,2𝜀

*
𝜇(𝑘1)𝜀

*
𝜈(𝑘2) = (𝑖𝑔)2𝑣(𝑝+)

{︁
𝛾𝜇𝑇 𝑎

𝑖

̸𝑝− ̸𝑘2 −𝑚
𝛾𝜈𝑇 𝑏+

+ 𝛾𝜈𝑇 𝑏
𝑖

̸𝑘2− ̸𝑝+ −𝑚
𝛾𝜇𝑇 𝑎

}︁
𝑢(𝑝)𝜀*𝜇(𝑘1)𝜀

*
𝜈(𝑘2), (4.226)

де 𝑇 𝑖 – генератори вiдповiдної групи, 𝑚 – маса фермiона.
Перевiримо виконання тотожностi Уорда (4.224) та замiнимо один

з векторiв поляризацiї на 4-iмпульс вiдповiдної частинки:

𝑖ℳ𝜇𝜈
1,2𝜀

*
1𝜇𝑘2𝜈 = (𝑖𝑔)2𝑣(𝑝+)

{︁
𝛾𝜇𝑇 𝑎

𝑖

̸𝑝− ̸𝑘2 −𝑚
̸𝑘2𝑇 𝑏+

+ ̸𝑘2𝑇 𝑏
𝑖

̸𝑘2− ̸𝑝+ −𝑚
𝛾𝜇𝑇 𝑎

}︁
𝑢(𝑝)𝜀*1𝜇. (4.227)
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Отриманий вираз можна суттєво спростити, якщо врахувати рiв-
няння Дiрака для фермiонiв:

(̸𝑝−𝑚)𝑢(𝑝) = 0; 𝑣(𝑝+)(−̸𝑝+−𝑚) = 0. (4.228)

Отже до ̸𝑘2 в чисельнику можна додати (̸𝑝−𝑚) або (−̸𝑝+−𝑚),
вiдповiдно. В результатi отримаємо простий вираз для перших двох
дiаграм реакцiї анiгiляцiї:

𝑖ℳ𝜇𝜈
1,2𝜀

*
1𝜇𝑘2𝜈 = (𝑖𝑔)2𝑣(𝑝+)

{︀
−𝑖𝛾𝜇[𝑇 𝑎, 𝑇 𝑏]−

}︀
𝑢(𝑝)𝜀*1𝜇 =

= −𝑔2𝑣(𝑝+)𝛾𝜇𝑓𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐𝑢(𝑝)𝜀*1𝜇. (4.229)

Звертаємо увагу, що у випадку лагранжiану з симетрiєю 𝑈(1), напри-
клад, лагранжiану КЕД, генератори групи дорiвнюватимуть одиницi,
їх комутатор дорiвнюватиме нулю. Отже, при анiгiляцiї фермiонiв у
безмасовi калiбрувальнi поля групи 𝑈(1) ми автоматично доводимо
виконання тотожностi Уорда.

В неабелевому випадку до виразу (4.229) слiд ще додати внесок вiд
третьої дiаграми з Рис. 17. Вираз для неї легко отримати скористав-
шись правилами дiаграмної тенiки Фейнмана для неабелевих теорiй,
див. [68,90]. В результатi отримаємо

𝑖ℳ𝜇𝜈
3 𝜀*1𝜇𝜀

*
2𝜈 = 𝑖𝑔𝑣(𝑝+)𝛾𝜌𝑇

𝑐𝑢(𝑝)
−𝑖
𝑘23
𝜀*𝜇(𝑘1)𝜀

*
𝜈(𝑘2)×

× 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐[𝑔𝜇𝜈(𝑘2 − 𝑘1)𝜌 + 𝑔𝜈𝜌(𝑘3 − 𝑘2)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑘1 − 𝑘3)𝜈 ]. (4.230)

Замiнемо вектор поляризацiї 𝜀*2 на 𝑘2 та проведемо згортку:

𝜀*𝜈(𝑘2)[𝑔
𝜇𝜈(𝑘2 − 𝑘1)𝜌 + 𝑔𝜈𝜌(𝑘3 − 𝑘2)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑘1 − 𝑘3)𝜈 ]→
→ 𝑘𝜇2 (𝑘2 − 𝑘1)𝜌 + 𝑘𝜌2(𝑘3 − 𝑘2)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑘1 − 𝑘3) · 𝑘2 =

= /𝑘2 = −𝑘1 − 𝑘3/ = 𝑔𝜌𝜇𝑘23 − 𝑘𝜌3𝑘𝜇3 − 𝑔𝜌𝜇𝑘21 + 𝑘𝜌1𝑘
𝜇
1 . (4.231)

Оскiльки в процесi анiгiляцiї народжуються реальнi векторнi частин-
ки, то 𝑘21 = 0 i передостаннiй доданок в отриманому виразi можна
вiдкинути. Так само можна вiдкинути доданок ∼ 𝛾𝜌𝑘

𝜌
3𝑘
𝜇
3 . Справдi,

домноживи лiворуч перший вираз (4.228) на 𝑣(𝑝+), а другий – право-
руч на 𝑢(𝑝), та додавши їх, отримаємо

𝑣(𝑝+)( ̸𝑝+ ̸𝑝+)𝑢(𝑝) = 𝑣(𝑝+) ̸𝑘3𝑢(𝑝) = 0.
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Отже, для третьої дiаграми матимемо

𝑖ℳ𝜇𝜈
3 𝜀*1𝜇𝑘2𝜈 = 𝑔2𝑣(𝑝+)𝛾

𝜇𝑢(𝑝)𝜀*1𝜇 · 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐+

+ 𝑔2𝑣(𝑝+)̸
𝑘1
𝑘23
𝑢(𝑝)𝑓𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐(𝜀*1 · 𝑘1). (4.232)

Остаточно, для всiх дiаграм анiгiляцiї фермiон-антифермiонної пари
у другому порядку за теорiєю збурень матимемо

𝑖(ℳ𝜇𝜈
1,2 +ℳ𝜇𝜈

3 )𝜀*1𝜇𝑘2𝜈 = 𝑔2𝑣(𝑝+)̸
𝑘1
𝑘23
𝑢(𝑝)𝑓𝑎𝑏𝑐𝑇 𝑐(𝜀*1 · 𝑘1). (4.233)

Ми отримали результат, що пропорцiйний 𝑓𝑎𝑏𝑐(𝜀*1 · 𝑘1). Тобто для абе-
левих полiв, де 𝑓𝑎𝑏𝑐 = 0, тотожнiсть Уорда виконується. Для неабе-
левих полiв у випадку фiзичних (поперечних) поляризацiй утворених
векторних бозонiв зазначений скалярний добуток дорiвнюватиме ну-
лю i тотожнiсть Уорда виконуватиметься також, але для нефiзичних
(поперечних) поляризацiй зазначений скалярний добуток не дорiвню-
ватиме нулю. Отже, ми бачимо, що iснує ненульовий перерiз реакцiї
анiгiляцiї певної пари частинки та античастинки в два векторних бо-
зони з нефiзичною повздожньою поляризацiєю. Ми отримали нефiзи-
чний результат!

Звичайно можна сказати слова про те, що реакцiї з утворенням
векторних частинок з нефiзичною поляризацiєю не має iснувати i та-
ку реакцiю не потрiбно рахувати взагалi. Але такий пiдхiд не зможе
в повнiй мiрi вирiшити проблему з векторними частинками з нефiзи-
чною поляризацiєю. Ця проблема проявить себе на петльовому рiвнi.
Справа в тому, що при розрахунку петлi з двох вiртуальних векторних
бозонiв буде автоматично враховуватися ненульовий внесок вiд части-
нок з нефiзичними поляризацiями, див. детальнiше [68]. А це значить,
що розрахунок радiацiних поправок до фiзиних процесiв буде давати
неправильний результат.

Наведене протирiччя зникає пiд час розгляду вторинного кван-
тування неабелевих калiбрувальних полiв у формалiзмi Фаддєєва-
Попова [91–93], що вимагає використання математичного апарату кон-
тинуального iнтегрування [94,95] та далеко виходить за межi нашого
курсу. Результатом квантування неабелевих калiбрувальних полiв ме-
тодом Фаддєєва-Попова є введеня в лагранжiан додаткового (допомi-
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Рис. 18: Лiва дiаграма зображає амплiтуду фермiон-антифермiонного
розсiяння з урахуванням петльової поправки. Сiрi кола є сумою трьох
внескiв дiаграм фермiон-антифермiонної анiгiляцiї, що зображенi на
Рис. 17. Хвилястi лiнiї – калiбрувальнi поля. Права дiаграма дає
петльовий внесок духових полiв (пунктирнi лiнiї). При цьому ду-
ховiй петлi вiдповiдає додатковий множик (−1), як i для фермiон-
них петель. Сума лiвої та правої дiаграми описує процес фермiон-
антифермiонного розсiяння, що позбавлений вiд проблеми внеску не-
фiзичних поляризацiй калiбрувальних неабелевих полiв [68].

жного) поля духових частинок (духовi поля), що автоматично знищу-
ють внески нефiзичних поляризацiй калiбрувальних неабелевих полiв
у внутрiшнiх лiнiях дiаграм Фейнмана, див. Рис. 18. Духове поле є ска-
лярним полем, але оператори духових полiв антикомутують. Iншими
словами це скалярнi частинки, фiзичнi характеристики яких пiдко-
рються функцiї розподiлу Фермi-Дiрака, тобто як для фермiонiв. Це
не страшно, оскiльки духовi частинки не є фiзичними частинками,
вони не можуть бути експериментально зареєстрованi, їм не можуть
вiдповiдати зовнiшнi лiнiї дiаграм Фейнмана.

В лiтературi можна зустрiти твердження про те, що духовi поля це
поля з вiд’ємними ступенями вiльностi. Справдi, додавання духових
полiв до лагранжiану калiбрувальної теорiї знищує внески нефiзичних
поляризацiй калiбрувальних неабелевих полiв, або знищує вiдповiднi
ступенi вiльностi калiбрувальних полiв.

Не зупиняючись на деталях, наведемо процедуру запису явного
вигляду духового лагранжiану для неабелевi теорiї. Додатковий вне-
сок у дiю духових полiв в теорiї з неабелевим векторним полем групи
𝑆𝑈(𝑛) має наступний вигляд

𝑆𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 =

∞∫︁
−∞

𝑑𝑥

∞∫︁
−∞

𝑑𝑦 𝑐𝑎(𝑥)𝑀𝑎𝑏
𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑐𝑏(𝑦), (4.234)
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де 𝑐 – скалярне духове поле, 𝑐 – позначення для ермiтово спряженого
поля, 𝑎, 𝑏 – груповi iндекси групи 𝑆𝑈(𝑛).

Припустимо, що ми наклали певну умову 𝑓𝑎(𝐴𝜇) = 0, що фiксує
калiбрування векторного поля. Зробимо тепер нескiнченно мале калi-
брувальне перетворення 𝐴𝜇 → 𝐴

(𝑤)
𝜇 , де 𝑤 – параметр перетворення,

див. (2.30):

𝐴𝜇 → 𝐴(𝑤)
𝜇 = 𝑈(𝑤)𝐴𝜇𝑈

−1(𝑤) + 𝑈(𝑤)𝜕𝜇𝑈
−1(𝑤). (4.235)

Можна показати, що обравши унiтарне перетворення у виглядi 𝑈(𝑤) =
𝑒−𝑖𝑔𝑇

𝑎𝑤𝑎 , отримаємо в першому порядку малостi

𝐴(𝑤),𝑎
𝜇 = 𝐴𝑎𝜇 − 𝜕𝜇𝑤𝑎 − 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇𝑤𝑐 = 𝐴𝑎𝜇 −D𝜇𝑤

𝑎, тобто

𝛿𝐴(𝑤),𝑎
𝜇 = −D𝜇𝑤

𝑎, (4.236)

де D𝜇 – подовжена похiдна, що дiє на функцiю приєднаному пред-
ставленнi (2.58).

Саме функцiональний розклад функцiї 𝑓𝑎(𝐴(𝑤)
𝜇 ) визначить нам

оператор 𝑀𝑎𝑏(𝑥, 𝑦), а саме

𝑓𝑎(𝐴(𝑤)
𝜇 (𝑥)) = 𝑓𝑎(𝐴𝜇(𝑥)) +

∫︁
𝛿𝑓𝑎(𝐴

(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝑤𝑑(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑤=0

𝛿𝑤𝑑(𝑦) 𝑑𝑦 =

= 𝑓𝑎(𝐴𝜇(𝑥)) +

∫︁
𝑑𝑦𝑀𝑎𝑑

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿𝑤𝑑(𝑦), (4.237)

де 𝑀𝑎𝑑(𝑥, 𝑦) – оператор, що визначається через функцiональну похi-
дну

𝑀𝑎𝑑
𝑓 (𝑥, 𝑦) =

𝛿𝑓𝑎(𝐴
(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝑤𝑑(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑤=0

(4.238)

Щоб рухатися далi нам потрiбно задати певну умову, що фiксує
калiбрування. Нехай, для прикладу, це буде умова Лоренца

𝑓𝑎(𝐴𝜇) = 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇 = 0. (4.239)

Тодi

𝑓𝑎(𝐴(𝑤)
𝜇 (𝑥)) = 𝜕𝜇𝐴𝑎𝜇(𝑥)− (𝜕𝜇𝜕𝜇𝑤

𝑎(𝑥) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜕𝜇(𝐴𝑏𝜇(𝑥)𝑤
𝑐(𝑥))). (4.240)
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Очевидно, що перший доданок вiповiдає вiдповiдає першому доданку
розкладу (4.237), а другий доданок дозволить нам визначити оператор
𝑀𝑎𝑑(𝑥, 𝑦).

∫︁
𝑑𝑦𝑀𝑎𝑑

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿𝑤𝑑(𝑦) = −(𝜕𝜇𝜕𝜇𝑤𝑎(𝑥) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜕𝜇(𝐴𝑏𝜇(𝑥)𝑤
𝑐(𝑥))) =

= −
∫︁
𝑑𝑦 𝛿(𝑥− 𝑦){𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝑤𝑎(𝑥) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜕𝑥,𝜇(𝐴𝑏𝜇(𝑥)𝑤

𝑐(𝑥))} =

= /𝛿(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑥) = 𝛿(𝑥− 𝑦)𝑔(𝑦)/ =

= −
∫︁
𝑑𝑦 𝛿(𝑥− 𝑦){𝜕𝑦,𝜇𝜕𝑦,𝜇𝑤𝑎(𝑦) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝜕𝑦,𝜇(𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑤

𝑐(𝑦))}. (4.241)

Iнтегруванням за частинами можна отримати такi спiввiдношення∫︁
𝑑𝑦 𝛿(𝑥− 𝑦)𝜕𝑦,𝜇𝜕𝑦,𝜇𝑤𝑎(𝑦) =

∫︁
𝑑𝑦 𝜕𝑦,𝜇𝑤𝑎(𝑦)𝜕𝑦,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦), (4.242)∫︁

𝑑𝑦 𝛿(𝑥−𝑦)𝜕𝑦,𝜇(𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑤𝑐(𝑦))=−
∫︁
𝑑𝑦 𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑤

𝑐(𝑦)𝜕𝑦,𝜇𝛿(𝑥−𝑦). (4.243)

Тодi вираз (4.241) можна записати як

∫︁
𝑑𝑦𝑀𝑎𝑑

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝛿𝑤𝑑(𝑦) =

= −
∫︁
𝑑𝑦 {𝑤𝑎(𝑦)𝜕𝑦,𝜇𝜕𝑦,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦)− 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑤𝑐(𝑦)𝜕𝑦,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦)} =

= /𝜕𝑥𝛿(𝑥− 𝑦) = −𝜕𝑦𝛿(𝑥− 𝑦)/ =

= −
∫︁
𝑑𝑦 {𝑤𝑎(𝑦)𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑤

𝑐(𝑦)𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦)} =

= −
∫︁
𝑑𝑦 {𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝛿

𝑐𝑑𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦)}𝑤𝑑(𝑦).
(4.244)

Звiдки легко отримати явний вираз для 𝑀𝑎𝑑
𝑓 (𝑥, 𝑦), вважаючи 𝛿𝑤 = 𝑤

для малих значень параметра 𝑤:

𝑀𝑎𝑑
𝑓 (𝑥, 𝑦) = −{𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝜕

𝑥,𝜇𝛿(𝑥− 𝑦)}. (4.245)
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Корисно буде показати альтернативний спосiб знаходження явного
вигляду 𝑀𝑎𝑑

𝑓 (𝑥, 𝑦).

𝑀𝑎𝑑
𝑓 (𝑥, 𝑦) =

𝛿𝑓𝑎(𝐴
(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝑤𝑑(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑤=0

=

∫︁
𝑑𝑧

𝛿𝑓𝑎(𝐴
(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝐴
𝑐(𝑤)
𝜈 (𝑧)

· 𝛿𝐴
𝑐(𝑤)
𝜈 (𝑧)

𝛿𝑤𝑑(𝑦)

⃒⃒⃒⃒
⃒
𝑤=0

=

= |𝛿𝐽(𝑧)/𝛿𝐽(𝑦) = 𝛿(𝑧−𝑦), (4.236)| = −
∫︁
𝑑𝑧
𝛿𝑓𝑎(𝐴

(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝐴
𝑐(𝑤)
𝜈 (𝑧)

𝐷𝑧,𝑐𝑑
𝜈 𝛿(𝑧−𝑦),

(4.246)

де
𝐷𝑧,𝑐𝑑
𝜈 = 𝛿𝑐𝑑𝜕𝑧𝜈 + 𝑔𝑓 𝑐𝑏𝑑𝐴𝑏𝜈(𝑧) (4.247)

та ми врахували, що похiдна 𝜕𝑧𝜇 дiє на змiнну 𝑧 та не впливає на
варiацiйну похiдну, що визначається як змiна форма функцiї при фi-
ксованому значеннi аргументу, тобто 𝜕𝑧𝜇𝛿𝑤𝑐(𝑧)/𝛿𝑤𝑑(𝑦) = 𝛿𝑐𝑑𝜕𝑧𝜇𝛿(𝑧−𝑦).

Використавши явний вигляд для функцiї 𝑓 (4.239), отримаємо

𝛿𝑓𝑎(𝐴
(𝑤)
𝜇 (𝑥))

𝛿𝐴
𝑐(𝑤)
𝜈 (𝑧)

=
𝜕𝜇𝑥 𝛿𝐴

𝑎(𝑤)
𝜇 (𝑥)

𝛿𝐴
𝑐(𝑤)
𝜈 (𝑧)

= 𝛿𝜇𝜈 𝛿
𝑎𝑐𝜕𝜇𝑥 𝛿(𝑥− 𝑧). (4.248)

Пiдставивши (4.248) в (4.246), отримуємо

𝑀𝑎𝑑
𝑓 (𝑥, 𝑦) = −

∫︁
𝑑𝑧 𝛿𝜇𝜈 𝛿

𝑎𝑐𝜕𝜇𝑥 𝛿(𝑥− 𝑧)(𝛿𝑐𝑑𝜕𝑧𝜈 + 𝑔𝑓 𝑐𝑏𝑑𝐴𝑏𝜈(𝑧))𝛿(𝑧 − 𝑦) =

= −
∫︁
𝑑𝑧 𝜕𝜇𝑥 𝛿(𝑥− 𝑧)(𝛿𝑎𝑑𝜕𝑧𝜇 + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝐴𝑏𝜇(𝑧))𝛿(𝑧 − 𝑦). (4.249)

Врахувавши, що 𝜕𝑧𝛿(𝑧 − 𝑥) = −𝜕𝑥𝛿(𝑧 − 𝑥), отримаємо∫︁
𝑑𝑧 𝜕𝜇𝑥 𝛿(𝑥− 𝑧)𝜕𝑧𝜇𝛿(𝑧 − 𝑦) = −𝜕𝜇𝑥𝜕𝑦𝜇

∫︁
𝑑𝑧 𝛿(𝑥− 𝑧)𝛿(𝑧 − 𝑦) =

= −𝜕𝜇𝑥𝜕𝑦𝜇𝛿(𝑥− 𝑦) = 𝜕𝜇𝑥𝜕
𝑥
𝜇𝛿(𝑥− 𝑦), (4.250)∫︁

𝑑𝑧 𝜕𝜇𝑥 𝛿(𝑥− 𝑧)𝐴𝑏𝜇(𝑧)𝛿(𝑧 − 𝑦) = 𝜕𝜇𝑥

∫︁
𝑑𝑧 𝛿(𝑥− 𝑧)𝛿(𝑧 − 𝑦)𝐴𝑏𝜇(𝑧) =

= 𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝜕
𝜇
𝑥 𝛿(𝑥− 𝑦). (4.251)

Пiдставивши (4.250), (4.251) у (4.249), вiдновимо вираз (4.245).
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Знайдемо тепер вираз для дiї духового поля (4.234)

𝑆𝑔ℎ𝑜𝑢𝑠𝑡=−
∞∫︁

−∞

𝑑𝑥

∞∫︁
−∞

𝑑𝑦 𝑐𝑎(𝑥){𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥−𝑦)+𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝜕𝑥,𝜇𝛿(𝑥−𝑦)}𝑐𝑑(𝑦)

= −
∞∫︁

−∞

𝑑𝑥 𝑐𝑎(𝑥)

⎧⎨⎩𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇
∞∫︁

−∞

𝑑𝑦 𝛿(𝑥− 𝑦)𝑐𝑑(𝑦)+

+𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝜕𝑥,𝜇
∞∫︁

−∞

𝑑𝑦 𝐴𝑏𝜇(𝑦)𝑐
𝑑(𝑦)𝛿(𝑥− 𝑦)

⎫⎬⎭ =

= −
∞∫︁

−∞

𝑑𝑥 𝑐𝑎(𝑥)
{︀
𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇𝜕𝑥,𝜇𝑐

𝑑(𝑥) + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝜕𝑥,𝜇[𝐴𝑏𝜇(𝑥)𝑐
𝑑(𝑥)]

}︀
. (4.252)

Проведемо тепер iнтегрування за частинами (перекинемо похiднi) та
остаточно отримаємо

𝑆𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡=

∞∫︁
−∞

𝑑𝑥 𝜕𝑥,𝜇𝑐𝑎(𝑥)[𝛿𝑎𝑑𝜕𝑥,𝜇 + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑑𝐴𝑏𝜇(𝑥)]𝑐
𝑑(𝑥). (4.253)

Вiдповiдно духовий лагранжiан для калiбрувального поля лагранжi-
ану з симетрiєю 𝑆𝑈(𝑛), у випадку калiбрування Лоренца (4.239), має
вигляд

ℒ𝑔ℎ𝑜𝑠𝑡 = 𝜕𝑥,𝜇𝑐𝑎(𝑥)[𝛿𝑎𝑐𝜕𝑥,𝜇 + 𝑔𝑓𝑎𝑏𝑐𝐴𝑐𝜇(𝑥)]𝑐
𝑑(𝑥) = 𝜕𝑥,𝜇𝑐𝑎(𝑥) (D𝜇𝑐(𝑥))

𝑎
.

(4.254)
У випадку калiбрування Лоренца для абелевої теорiї, множники

𝑓𝑎𝑏𝑐 = 0, що означає вiдсутнiсть взаємодiї духових полiв з калiбру-
вальними полями. В цьому випадку вводити духовi поля немає сенсу.
Однак, вкажемо на важливий нюанс. В окремо взятiй теорiї КЕД ду-
хи фотонiв не взаємодiють з iншими полями i їх справдi враховувати
не потрiбно. Однак, в СМ фотонний дух може взаємодiяти з iншими
полями через неабелеву структуру початкової групи 𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1).

Пiдсумуємо отриманi результати. У калiбрувальнiй теорiї абелевої
групи 𝑈(1), вибiр калiбрування повнiстю усуває внесок нефiзичних
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поздовжнiх i часових поляризацiй калiбрувального поля. У неабеле-
вих калiбрувальних теорiях така компенсацiя вже не є повною через
наявнiсть самодiї калiбрувальних полiв. У результатi нефiзичнi по-
ляризацiї можуть давати внесок у петльовi дiаграми, що порушує
унiтарнiсть теорiї. Для компенсацiї цих нефiзичних внескiв вводя-
ться додатковi антикомутуючi скалярнi поля, якi називаються духами
Фаддєєва–Попова. Зазначенi поля входять лише у внутрiшнi лiнiї дi-
аграм i не є реальними частинками.

Правила дiаграмної технiки Фейнмана для роботи з духовими по-
лями наведенi, наприклад, в [90]. Проаналiзувавши цi правила, можна
побачити, що духовi поля не взаємодiють з фермiонами, а можуть вза-
ємодiяти лише з векторними полями, голдстоунiвськими бозонами та
бозоном Хiггса. Духовi поля треба враховувати у петльових дiагра-
мах з тричастинковими взаємодiями калiбрувальних полiв мiж собою
та з тричастинковими взаємодiями за участi калiбрувальних полiв з
голдстоунiвськими бозонами або з бозоном Хiггса, коли обидва кiнця
лiнiї духових полiв не взаємодiють з фермiонами. Прикладом такої
взаємодiї є друга петльова дiаграма на Рис.18.

Отриманий лагранжiан духових полiв (4.254) безпосередньо за-
стосовується для опису духiв Фаддєєва–Попова в квантовiй хромо-
динамiцi. Нагадаємо, що навiть пiсля спонтанного порушення еле-
ктрослабкої симетрiї та переходу до унiтарного калiбрування лагран-
жiан СМ залишається iнварiантним вiдносно калiбрувальної групи
𝑆𝑈𝐶(3)×𝑈EM(1). Тому, навiть при унiтарному калiбруваннi в електро-
слабкому секторi, якщо для глюонних полiв використовується стан-
дартне 𝑅𝜉-калiбрування (4.215), (4.216), то при обчисленнi петльових
дiаграм, що мiстять внутрiшнi глюоннi лiнiї, необхiдно враховувати
також внесок духiв Фаддєєва–Попова.

В унiтарному калiбруваннi електрослабкого сектора СМ духи Фад-
дєєва–Попова повнiстю вiдокремлюються вiд фiзичних полiв. Тому
при побудовi дiаграм Фейнмана як на деревному, так i на петльовому
рiвнях слiд враховувати лише фiзичнi поля фотонiв, 𝑊 та 𝑍 бозонiв.
В загальному випадку 𝑅𝜉 калiбрування електрослабкого сектора СМ
(4.215), (4.217) – (4.220), духовi поля, що вiдповiдають фотонам, 𝑊 та
𝑍 бозонам, взаємодiють з iншими полями СМ, див. [90]. I хоча на рiв-
нi деревинних дiаграм вони не себе не проявляють, їх внесок повинен
враховуватися у петльових дiаграмах.

Корисно зазначити, що iснує калiбрування, у якому духи Фаддєєва–
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Попова не взаємодiють з полями СМ. Це так зване аксiальне калiбру-
вання. У цьому випадку духовi поля повнiстю вiдокремлюються вiд
фiзичного сектора теорiї, не дають внеску у фiзичнi амплiтуди i тому
можуть не враховуватися при побудовi дiаграм Фейнмана.

В аксiальному калiбруваннi калiбрувальна умова має вигляд

𝑛𝜇𝐴
𝜇 = 0, (4.255)

де 𝑛𝜇 — фiксований сталий ненульовий чотиривектор 𝑛𝜇 ̸= 0. Зале-
жно вiд вибору вектора 𝑛𝜇 отримують рiзнi рiзновиди аксiального
калiбрування.

Якщо 𝑛𝜇 є просторовоподiбним, наприклад 𝑛𝜇 = (0, 0, 0, 1), то ка-
лiбрувальна умова набуває вигляду 𝐴3 = 0. Таке калiбрування нази-
вають просторовим аксiальним калiбруванням. Якщо 𝑛𝜇 є часовопо-
дiбним, 𝑛𝜇 = (1, 0, 0, 0), то отримуємо умову 𝐴0 = 0, яка вiдповiдає
темпоральному калiбруванню. Нарештi, якщо 𝑛𝜇 є свiтлоподiбним,
𝑛2 = 0, наприклад, 𝑛𝜇 = (1, 0, 0, 1), то калiбрувальна умова має ви-
гляд 𝑛𝜇𝐴

𝜇 = 0. Таке калiбрування називають свiтлоконусним i воно
широко використовується в КХД [93,96].
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РОЗДIЛ 5

Проблеми Стандартної Моделi

Вступ

Поставимо важливе питання: чи є СМ тiєю моделлю, що повнiстю
описує фiзику елементарних частинок?

Ми чiтко знаємо, що iснування всiх частинок, що входять до ла-
гранжiана СМ, експериментально пiдтверджено. Також вiдомо, що
СМ коректно та iз вражаючою точнiстю описує багаточисельнi експе-
рименти у фiзицi елементарних частинок, що реалiзуються на приско-
рювачах iз енергiями частинок до сотень ГеВ, а в окремих випадках,
i до десяткiв ТеВ. Виходячи з цього, можна було б сказати, що СМ
є правильною фiзичною моделлю в зазначеному дiапазонi енергiй, а
вiдповiдь на питання чи є СМ правильною моделлю при бiльших енер-
гiях частинок, треба дослiджувати на прискорювачах нового поколi-
ння. Однак уже зараз є ряд проблем, якi СМ однозначно вирiшити
не може, i якi однозначно свiдчать про те, що СМ не є повною фi-
зичною моделлю та потребує модифiкацiї. Зупинимось детальнiше на
цих проблемах.
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5.1 Масивнi нейтрино

Iсторично, окрiм ароматних назв електронних, мюонних та 𝜏 -ней-
трино, вживаються i iншi позначення. Видiляють сонячнi, атмосфернi
та реакторнi нейтрино.

Сонячнi нейтрино – електроннi нейтрино з енергiєю до 10 МеВ,
що утворюються в Сонцi в результатi термоядерних реакцiй. Експери-
менти, що почалися ще в 60-х роках ХХ столiття показали, що потiк
сонячних нейтрино, що спостерiгається на Землi, приблизно втричi
менший за потiк, що теоретично передбачається в стандартнiй соня-
чнiй моделi. Цей факт отримав пояснення лише пiсля вiдкриття ней-
тринних осциляцiй, див. далi.

Атмосфернi нейтрино – сумiш мюооних та електронних нейтри-
но, що утворюються в атмосферi Землi пiд дiєю високоенергетичних
частинок з космосу. Оскiльки космiчнi частинки мають величезний дi-
апазон енергiй i обмеженi лише порогом Грайзена-Зацепiна-Кузьмiна
(6 ·1019 еВ), то енергiї атмосферних нейтрино знаходяться у дуже ши-
рокому дiапазонi (вiд декiлькох сот МеВ до декiлькох ТеВ). Вiдстань
яку вони проходять пiсля народження в атмосферi до детектора ста-
новить вiд 10 км (нейтрино утворюються над детектором) до 10000 км
(нейтрино утворюються в атмосферi на протилежнiй сторонi Землi).
При спостереженнi атмосферних нейтрино, з енергiєю менше за 1 ГеВ,
виявилось, що зенiтно-кутовий розподiл потоку електронних нейтри-
но виявився незалежним вiд азимутального кута, а от потiк мюонних
нейтрино з-пiд Землi виявився меншим за потiк мюооних нейтрино
зверху, див. Рис. 19. Даний факт був вперше помiчений у 1998 роцi i
явно вказував на наявнiсть нейтринних осциляцiй

Реакторнi нейтрино – електронi антинейтрино з енергiєю в декiль-
ка МеВ, що утворюються в ядерних реакторах. Важливi тим, що до-
зволяють провести вимiр потоку електронних антинейтрино на до-
вiльних вiдстанях вiд джерела.

На межi ХХ та ХХI столiття сукупнiсть даних спостережень со-
нячних, атмосферних та реакторних нейтрино однозначно показали,
що нейтрино самовiльно переходять iз одного ароматного стану в iн-
ший. Це явище вiдоме як нейтриннi осциляцiї. Суть проблеми полягає
в тому, що осциляцiї можуть вiдбуватися лише мiж частинками, що
мають рiзнi маси, а отже, наявнiсть осциляцiй цiлком однозначно вка-
зує на те, що нейтрино є масивними частинками [78]. Зi спостережень
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a) б) в)

Рис. 19: а) шлях, який проходять нейтрино, що утворюються в рi-
зних точках атмосфери Землi (Earth) до попадання на детектор Super-
Kamiokande (SK) [97, 98]; б ), в) данi SK: по вертикальнiй осi вiдкла-
дено кiлькiсть зареєстрованих нейтрино та антинейтрино з енергiєю
меншою за 1 ГеВ в залежностi вiд азимутального кута; по горизон-
тальнiй осi косинус азимутального кута, що змiнюється вiд −1 (для
нейтрино, що йдуть знизу) до +1 (для нейтрино, що йдуть згори).
Рис. б ) — електроннi нейтрино, Рис. в) — мюоннi нейтрино.

осциляцiй нейтрино можна встановити значення рiзницi квадратiв мас
нейтрино1 [97]:

∆𝑚2
𝑎𝑡𝑚 = |∆𝑚23|2 = (2.5± 0.2) · 10−3еВ2;

∆𝑚2
𝑠𝑜𝑙 = |∆𝑚12|2 = (8.0± 0.3) · 10−5еВ2. (5.1)

Як видно, маси нейтрино характеризуються лише двома величи-
нами ∆𝑚2

12 та ∆𝑚2
23 (∆𝑚2

𝑖𝑗 = 𝑚 2
𝑖 − 𝑚 2

𝑗 ). Це пов’язано з тим, що
значення ∆𝑚2

13 можна знайти з умови:

∆𝑚2
12 +∆𝑚2

23 +∆𝑚2
31 = 0, (5.2)

звiдки маємо |∆𝑚2
31| = |∆𝑚2

23| ± |∆𝑚12|2.
1Перше пiдтвердження iснування (атмосферних) нейтринних осциляцiй було

зроблено колаборацiєю Super-Kamiokande у 1998 роцi [98,99]. Про важливiсть да-
ного вiдкриття свiдчить той факт, що президент США Бiлл Клiнтон у 1998 роцi
зробив окрему промову стосовно наявностi маси у нейтрино [100]. У 2001 роцi ко-
лаборацiєю SNO спостерiгались осциляцiї сонячних нейтрино. У 2015 роцi Такаакi
Кадзiта (Super-Kamiokande) та Артур Макдональд (SNO) отримали Нобелевську
премiю з фiзики за експериментальне пiдтвердження iснування явища нейтринних
осциляцiй.
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Слiд вказати, що з даних на рiзницю квадратiв мас ∆𝑚2
12 = 𝑚2

1 −
𝑚2

2 та ∆𝑚2
23 = 𝑚2

2 −𝑚2
3 не випливає однозначне визначення безпосе-

редньо мас нейтрино. Справдi, якщо до кожного квадрату маси ней-
трино додати одну й ту саму константу, значення ∆𝑚2

12,∆𝑚
2
23 не змi-

няться. Тобто, значення ∆𝑚2
12,∆𝑚

2
23 не дозволяють знайти абсолютнi

значення мас нейтрино. Припускаючи, що одне з нейтрино набагато
легше за iншi, можна визначити маси iнших нейтрино. При цьому
iснує два формально рiвнозначних випадки, що отримали назву нор-
мальної та оберненої iєрархiї нейтрино.

В нормальнiй iєрархiї вважається, що маси нейтрино зростають у
напрямку зростання їх номера. Найлегше нейтрино 𝑚1, найважче –
𝑚3, тобто 𝑚1 < 𝑚2 < 𝑚3. Припускаючи, що 𝑚1 = 0, отримаємо

𝑚1 = 0; 𝑚2 =
√︁
|∆𝑚2

𝑠𝑜𝑙| ≈ 0.009 еВ; 𝑚3 =
√︁
|∆𝑚2

𝑎𝑡𝑚| ≈ 0.05 еВ.
(5.3)

В оберненiй iєрархiї вважається, що маси нейтрино зростають у
напрямку спадання їх номера. Найважче нейтрино 𝑚1, найлегше —
𝑚3, тобто 𝑚1 > 𝑚2 > 𝑚3. Припускаючи, що 𝑚3 = 0, отримаємо
𝑚2 =

√︀
|∆𝑚2

23| ≈ 0.05 𝑒𝑉 . З того, що |∆𝑚2
12| ≪ |∆𝑚2

23|, випливає
приблизна рiвнiсть мас найважчих нейтрино 𝑚1 ≃ 𝑚2:

𝑚1 =
√︁
|∆𝑚2

23|+ |∆𝑚2
12| ≈ 𝑚2 ≈ 0.05 еВ; 𝑚3 = 0. (5.4)

Зазначимо, що сучасне обмеження на сумарну масу трьох нейтри-
но з космологiчних спостережень становить

∑︀
𝑚𝜈 < 0.17 еВ [101,102].

Отже, значення маси кожного з окремих масових станiв нейтрино є
меншим за 0.17 еВ!

Суть питання полягає в тому, що до СМ нейтрино входять як ча-
стинки лише з лiвою кiральнiстю, а отже, масовий доданок лагранжi-
ана нейтринного поля не може бути записаний у тому виглядi, у якому
вiн записується для всiх iнших частинок СМ (дiраковський формалiзм
опису масивних частинок):

ℒ𝑚 = −𝑚𝜓𝜓 = −𝑚(𝜓𝐿𝜓𝑅 + 𝜓𝑅𝜓𝐿).

Iснує три шляхи вирiшення цiєї проблеми шляхом модифiкацiї СМ:
1. Визнати, що iснують нейтрино СМ з правою кiральнiстю 𝜈𝑅, якi

не взаємодiють з iншими частинками СМ i, вiдповiдно, не спостерi-
гаються в експериментах. Такi нейтрино отримали в лiтературi назву
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стерильних нейтрино. Очевидно, немає жодних пiдстав обмежувати
їхню кiлькiсть трьома.

2. Визнати, що правих нейтрино у природi не iснує, а масовий до-
данок лагранжiана задається за допомогою майоранiвського формалi-
зму. Його основна iдея полягає в тому, що зарядовоспряжена функцiя
лiвих нейтрино (𝜈𝑐𝐿) описує частинку з правою кiральiстю. А повна
функцiя нейтрино є iстинно нейтральною функцiєю 𝜒 = 𝜈𝐿+𝜈

𝑐
𝐿 = 𝜒𝑐.

У цьому випадку введення нових частинок iз правою кiральнiстю
не є необхiдним. Масовий лагранжiан має вигляд: ℒ𝑚 = −𝑚𝜒̄𝜒 =
−𝑚(𝜈𝐿𝜈

𝑐
𝐿 + 𝜈𝑐𝐿𝜈𝐿).

3. Третiй варiант (дiрак-майоранiвський формалiзм) є комбiнацiєю
перших двох i становить найбiльш загальний випадок визначення ма-
си частинок. До масового лагранжiана входять функцiї як лiвих, так
i правих частинок, а також їхнi зарядовоспряженi функцiї: 𝜈𝐿, 𝜈𝑅, 𝜈𝑐𝐿,
𝜈𝑐𝑅.

На даний момент експериментальнi данi не можуть дати вiдповiдь
на питання, чи є нейтрино дiраковськими або майоранiвськими ча-
стинками, та чи має для них мiсце нормальна або обернена iєрархiя,
див. детальнiше [78,97] та Роздiл 7.3.
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5.2 Проблема темної матерiї та темної енергiї

Рис. 20: Склад Всесвiту згiдно результатiв дослiджень анiзотропiї
релiктового випромiнення космiчним телескопом ”Планк”, джерело
https://www2.physics.ox.ac.uk/research/dark-matter-dark-energy.

Сучасне значення просторової густини енергiї у Всесвiтi становить
𝜌 ≃ 9.47 · 10−27кг/м3. Щоб зрозумiти малiсть значення цiєї величини
зазначимо, що вона ефективно вiдповiдає знаходженню трохи бiльше
нiж 5 протонiв (𝑚𝑝 = 1.67 · 10−27 кг) на кубiчний метр простору.
Склад просторової густини енергiї Всесвiту вважається наступним,
див. Рис. 20: близько 5% становить внесок вiдомої речовини – барiонiв
(протонiв, нейтронiв тощо), лептонiв та фотонiв, а решта 95%, як не
дивно для фiзично правильної теорiї, становить те, чому зараз немає
пояснення [75].

Темна матерiя
Серед невiдомої субстанцiї, що заповнює Всесвiт, близько 26.8%

становить так звана темна матерiя, тобто щось, що має здатнiсть
кластерiзуватися та скупчуватися поблизу масивних об’єктiв [103–
105]. Доказом iснування темної матерiї є данi про гравiтацiйнi потенцi-
али (розподiл мас) у галактиках (скупченнях галактик), що отримую-
ться iз дослiджень гравiтацiйного лiнзування, з аналiзу руху зiрок на
периферiї галактик, або з аналiзу зiткнень галактичних кластерiв. Ре-
зультати спостережень показують, що справжня маса галактик (ску-
пчень галактик) є набагато бiльшою за масу видимої матерiї у них,
див. Рис. 21. Найвiрогiднiше, темну матерiю становлять деякi масивнi
стабiльнi частинки, котрi не взаємодiють iз вiдомими частинками СМ
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i виявляють себе лише завдяки гравiтацiйнiй взаємодiї. На даний час
точно вiдомо, що цi частинки не є частинками СМ. Спостереження
проявiв темної матерiї явно вказує на необхiднiсть модифiкацiї СМ.

Рис.20: Малюнок злiва – крива обертання галактики М33 (залежнiсть
орбiтальної швидкостi зiрок та газу в галактицi вiд вiдстанi до центру гала-
ктики) [106], джерело – https://en.wikipedia.org/wiki/Galaxy_rotation_curve.
Нижня крива – теоретичне передбачення швидкостi зiрок з вiдомого роз-
подiлу речовини у галактицi. Верхня крива – данi спостережень. Поведiнка
верхньої кривої вказує на наявнiсть додаткової маси у галактицi, яка вихо-
дить за межi видимої частини галактики. Малюнок праворуч – скупчення
1E0657-558 (праворуч менший кластер Куля (Bullet Cluster), що налiтає
на бiльший кластер), яке складається з двох скупчень галактик, що сти-
каються [107]. При зiткненнi скупчень галактик безпосереднього зiткнення
зiрок не вiдбувається, однак вiдбувається електромагнiтна взаємодiя газу у
мiжгалактичному просторi, який становить бiльшу частину барiонної речо-
вини у скупченнях. В результатi спостерiгається рентгенiвська свiтимiсть
– яскрава область на малюнку. Кольори вказують на рентгенiвську темпе-
ратуру плазми: синiй — найхолоднiший, а бiлий — найгарячiший Область
ззовнi — реконструйований розподiл мас у скупченнях, виходячи з даних
гравiтацiйного лiнзування. Безпосередньо видно, що барiонна частина ску-
пчень складає лише малу частину загальної маси скупчень.

Результати зiткнення кластеру Куля представленi на Рис.21. Ва-
жливо також вказати на результати дослiдження зiткнення у галакти-
чному скупченнi MACS J0018.5+1626. Це зiткнення вiдрiзняється вiд
зiткнення в скупченнi Куля тим, що одна складова скупчення MACS
J0018.5+1626 рухається майже прямо до Землi, а iнша вiддаляється.
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При зiткненнi галактичних скупчень окремi галактики не провзає-
модiяли, але мiжгалактичнi газовi хмари провзаємодiяли мiж собою
за рахунок електромагнiтних сил та уповiльнилися. Темна ж матерiя
продовжила рухатися далi. Вiдбулося роздiлення барiонної та темної
матерiї1 [108].

Серед можливих кандидатiв на роль темної матерiї є стериль-
нi правi нейтрино з масами в кiлька кеВ [109–111] (див. детальнi-
ше Роздiл 7.3), аксiоноподiбнi (псевдоскалярнi) частинки з масами
𝜇еВ [112] (див. детальнiше Роздiл 7.7), слабко взаємодiючiмасивнi ча-
стинки (WIMPs – Weakly Interacting Massive Particles) з масою ∼ 100
ГеВ [113]:

• це гiпотетичнi елементарнi частинки, якi взаємодiють гравiта-
цiйно та через силу (сили), що є такою як слабка взаємодiя або
слабкiшою. Якщо WIMP утворюються термiчно в ранньому Все-
свiтi як i частинки Стандартної Моделi, то для отримання пра-
вильної кiлькостi темної матерiї перерiз анiгiляцiї WIMP має
дорiвнювати 𝜎𝑣 ∼ 3 ·10−26 см3/сек, що приблизно вiдповiдає пе-
рерiзу анагiляцiї частинок з масою порядку 100 ГеВ, що мають
слабку взаємодiю мiж собою.

Однак кандидатами на роль темної матерiї можуть бути також, на-
приклад, первиннi чорнi дiри [114,115]

• гiпотетичний тип чорної дiри, що утворилася не за рахунок гра-
вiтацiйного колапсу великої зорi, а в надщiльнiй матерiї в мо-
мент початкового розширення Всесвiту. Вважається, що первин-
нi чорнi дiри з масами вiд 1014 кг до 1023 кг можуть становити
темну матерiю (такi значення мас вiдповiдають масам астерої-
дiв). Такi чорнi дiри будуть стабiльними. Чим бiльшою є їх маса,
тим бiльше часу вони можуть iснувати. Наприклад, чорна дiра
з масою 1011 кг матиме час життя порядку часу життя Всесвiту.

та Бозе-Ейнштейнiвський конденсат ультралегких безспiнових части-
нок з масою порядку 10−23 − 10−21 еВ [116,117].

1Див. художню вiзуалiзацiю https://youtu.be/t7FBmBj7p0U
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Темна енергiя
Ще зовсiм недавно, а саме на початку ХХ столiття, вважалося,

що Всесвiт складається лише з нашої галактики. Лише у 1912 роцi
дослiдження туманностей призвело до обговорення питання про те,
що газовi туманностi насправдi є окремими галактиками. Як факт це
було встановлено лише у 1926 роцi. А вже у 1927 роцi Жорж Леметр,
а у 1929 роцi Едвiн Габбл встановили, що Всесвiт розширюється, а
швидкiсть взаємного вiддалення (розбiгання) галактик пропорцiйна
вiдстанi мiж ними. Це твердження вiдоме як закон Габбла — Леметра
i формулюється як

𝑣 = 𝐻0𝑑, (5.5)

де 𝐻0 ≈ 70 (км/год)/Мпк, див., наприклад, [118].
Згiдно з рiвняннями Ейнштейна, див., наприклад, [75]

𝑅𝜇𝜇 −
1

2
𝑅𝑔𝜇𝜈 + Λ𝑔𝜇𝜈 = 8𝜋𝐺𝑇𝜇𝜈 , (5.6)

кривина простору-часу визначається тензором енергiї-iмпульсу мате-
рiї 𝑇𝜇𝜈 та доданком Λ𝑔𝜇𝜈 , що визначає рiвномiрно розподiлену по Все-
свiту темну енергiю. Цiкаво зазначити, що на початку ХХ столiття
тривали дискусiї, чи потрiбно взагалi включати цей доданок в рiвня-
ння Ейнштейна, див. чудовий iсторичний огляд [119].

Використавши одне з рiвнянь Фрiдмана для масштабного фактора,
що визначає еволюцiю Всесвiту,

𝑎̈

𝑎
= −4𝜋𝐺

3
(𝜌+ 3𝑝) +

Λ

3
(5.7)

(𝑝 та 𝜌 тиск та густина матерiї у Всесвiтi) можна побачити, що у
випадку вiдсутностi Λ-члена 𝑎̈ < 0 i розширення Всесвiту повинно
сповiльнюватися, а у випадку наявностi достатньо великого Λ-члена
Всесвiт може розширюватися з прискоренням.

Щоб встановити чи Всевiт розширюється з прискоренням, або з
гальмуванням, двi групи (The Supernova Cosmology Project, The High-
z Supernova Search Team) детально дослiдили стандартнi суперновi
типу Ia, що максимально вiддаленi вiд нас (до вiдстаней у 8 мiльярдiв
свiтлових рокiв). В кiнцi 1990-х було встановлено, що Всесвiт розши-
рюється з прискоренням [120, 121]. Отже Всесвiт наповнений темною
енергiєю i Λ-член повинен iснувати в рiвняннi Ейнштейна.
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На даний час вважається, що близько 68.3% субстанцiї, що запов-
нює Всесвiт, становить так звана темна енергiя. Її густина становить
𝜌𝐷𝐸 ≃ 6.47 · 10−27кг/м3 (ефективно вiдповiдає 4 протонам на кубi-
чний метр). Темна енергiя рiвномiрно розподiлена по всьому Всесвiту
i дає домiнуючий внесок у його густину [122–124]. Iншими словами,
кожен однаковий елемент об’єму Всесвiту має певну сталу енергiю.
Якщо розглянути певну фiксовану дiлянку простору, а потiм збiль-
шити її об’єм, то енергiя всерединi дiлянки збiльшиться. Отже, при
розсуваннi границь дiлянки, вона виконає вiд’ємну роботу. З термо-
динамiки вiдомо, що роботу можна представити як 𝑝𝑑𝑉 , отже, тиск
темної енергiї є вiд’ємним.

Гарним кандидатом на роль темної енергiї є енергiя вакууму. Зви-
чайно, вакуумна енергiя повинна взаємодiяти гравiтацiйно, але якщо
гравiтацiйнi поля не є дуже сильними, то густина вакуумної енергiї
буде однорiдною та сталою у часi. Головним є те, що вакуумна енергiя
(на вiдмiну вiд темної матерiї) не буде скупчуватися навколо масив-
них об’єктiв, що узгоджується з даними спостережень. З розмiрних
мiркувань значення густини вакуумної енергiї має бути ∼ 𝑀4, де 𝑀
– характерний енергетичний масштаб (маса переносника) певної вза-
ємодiї [75]. Для сильної взаємодiї 𝑀 ∼ 1 ГеВ та 𝜌𝑣𝑎𝑐 ∼ 1 ГеВ4, для
слабкої взаємодiї 𝑀 ∼ 100 ГеВ та 𝜌𝑣𝑎𝑐 ∼ 108 ГеВ4, для гравiтацiй-
ної – 𝑀 ∼ 𝑀𝑃 ∼ 1019 ГеВ та 𝜌𝑣𝑎𝑐 ∼ 1076 ГеВ4. Однак значення
густини темної енергiї в енергетичних одиницях становить величи-
ну 𝜌𝐷𝐸 ∼ 10−46ГеВ4, яка набагато порядкiв менша за наведенi вище
оцiнки. Чому густина темної енергiї є такою малою i становить голов-
ну проблему з теоретичної точки зору. Питання про природу темної
енергiї залишається вiдкритим.
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5.3 Барiонна асиметрiя у Всесвiтi
Данi спостережень свiдчать про те, що Всесвiт мiстить барiони

(протони, нейтрони тощо) i практично не мiстить антибарiонiв. Це
означає, що на раннiх етапах розвитку Всесвiту кваркiв, з певних
причин, виявилося бiльше, нiж антикваркiв. При цьому, природно,
робиться припущення, що з самого початку, кiлькiсть утворених квар-
кiв дорiвнювала кiлькостi утворених антикваркiв. Оцiнимо кiлькiсне
значення зазначеної асиметрiї, припустивши, що залишок кваркiв за-
лишився пiсля анiгiляцiї всiх кварк-антикваркових пар.

Вважаючи, що головним чином анiгiляцiя кваркiв вiдбувалася у
два фотони, 𝑛𝑞 + 𝑛𝑞 ≃ 2𝑛𝛾 , а надлишок кваркiв призвiв до утворення
барiонiв (барiонного числа) 𝑛𝐵 = (𝑛𝑞 − 𝑛𝑞)/3, отримаємо

𝑛𝑞 − 𝑛𝑞
𝑛𝑞 + 𝑛𝑞

→ 3𝑛𝐵
2𝑛𝛾

≃ 10−10, (5.8)

де 𝑛𝑞, 𝑛𝑞 – концентрацiї кваркiв та антикваркiв до їхньої анiгiляцiї1,
𝑛𝐵 , 𝑛𝛾 – концентрацiя барiонiв (фотонiв) пiсля анiгiляцiї, а вiдношен-
ня 𝑛𝐵/𝑛𝛾 = 6 ·10−10 є вiдомим зi спостережень сучасного складу Все-
свiту. Отримана оцiнка означає, що перед тим, як кварк-антикварковi
пари проанiгiлювали, на кожнi 10 мiльярдiв кварк-антикваркових пар
припадав один зайвий кварк. Порушення симетрiї мiж електронами
та позитронами має той самий порядок величини, якщо вимагати еле-
ктронейтральностi Всесвiту [75]. Порушення симетрiї мiж частинками
та античастинками є надзвичайно малим, але завдяки ньому сучасний
Всесвiт складається переважно з частинок матерiї, i це є проблемою
з фiзичної точки зору.

У цьому сенсi цiкаво вiдмiтити, що ще в 1933 роцi Поль Дiрак
у своїй Нобелiвськiй лекцiї вiдзначив: "Якщо ми приймаємо точку
зору, що повна симетрiя мiж позитивними та негативними електри-
чними зарядами є фундаментальним законом природи, то ми повиннi
вважати випадковiстю той факт, що Земля та, ймовiрно, уся Соня-
чна система мiстять надлишок звичайних негативних електронiв та
позитивних протонiв. Цiлком можливо, що деякi зорi мають iншу бу-
дову, а саме головним чином складаються з позитронiв та негативних
протонiв. Звичайно, у Всесвiтi має бути однакова кiлькiсть зiрок ко-
жного типу." Однак, як показали подальшi спостереження, у видимiй

1При температурах у Всесвiтi 𝑇 ≳ 1 ГеВ.

192



частинi Всесвiтi структур, передбачених Дiраком, не iснує.
Згiдно iз сучасними уявленнями, Всесвiт утворився з вакуумної

флуктуацiї, що мала планкiвський розмiр (𝑙𝑃𝑙 = 1.6 ·10−35м). Першою
стадiєю розвитку Всесвiту на даний момент вважається стадiя iнфля-
цiйного розширення за рахунок наявностi певного скалярного поля
iнфлантонiв (у СМ зазначене поле вiдсутнє). У цей перiод зазначена
дiлянка Всесвiту збiльшується в розмiрах за надзвичайно малий про-
мiжок часу (∼ 10−35 сек.) як мiнiмум до характерної довжини ∼ 1 см.
Пiсля цього iнфлантонне поле втрачає свою енергiю, i його частинки
починають коливатися поблизу мiнiмуму потенцiалу, внаслiдок чого
iнфлантони розпадаються на вiдомi частинки СМ, надаючи їм вели-
чезну енергiю, що й призводить до початкового розiгрiву Всесвiту.
Якщо Всесвiт справдi утворився з певної квантової флуктуацiї, тодi
сумарна його маса повинна бути близькою до нуля (енергiя масив-
ної матерiї компенсується вiд’ємною енергiєю гравiтацiйної взаємодiї).
Аналогiчно, природним є твердження про те, що початковi значення
рiзноманiтних квантових чисел (характеристик Всесвiту) повиннi бу-
ти близькими до нуля, i барiонна асиметрiя має бути певним чином
згенерована у процесi еволюцiї Всесвiту, див., наприклад, [75,125,126].

Для виконання законiв збережень рiзних квантових чисел розпад
iнфлантона вiдбувається на пари частинка-античастинка, якi потiм
повиннi були б проанiгiлювати одна з одною, спричинивши утворення
фотонiв. У цьому розумiннi вираз (5.8) є дивним, однак, саме завдяки
наявностi дещо бiльшого числа кваркiв над антикварками у ранньому
Всесвiтi, у сучасному Всесвiтi iснує величезна кiлькiсть барiонної ма-
терiї, без якої неможливим було б iснування атомiв, молекул, планет
тощо.

Iснують загальнi вимоги (вимоги Сахарова [127]) до теорiї генера-
цiї барiонної асиметрiї. Остання могла вiдбутися у ранньому Всесвiтi
лише за наявностi певних умов, а саме:

1) незбереження барiонного числа;
2) порушення С- та СР-симетрiї;
3) порушення термодинамiчної рiвноваги вiдносно процесiв iз не-

збереженням барiонного числа.
Перша вимога є очевидною. Якби не виконувалася друга умова,

тодi процеси за участi кваркiв та антикваркiв вiдбувалися б однаково,
i барiонна асиметрiя не могла б згенеруватися. Остання ж умова є
необхiдною для того, щоб не вiдбулася зворотня еволюцiя до стану з
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нульовим барiонним числом.
На якiсному рiвнi друга умова (порушення С- та СР-симетрiї)

справдi порушується в слабкому секторi СМ завдяки комплексностi
матрицi ККМ. Виявляється, що в межах СМ, за допомогою поняття
кiральної аномалiї, можна задовольнити i першу умову (незбережен-
ня барiонного числа). Можна показати, що в СМ барiонна асиметрiя
могла бути б згенерована, але за умови наявностi початкової лептон-
ної асиметрiї. Такий механiзм генерацiї барiонного числа в межах СМ
отримав назву електрослабкого барiогенезу. Пояснимо його суть, тим-
часово вiдклавши питання наявностi початкової лептонної асиметрiї.

На раннiх етапах розвитку Всесвiту (до спонтанного порушення
симетрiї поля Хiггса) поля матерiї є безмасовими. З калiбрувальними
полями групи 𝑆𝑈𝑊 (2) будуть взаємодiяти лише частинки з лiвою кi-
ральнiстю iзотопiчних дублетiв лептонiв та кваркiв [70,75]. Внаслiдок
явища кiральної аномалiї, кварковi та лептоннi струми не будуть збе-
рiгатися, див. (4.140). Розглянемо, що буде вiдбуватися з барiонним
та лептонним числом з часом. Для цього треба проiнтегрувати обидвi
частини вiдповiдного виразу∫︁

𝑑4𝑥⟨𝜕𝜇𝑗𝐵𝜇,𝐿⟩ =
𝐵𝑁𝐶 𝑁𝑔𝑒𝑛

16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝑉 𝜇𝜈𝑉𝜇𝜈 ] = −𝑁𝑔𝑒𝑛𝑛, (5.9)∫︁

𝑑4𝑥⟨𝜕𝜇𝑗𝐿𝜇,𝐿𝑖⟩ =
𝐿𝑁𝑔𝑒𝑛
16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝑉 𝜇𝜈𝑉𝜇𝜈 ] = −𝑁𝑔𝑒𝑛𝑛, (5.10)

де 𝑛 – цiле число, iндекс Понтрягiна (6.18); множник 𝐵 = 1/3 ви-
значає барiонний заряд кваркiв; 𝐿 = 1 – лептонний заряд лептонiв;
𝑁𝑔𝑒𝑛 = 3 є кiлькiсть поколiнь, 𝑁𝐶 = 3 – кiлькiсть кольорових ста-
нiв. Зазначимо, що iнтеграл в правiй частинi зводиться до iнтегралу
вiд повної похiдної вiд деякої функцiї (6.9) та буде ненульовим за ра-
хунок iснування нетривiальних топологiчних конфiгурацiй [128, 129]
полiв групи 𝑆𝑈𝑊 (2), для переходу мiж якими треба подолати певний
енергетичний бар’єр, див. детальнiше Роздiл 6.1.

Далi, керуючись (4.143) – (4.145) та (6.18), отримаємо, на прикладi
виразу для барiонiв

𝑁𝐵
𝐿 (𝑡1)−𝑁𝐵

𝐿 (𝑡0) = −
3

16𝜋2

2

3

∮︁
𝑆

𝑑𝜎0 𝜖0𝜈𝜌𝜎 𝑇𝑟
[︁
𝐺𝜈(𝑛+𝑘)𝐺

𝜌
(𝑛+𝑘)𝐺

𝜎
(𝑛+𝑘)

]︁⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡1

+

3

16𝜋2

2

3

∮︁
𝑆

𝑑𝜎0 𝜖0𝜈𝜌𝜎 𝑇𝑟
[︁
𝐺𝜈(𝑘)𝐺

𝜌
(𝑘)𝐺

𝜎
(𝑘)

]︁⃒⃒⃒⃒
𝑡=𝑡0

=−3(𝑛+𝑘)+3𝑘=−3𝑛, (5.11)
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що барiонне число може змiнюватися з часом. При нульовiй темпера-
турi це вiдбувається лише за умови, коли iснують так званi iнстантоннi
розв’язки, що пов’язують вакуумнi стани неабелевих калiбрувальних
полiв з рiзними значеннями числа Понтрягiна та забезпечують ту-
нельнi переходи мiж цими станами.

При ненульових температурах такi переходи будуть обумовленi
термальними ефектами та вiдбуватимуться класичним чином. Вони
будуть описуватися сфалеронними розв’язками. Енергетичний бар’єр
мiж рiзними вакуумними станами з рiзними iндексами Понтрягiна є
досить великим: 𝐸𝑠ℎ ∼ 𝑀𝑊 /𝑔

2 ≈ 10 ТеВ [75]. Вiдповiдно ймовiрно-
стi переходiв мiж станами з рiзним числом Понтрягiна при низьких
температурах будуть надзвичайно малими i в правiй частинi виразу
(5.11) доданки при рiзних моментах часу 𝑡1 та 𝑡0 будуть рiвними. Це
значить, що права частина виразу (5.11) дорiвнюватиме нулю, а отже
барiоннi та лептоннi числа будуть зберiгатися окремо.

Однак при високих температурах, бiльших за температуру еле-
ктрослабкого фазового переходу 𝑇 ∼ 100 ГеВ, ймовiрнiсть тунелю-
вання не буде прямувати до нуля i, вiдповiдно, барiоннi та лептоннi
числа не будуть зберiгатися, див. детальнiше [75]. Однак в правi ча-
стини виразiв (5.9), (5.10) входять однаковi польовi функцiї. Тому в
системi зберiгатимуться не окремi лептоннi та барiоннi числа, а їх
комбiнацiя

𝐵 − 𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (5.12)

де 𝐿 = 𝐿𝑒+𝐿𝜇+𝐿𝜏 – повне лептонне число, 𝐵 – повне барiонне число.
Разом з цим в системi повинен зберiгатися повний гiперзаряд, що

пов’язаний з 𝑈𝑌 (1) симетрiєю:∑︁
𝑌𝑖𝑛𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, (5.13)

де 𝑛𝑖 — концентрацiя частинок певного типу, а пiдсумовування вiдбу-
вається за усiма частинками в системi. Це означає, що можна ввести
хiмiчний потенцiал для окремих частинок у виглядi

𝜇𝐼 = 𝜇(𝐵𝐼 − 𝐿𝐼) + 𝜇𝑌
𝑌𝐼
2
, (5.14)

де 𝐵𝐼 , 𝐿𝐼 , 𝑌𝐼 – значення барiонного, лептонного та гiперзаряду для
окремої частинки. Безпосереднi значення барiонних та лептонних чи-
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сел знаходяться з умови мiнiмуму великого термодинамiчного потен-
цiалу. Розрахунки показують [75], що у зазначеному промiжку темпе-
ратур повинно iснувати додаткове спiввiдношення мiж барiонним та
лептонним числом у виглядi:

𝐵 = 𝐶(𝐵 − 𝐿), 𝐶 =
8𝜈𝑓 + 4𝜈𝑠

22𝜈𝑓 + 13𝜈𝑠
, (5.15)

де 𝜈𝑓 – кiлькiсть фермiонних поколiнь, 𝜈𝑠 – кiлькiсть дублетiв поля
Хiггса з масами меншими масштабу електрослабкого переходу. В СМ
𝜈𝑓 = 3, 𝜈𝑠 = 1, 𝐶 = 28/79.

Тобто в рамках СМ на раннiх етапах розвитку Всесвiту можуть
вiдбуватися процеси, що змiнюють кiлькiсть барiонiв та лептонiв. Зо-
крема, якщо за рахунок певного, поки невiдомого механiзму, буде
згенеровано початкову лептонну асиметрiю (𝐿𝑖) i загальне лептонне
число не дорiвнюватиме нулю, то за рахунок сфалеронних переходiв
можна отримати кiнцевi значення барiонного (𝐵𝑓 ) та лептонного (𝐿𝑓 )
чисел при температурах нижчих за 100 ГеВ, коли такi переходи вже
перестануть вiдбуватися. Таким чином буде виконана i третя умова
Сахарова. З рiвнянь {︂

𝐵𝑓 − 𝐿𝑓 = −𝐿𝑖
𝐵𝑓 = 𝐶(𝐵𝑓 − 𝐿𝑓 ) (5.16)

легко отримати значення початкової та кiнцевої лептонної асиметрiї
при вiдомому значеннi кiнцевої барiонної асиметрiї:

𝐿𝑖 = −
79

28
𝐵𝑓 , 𝐿𝑓 = −51

28
𝐵𝑓 .

Пiдкреслимо, що механiзм електрослабкого барiогенезу не може
бути реалiзований в СМ, оскiльки в СМ не iснує механiзму генерацiї
початкової лептонної асиметрiї. Проблема барiонної асиметрiї може
бути вирiшена лише за рахунок розширення СМ (або на стадiї iнфля-
цiї, що також вимагає розширення СМ). Наприклад, у вiдповiдному
розширеннi СМ можна ввести нову масивну частинку, котра б роз-
палася на раннiх етапах розвитку Всесвiту з порушенням лептонного
(або барiонного) числа. Такою частинкою, зокрема, може бути важке
стерильне нейтрино, див. Роздiл 7.3.
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РОЗДIЛ 6

Питання до Стандартної Моделi

Вступ

В даному Роздiлi ми розглянемо окремi результати СМ, якi узго-
джуються з iснуючим експериментальними даними, але викликають
здивування та стимулюють до роздумiв стосовно повноти СМ.

6.1 Проблема СР-iнварiантностi сильної
взаємодiї

В рамках СМ нейтрон є частинкою, що складається з трьох квар-
кiв (𝑢𝑑𝑑) та має нульовий електричний заряд. Нас буде цiкавити еле-
ктричний дипольний момент нейтрона 𝑑𝑛, що визначатиме гамiль-
тонiан взаємодiї спiна нейтрона 𝑆⃗ з електричним полем 𝐸⃗, а саме:
𝐻 = 𝑑𝑛

𝑆⃗

|𝑆⃗|
𝐸⃗. При перетвореннi обернення часу 𝐸⃗ → 𝐸⃗, 𝑆⃗ → −𝑆⃗,

а отже, гамiльтонiан взаємодiї зазнає змiн, див. Роздiл 4.9. Тодi з
СРТ-теореми випливає, що зазначений гамiльтонiан взаємодiї має по-
рушувати СР-iнварiантнiсть. На даний час експериментальнi проя-
ви навностi електричного дипольного моменту у нейтрона не спо-
стерiгались. Сучаснi експериментальнi обмеження складають [130]:
𝑑𝑛<3 · 10−28 e· м (заряд електрона, що множиться на метр).

В слабкому секторi СМ джерелом порушення СР-iнварiантностi
є комплексна фаза матрицi Кабiббо-Кобаяши-Маскави, див. (4.181),
(4.182). Теоретичнi розрахунки [131] показують, що магнiтний момент
нейтрона в цьому випадку може бути лише 𝑑𝑛 ∼ 10−36 e· м. Таке мале
значення пов’язано з наявнiстю ненулевих внескiв лише при врахуван-
нi радiацiйних поправок в трьохпетльовому наближеннi, внески ниж-
чих порядкiв тотожно скорочуються внаслiдок унiтарностi матрицi
ККМ.
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В сильному секторi СМ лагранжiн КХД (4.95) є iнварiнтним вiд-
носно дiї окремих С-, Р-, Т-перетворень, див. Табл. 3 – 4. Однак, не
зважаючи на цей факт, з теоретичної точки зору в сильному секто-
рi СМ слiд очiкувати наявностi певного нового джерела порушення
СР-iнварiантностi, що має призвести до iснування електричного ди-
польного моменту у нейтрона суттєво бiльшого за наявнi експеримен-
тальнi обмеження. Проблема полягає у тому, чому ми не спостерiгаємо
порушення СР-iнварiантностi у КХД.

Пояснити можливiсть iснування джерела СР-порушення у КХД
можна припустивши наявнiсть в лагранжiанi останнього нових додан-
кiв, що явно порушують СР-iнварiантнiсть. Обгрунтувати їх введення
можна двома способами.

По-перше, з точки зору "все що не заборонено може iснувати у
природi". Принцип локальної калiбрувальної iнварiантностi та пере-
нормовностi теорiї не забороняє нам додати до лагранжiану КХД до-
данок, що явно порушує СР-iнварiантнiсть, див. Роздiл 4.9,

ℒ𝑄𝐶𝐷 → ℒ𝑄𝐶𝐷 +∆ℒ, ∆ℒ =
𝜃

16𝜋2
𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈𝐺𝜇𝜈 ] = −𝜃

𝑔2𝑠
32𝜋2

𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 ,

(6.1)
де 𝐺̃𝜇𝜈 = 1

2𝜖
𝜇𝜈𝜆𝜌𝐺𝜆𝜌 – тензор, дуальний до тензору 𝐺𝜇𝜈 . Кiлькiсне зна-

чення порушення СР-iнварiантностi визначається безрозмiрним пара-
метром 𝜃.

По-друге, даний доданок є безпосереднiм наслiдком складної бу-
дови вакууму калiбрувальних полiв групи 𝑆𝑈(3). Пояснимо сказане.

Складна структура вакууму в неабелевих теорiях, 𝜃-вакуум
Якщо вважати вакуумним станом стан з найменшою енергiєю, то

виходячи з визначення енергiї калiбрувального поля (2.100), його ва-
куумний стан визначається з умови 𝐺𝜇𝜈 = 0. Однак данiй умовi задо-
вольнятиме не лише випадок вiдсутностi глюонного поля 𝐺𝜇 = 0, а й
випадок поля, що є "чистим калiбруванням " , див. (2.30),

𝐺𝜇 ∼ 𝑤𝜕𝜇𝑤−1. (6.2)

Справдi, як легко переконатися,
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𝐺𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝜇 + [𝐺𝜇, 𝐺𝜈 ] = /(6.2)/ =

= 𝜕𝜇(𝑤𝜕𝜈𝑤
−1)− 𝜕𝜈(𝑤𝜕𝜇𝑤−1) + 𝑤𝜕𝜇𝑤

−1𝑤𝜕𝜈𝑤
−1 − 𝑤𝜕𝜈𝑤−1𝑤𝜕𝜇𝑤

−1 =

= 𝜕𝜇𝑤𝜕𝜈𝑤
−1 − 𝜕𝜈𝑤𝜕𝜇𝑤−1 + 𝑤𝜕𝜇𝑤

−1𝑤𝜕𝜈𝑤
−1 − 𝑤𝜕𝜈𝑤−1𝑤𝜕𝜇𝑤

−1 =

= /𝜕𝜇𝑤 · 𝑤−1 + 𝑤𝜕𝜇𝑤
−1 = 0/ = 𝜕𝜇𝑤𝜕𝜈𝑤

−1 − 𝜕𝜈𝑤𝜕𝜇𝑤−1−
− 𝜕𝜇𝑤𝑤−1𝑤 𝜕𝜈𝑤

−1 + 𝜕𝜈𝑤𝑤
−1𝑤 𝜕𝜇𝑤

−1 = 0. (6.3)

Якщо накласти на функцiї 𝑤 умову lim|𝑥|→∞ 𝑤(𝑥) = 1, то їх можна
класифiкувати за належнiстю до гомотопiчних секторiв, що характе-
ризуються топологiчним зарядом1 (iндексом Понтрягiна) [132–134] у
формi (див. далi пояснення змiсту у (6.18))

𝑛 =
1

24𝜋2

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑇𝑟[𝐺
𝜈
(𝑛)𝐺

𝜆
(𝑛)𝐺

𝜌
(𝑛)] =

=
1

24𝜋2

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑇𝑟[𝑤𝑛(𝜕
𝜈𝑤−1

𝑛 )𝑤𝑛(𝜕
𝜆𝑤−1

𝑛 )𝑤𝑛(𝜕
𝜌𝑤−1

𝑛 )], (6.4)

де 𝑆 – 3-вимiрна поверхня, вiднесена на нескiнченнiсть. Топологiчний
заряд 𝑛 може приймати цiлi додатнi, цiлi вiд’ємнi значення або нуль2.
Це означає, що iснує нескiнченна кiлькiсть вакуумних станiв, котрi
можна класифiкувати за iндексом Понтрягiна:

...| − 2⟩, | − 1⟩, |0⟩, |1⟩, |2⟩... (6.5)

Отже, вакуум в неабелевих теорiях (i, зокрема, у КХД) має топологi-
чну структуру.

Якщо критично подивитися на вираз (6.5), то можна побачити див-
ну рiч, а саме те, що лiва частина є цiлим числом, а права залежить
вiд сталої зв‘язку 𝑔𝑠 (𝐺𝜇 = −𝑖𝑔𝑠𝑇 𝑎𝐺𝑎𝜇), яка є нецiлим числом, зна-
чення якого ще й змiнюється при змiнi масштабу енергiй взаємодiй.
Тому, незалежнiсть iндексу Понтрягiна вiд сталої 𝑔 можна показати
ввiвши замiну 𝐺𝑎𝜇 = 𝑓𝑎𝜇/𝑔 (rescaling trick). При цьому

𝐺𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎𝜇 + 𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝐺𝑏𝜇𝐺
𝑐
𝜈 ⇒

1Число 𝑛 визначає ступiнь вiдображення, або кiлькiсть разiв, яку група 𝑆𝑈(2)
обертається навколо поверхнi 𝑆3, що вiднесена на нескiнченнiсть. В якостi при-
кладу вiдзначимо, що для групи 𝑈(1) це б означало кiлькiсть намоток навколо
вирiзаної точки на площинi. Тобто число 𝑛 має тополiчну природу.

2В [63] для певного вибору функцiї 𝑤 явно проведено iнтегрування (6.5).
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𝐺𝑎𝜇𝜈 =
1

𝑔𝑠

(︀
𝜕𝜇𝑓

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝑓𝑎𝜇 + 𝑓𝑎𝑏𝑐𝑓 𝑏𝜇𝑓

𝑐
𝜈

)︀
=

1

𝑔𝑠
𝐺̄𝑎𝜇𝜈

також пропорцiйно 1/𝑔𝑠. Отже 𝐺𝜇 та 𝐺𝜇𝜈 також не залежатимуть вiд
сталої1 𝑔𝑠 [135–137].

Важливо зазначити, що маючи польову функцiю з iндексом Пон-
трягiна 𝑛, ї ї можна представити у виглядi

𝐺𝜇(𝑛) = 𝑤𝑛𝜕
𝜇(𝑤𝑛)

−1, 𝑤𝑛 = 𝑤1𝑤𝑛−1 = 𝑤 𝑛
1 , (6.6)

тобто за допомогою калiбрувальних перетворень можна записати зв’язок
мiж польовими функцiями 𝐺𝜇(𝑛+1) та 𝐺𝜇(𝑛):

𝐺𝜇(𝑛+1) = 𝑤1𝑤
𝑛
1 𝜕

𝜇[(𝑤 𝑛
1 )−1(𝑤1)

−1] =

= 𝑤1𝑤
𝑛
1 {[𝜕𝜇(𝑤 𝑛

1 )−1](𝑤1)
−1 + (𝑤 𝑛

1 )−1𝜕𝜇(𝑤1)
−1} =

𝑤1𝑤
𝑛
1 [𝜕𝜇(𝑤 𝑛

1 )−1](𝑤1)
−1+𝑤1𝜕

𝜇(𝑤1)
−1}=𝑤1𝐺

𝜇
(𝑛)(𝑤1)

−1+𝐺𝜇(1). (6.7)

Згадаємо тепер, що лагранжiан квантової електродинамiки (теорiя
з 𝑈(1) симетрiєю) не мiстить доданка ∼ 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , оскiльки його можна
представити у виглядi дивергенцiї вiд деякого вектора

𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐾𝜇, 𝐾𝜇 = 2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝐴
𝜈𝜕𝜌𝐴𝜎. (6.8)

Це означає, що при знаходженнi дiї (𝑆 =
∫︀
𝑑4𝑥ℒ) iнтеграл вiд да-

ного доданку зведеться до поверхневого iнтегралу i даватиме нуль2

вважаючи, що на нескiнченно вiддаленiй поверхнi польовi функцiї
мають дорiвнювати нулевi. Остання вимога є природньою, оскiльки
якщо польовi функцiї векторного поля на нескiнченностi не оберта-
ються в нуль, то повна енергiя системи буде нескiнченною3. Тобто

1Так замiна функцiй калiбрувальних полiв є гарною для теорiї калiбрувальних
полiв без їх взаємодiй з частинками матерiї, бо iнакше в подовженiй похiднiй також
зникне стала зв’язку i буде незрозумiло чим обумовлена взаємодiя: 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇−𝑖𝑔𝐴𝜇

при замiнi 𝐴𝜇 = 𝑓𝜇/𝑔 переходить в 𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑓𝜇.
2Це буде не так для простору-часу розмiрностi 1+1, якщо одновимiрний простiр

з’єднати у кiльце. Тодi польовi функцiї в точцi 𝜙 = 0 та 𝜙 = 2𝜋 будуть спiвпадати,
польовi функцiї можна класифiкувати за першою гомотопiчною групою i внесок
в дiю вiд доданка ∼

∫︀
𝑑𝑥1 𝑑𝑥0 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 =

∫︀
𝑑𝜎𝜇𝐾𝜇 буде ненульовим.

3Можна також вважати, що на нескiнченностi векторне поле групи 𝑈(1) є чи-
стою калiбровкою 𝐴𝜇 = 𝜕𝜇𝛼, тодi 𝐾𝜇 = 2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝜕𝜈𝛼𝜕𝜌𝜕𝜎𝛼 ≡ 0 за рахунок власти-
востей символа Левi-Чивiти.
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доданок ∼ 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 не даватиме внеску в спостережуванi величини i
його можна прибрати

(︁∫︀
𝑑4𝑥𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 = 0

)︁
.

У випадку неабелевих теорiй ситуацiя кардинально змiнюється.
Вираз (6.8) узагальнюється до вигляду

𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈𝐺𝜇𝜈 ] = −(𝑔2𝑠/2)𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐾
𝜇, (6.9)

де 𝐾𝜇 називають струмом Черна-Саймонса [138]:

𝐾𝜇 = 𝑇𝑟

[︂
2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

(︂
𝐺𝜈𝜕𝜌𝐺𝜎 +

2

3
𝐺𝜈𝐺𝜌𝐺𝜎

)︂]︂
=

= −𝑔2𝑠𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
[︁
𝐺𝑎,𝜈𝜕𝜌𝐺𝑎,𝜎 +

𝑔𝑠
3
𝐶𝑎𝑏𝑐𝐺𝑎,𝜈𝐺𝑏,𝜌𝐺𝑐,𝜎

]︁
. (6.10)

Доведення 1.
Для початку доведемо допомiжний вираз, див. (2.56):

D𝜇𝐺̃
𝜇𝜈

=𝜕𝜇𝐺̃
𝜇𝜈

+[𝐺𝜇, 𝐺̃
𝜇𝜈

]=
𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽

2

{︁
𝜕𝜇(𝜕𝛼𝐺𝛽−𝜕𝛽𝐺𝛼+[𝐺𝛼,𝐺𝛽 ])+[𝐺𝜇, 𝜕𝛼𝐺𝛽−𝜕𝛽𝐺𝛼+[𝐺𝛼,𝐺𝛽 ]]

}︁
=

= /врахування 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽/ = 𝜖
𝜇𝜈𝛼𝛽

{︁
𝜕𝜇(𝜕𝛼𝐺𝛽 + 𝐺𝛼𝐺𝛽) + [𝐺𝜇, 𝜕𝛼𝐺𝛽 + 𝐺𝛼𝐺𝛽 ]

}︁
=

= /розкрити дужки, врахувати 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽/ = 0. (6.11)

◁ Tr[𝐺𝜇𝜈𝐺̃
𝜇𝜈

] = Tr[(𝜕𝜇𝐺𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝜇)𝐺̃
𝜇𝜈

+ (𝐺𝜇𝐺𝜈 − 𝐺𝜈𝐺𝜇)𝐺̃
𝜇𝜈

] =

= /в останньому доданку циклiчно переставляємо пiд знаком Tr/ =

= Tr{(𝜕𝜇𝐺𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝜇)𝐺̃
𝜇𝜈

+ 𝐺𝜇[𝐺𝜈, 𝐺̃
𝜇𝜈

]} = /[𝐺𝜈, 𝐺̃
𝜇𝜈

] = (6.11) = −𝜕𝜈𝐺̃
𝜇𝜈
/ =

= Tr[(𝜕𝜇𝐺𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝜇)𝐺̃
𝜇𝜈 − 𝐺𝜇𝜕𝜈𝐺̃

𝜇𝜈
] = Tr[𝜕𝜇𝐺𝜈𝐺̃

𝜇𝜈 − 𝜕𝜈 (𝐺𝜇𝐺̃
𝜇𝜈

)] =

= Tr{𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽 [(𝜕𝜇𝐺𝜈 )(𝜕𝛼𝐺𝛽 + 𝐺𝛼𝐺𝛽) − 𝜕𝜈 (𝐺𝜇𝜕𝛼𝐺𝛽 + 𝐺𝜇𝐺𝛼𝐺𝛽)]} =

= Tr{𝜀𝜇𝜈𝛼𝛽 [2𝜕𝜇(𝐺𝜈𝜕𝛼𝐺𝛽) + 𝜕𝜇(𝐺𝜈𝐺𝛼𝐺𝛽) + (𝜕𝜇𝐺𝜈 )(𝐺𝛼𝐺𝛽)]} =

= /перестановка пiд знаком Tr та врахування 𝜖𝜇𝜈𝛼𝛽 дає (𝜕𝜇𝐺𝜈 )(𝐺𝛼𝐺𝛽) = 𝜕𝜇(𝐺𝜈𝐺𝛼𝐺𝛽)/3 / =

= Tr
{︁
𝜀
𝜇𝜈𝛼𝛽

[︁
2𝜕𝜇

(︁
𝐺𝜈𝜕𝛼𝐺𝛽 +

2

3
𝐺𝜈𝐺𝛼𝐺𝛽

)︁]︁}︁
▷ (6.12)

Доведення 2.

◁𝐾𝜇 = Tr
[︂
2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

(︂
𝐺
𝜈
𝜕
𝜌
𝐺
𝜎

+
2

3
𝐺
𝜈
𝐺
𝜌
𝐺
𝜎
)︂]︂

= Tr

[︃
2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

(︃
𝐺
𝜈
𝜕
𝜌
𝐺
𝜎

+
2

3

𝐺𝜈𝐺𝜌 − 𝐺𝜌𝐺𝜈

2
𝐺
𝜎
)︃]︃

=

= 2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

⎡⎣(−𝑖𝑔𝑠)2𝑇𝑟[𝑇𝑎𝑇𝑏]𝐺𝑎,𝜈𝜕𝜌𝐺𝑏,𝜎 +
(−𝑖𝑔𝑠)3

3
𝑇𝑟[[𝑇

𝑎
, 𝑇
𝑏
]−𝑇

𝑐
]𝐺
𝑎,𝜈

𝐺
𝑏,𝜌

𝐺
𝑐,𝜎

⎤⎦ =

= /(D1.7)/ = −𝑔2𝑠𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
[︂
𝐺
𝑎,𝜈

𝜕
𝜌
𝐺
𝑎,𝜎

+
𝑔𝑠

3
𝐶
𝑎𝑏𝑐

𝐺
𝑎,𝜈

𝐺
𝑏,𝜌

𝐺
𝑐,𝜎

]︂
▷ (6.13)

На перший погляд, доданок ∼
∫︀
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈𝐺𝜇𝜈 ] перейде у iнте-

грал за гiперповерхнею ∼
∫︀
𝑑𝜎𝜇𝐾𝜇 i має давати нульовий внесок в

дiю, а отже, його також не потрiбно враховувати. Однак, на вiдмiну
вiд випадку теорiї з 𝑈(1) симетрiєю, в неабелевих теорiях iснують та-
кi розв’язки [63, 132], для яких значення iнтеграла

∫︀
𝑑4𝑥𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 =
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∫︀
𝑑4𝑥 𝜕𝜇𝐾

𝜇 є ненульовим та скiнченим. Для таких розв’язкiв тензор
𝐺𝜇𝜈 має прямувати до нуля при |𝑥| → ∞, або калiбрувальне поле має
на нескiнченностi переходити у чисте калiбрування

lim
|𝑥|→∞

𝐺𝜇(𝑛) = 𝑤(𝑛)𝜕
𝜇𝑤−1

(𝑛), 𝑤 ∈ 𝑆𝑈(3). (6.14)

При цьому при скiнченних значеннях 𝑥 𝐺𝜇𝜈 не повинно дорiвнюва-
ти нулю, отже енергiя такої польової конфiгурацiї добре визначеня i
скiнченна.

В цьому випадку внесок в дiю матиме вигляд

− 1

16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈𝐺

𝜇𝜈 ] = /(6.9)/ = − 1

16𝜋2

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇𝐾𝜇 =

= − 1

16𝜋2

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇 𝑇𝑟

[︂
2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎

(︂
𝐺𝜈𝜕𝜌𝐺𝜎 +

2

3
𝐺𝜈𝐺𝜌𝐺𝜎

)︂]︂
. (6.15)

На нескiнченно вiддаленiй поверхнi 𝐺𝜇𝜈 = 0, отже 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝐺𝜇𝜈 = 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎
(𝜕𝜇𝐺𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝜇+[𝐺𝜇, 𝐺𝜈 ]) = 2𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎(𝜕

𝜇𝐺𝜈+𝐺𝜇𝐺𝜈) = 0. Тодi поблизу
множника Левi-Чивiти 𝐺𝜈𝜕𝜌𝐺𝜎 = −𝐺𝜈𝐺𝜌𝐺𝜎 i ми отримаємо:

− 1

16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈(𝑛)𝐺

𝜇𝜈
(𝑛)]=

1

16𝜋2

2

3

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎 𝑇𝑟
[︁
𝐺𝜈(𝑛)𝐺

𝜌
(𝑛)𝐺

𝜎
(𝑛)

]︁
=

1

24𝜋2

∮︁
𝑆

𝑑𝜎𝜇 𝜖𝜇𝜈𝜌𝜎𝑇𝑟[𝑤(𝑛)(𝜕
𝜈𝑤−1

(𝑛))𝑤(𝑛)(𝜕
𝜌𝑤−1

(𝑛))𝑤(𝑛)(𝜕
𝜎𝑤−1

(𝑛))]=𝑛 (6.16)

i це буде цiле число, iндекс Понтрягiна (6.5). Отже, дiя для модифi-
кованого лагранжiану КХД (6.1) набуде вигляду

𝑆𝑚𝑜𝑑𝑖𝑓 =

∫︁
𝑑4𝑥(ℒ𝑄𝐶𝐷 +∆ℒ) = 𝑆𝑄𝐶𝐷 − 𝜃𝑛. (6.17)

Отже, дивний коефiцiєнт в додатковому лагранжiанi ∆ℒ (6.1) перед
𝜃 був введений для того, щоб в кiнцi отримати красиву вiдповiдь для
додаткової дiї ∆𝑆 = −𝜃𝑛.

Обравши калiбровку, у якiй 𝐺𝑎0 = 0 (тут 𝛼 – груповий iндекс, 0
– лоренцевський iндекс), iнтеграл у (6.16) можна представити через
рiзницю iнтегралiв за просторовим об’ємом (3-вимiрною поверхнею в
4-вимiрному просторi часi) при 𝑐𝑡→ +∞ та 𝑐𝑡→ −∞:

− 1

16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝐺̃𝜇𝜈(𝑛)𝐺

𝜇𝜈
(𝑛)]=
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1

16𝜋2

2

3

∮︁
𝑆

𝑑𝜎0 𝜖0𝜈𝜌𝜎 𝑇𝑟
[︁
𝐺𝜈(𝑛+𝑘)𝐺

𝜌
(𝑛+𝑘)𝐺

𝜎
(𝑛+𝑘)

]︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑡=+∞

−

1

16𝜋2

2

3

∮︁
𝑆

𝑑𝜎0 𝜖0𝜈𝜌𝜎 𝑇𝑟
[︁
𝐺𝜈(𝑘)𝐺

𝜌
(𝑘)𝐺

𝜎
(𝑘)

]︁ ⃒⃒⃒⃒
𝑐𝑡=−∞

= (𝑛+ 𝑘)− 𝑘 = 𝑛. (6.18)

При цьому польовi функцiї𝐺𝜇 матимуть складний вигляд у всьому
4-вимiрному просторi-часi (не є чистим калiбруванням), але на зазна-
чених поверхнях будуть чистим калiбруванням з рiзним значенням
iндексу Понтрягiна:

𝐺𝜇(𝑡→ −∞) = 𝐺𝜇(𝑘), 𝐺𝜇(𝑡→ +∞) = 𝐺𝜇(𝑘+𝑛). (6.19)

Оскiльки для переходу системи з вакууму з одним iндексом Пон-
трягiна до iншого треба пройти через не чисто калiбрувальну конфi-
гурацiю для якої 𝐺𝜇𝜈 ̸= 0, яка матиме певну енергiю (не вакуумний
стан), то повинен вiдбутися тунельний перехiд.

Важливим є те, що в неабелевих теорiях (якою є КХД) iснують
польовi розв’язки, що описують тунельний перехiд мiж рiзними ва-
куумними станами при нульовiй температурi1 (6.19). Вони отримали
назву iнстантонних розв’язкiв вiд англ. instant – миттєвий. Ймовiр-
нiсть такого тунельного переходу визначається як [139]

𝑃𝑡𝑢𝑛𝑛𝑒𝑙 ∼ 𝑒−𝑆𝑖𝑛𝑠𝑡 ; 𝑆𝑖𝑛𝑠𝑡 =
8𝜋2

𝑔𝑠
. (6.20)

Оскiльки переходи з одного вакуумного стану у iнший можливi, то
справжнiй вакуум є суперпозицiєю наведених вище вакуумiв та може
бути представлений у виглядi

|𝜃⟩ =
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑒𝑖𝑛𝜃|𝑛⟩. (6.21)

1В ранньому Всесвiтi, за високої температури, переходи мiж топологiчними
секторами теорiї, що вiдповiдають рiзним значенням iндексу Понтрягiна, мо-
жуть вiдбуватися не завдяки квантовому тунельному ефекту, а класичним чи-
ном — за рахунок термiчної енергiї. Вiдповiднi статичнi розв’язки рiвнянь руху,
що описують конфiгурацiю поля з енергiєю, яка дорiвнює висотi потенцiального
бар’єру мiж двома сусiднiми топологiчними мiнiмумами, називають сфалеронни-
ми розв’язками вiд грецькго 𝜎𝜑𝛼𝜆𝜖𝜌𝑜̇𝜍 – слизький, ненадiйний. Цей термiн пiд-
креслює, що така конфiгурацiя поля є нестiйкою: система, опинившись поблизу
сфалеронного стану, спонтанно “сповзає” до одного з двох сусiднiх мiнiмумiв iз
меншою енергiєю. Ймовiрнiсть переходу мiж рiзними топологiчними секторами
теорiї з мiнiмальними значеннями ефективного потенцiалу 𝑃𝑠𝑝ℎ ∼ 𝑒−𝐸𝑠𝑝ℎ/𝑇 [75].
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Пояснимо тепер, чому вакуумний стан саме такий. Вакуумнi стани
|𝑛⟩ не є калiбрувально iнварiантними. Калiбрувальнi перетворення ти-
пу (6.7) [133] переводять один вакуумний стан у iнший: 𝑤1|𝑛⟩ = |𝑛+1⟩.
Але справжнiй вакуумний стан має бути iнварiантним щодо таких пе-
ретворень (з точнiстю до фазового множника). Цього можна досягну-
ти лише завдяки вибору коефiцiєнтiв суперпозицiї вакуумних станiв
у виглядi (6.21):

𝑤1|𝜃⟩=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑒𝑖𝑛𝜃𝑤1|𝑛⟩=

∞∑︁
𝑛=−∞

𝑒𝑖𝑛𝜃|𝑛+1⟩=
∞∑︁

𝑛=−∞
𝑒𝑖(𝑛+1)𝜃𝑒−𝑖𝜃|𝑛+1⟩=𝑒−𝑖𝜃|𝜃⟩,

(6.22)
де параметр 𝜃 може приймати довiльне значення на промiжку 0 ≤
𝜃 < 2𝜋, оскiльки вакуумний стан (6.21) є перiодичним за 𝜃:

|𝜃⟩ = |𝜃 + 2𝜋⟩. (6.23)

Головним висновком з цього є те, що вакуумнi стани |𝜃⟩ при рiзних
значеннях 𝜃 є фiзично не еквiвалентними станами. Вони не пе-
реходять в стани з iншим значенням 𝜃 при калiбрувальних перетво-
реннях: 𝑤1|𝜃⟩ ≠ |𝜃′⟩.

Звичайно, коефiцiєнти розкладу в (6.21), квадрати модулiв яких
визначають ймовiрностi знаходження в певному вакуумному станi,
ще потрiбно вiднормувати; але головним є те, що цi ймовiрностi є
однаковими для всiх вакуумних станiв з певним iндексом Понтрягiна.

Можна показати [132], що наявнiсть переходiв мiж рiзними ваку-
умними станами |𝑛⟩ та iснування 𝜃-вакууму у формi (6.21) забезпечу-
ється наявнiстю в лагранжiанi КХД нового доданку1 (6.1). Отже, цей
додатковий доданок лагранжiану КХД обумовлений складною будо-
вою вакуумних станiв в неабелевiй теорiї КХД.

Неермiтовiсть масової матрицi кваркiв
Наведенi вище мiркування стосувалися лише лагранжiану глюон-

них полiв КХД. Врахуємо тепер наявнiсть кваркiв. Справа в тому,
що масова матриця лагранжiана КХД (4.80), не обов’язково має бути
ермiтовою. В цьому випадку масова частина лагранжiану КХД запи-
шеться як

1Iнтуiтивно, на якiсному рiвнi це можна пояснити так. Твiрний функцiонал,
що визначає амплiтуду переходу мiж рiзними станами виглядає як 𝐺 ∼ 𝑒𝑖𝑆 , де 𝑆
– дiя (6.17), що мiстить доданок 𝜃𝑛, який i входить в означення (6.21).
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ℒ𝑄𝐶𝐷𝑀 = −𝜓𝐿,𝛼𝑀𝛼𝛽𝜓𝑅,𝛽 − 𝜓𝑅,𝛼
(︀
𝑀+

)︀
𝛼𝛽
𝜓𝐿,𝛽 , (6.24)

де 𝛼, 𝛽 – ароматнi iндекси.
Кiральнi унiтарнi перетворення1 𝜓𝑅(𝐿) = 𝑈𝑅(𝐿)𝜓𝑅(𝐿) (матрицi 𝑈𝑅(𝐿)

є елементами групи 𝑆𝑈𝑅(𝐿)(𝑁𝑓 ), 𝑁𝑓 – кiлькiсть кваркових ароматiв
верхнiх (нижнiх) кваркiв в КХД) дозволяють записати масову матри-
цю кваркiв у дiагональному виглядi, але з фазовим множником2:

𝑀𝛼𝛽 = 𝑚𝛼𝛿𝛼𝛽𝑒
𝑖𝜃𝑞 . (6.25)

Тодi отримаємо

ℒ𝑄𝐶𝐷𝑀 = −𝑚𝛼

(︀
𝜓𝐿,𝛼𝜓𝑅,𝛼𝑒

𝑖𝜃𝑞 + 𝜓𝑅,𝛼𝜓𝐿,𝛼𝑒
−𝑖𝜃𝑞

)︀
=

= −𝑚𝛼

(︂
𝜓𝛼

1 + 𝛾5

2
𝜓𝛼𝑒

𝑖𝜃𝑞 + 𝜓𝛼
1− 𝛾5

2
𝜓𝛼𝑒

−𝑖𝜃𝑞
)︂

=

= −𝑚𝛼

(︀
𝜓𝛼𝜓𝛼 cos 𝜃𝑞 + 𝑖𝜓𝛼𝛾

5𝜓𝛼 sin 𝜃𝑞
)︀

= /𝑒𝑖𝛾5𝜌 = cos 𝜌+ 𝑖𝛾5 sin 𝜌/ = −𝑚𝛼𝜓𝛼𝑒
𝑖𝛾5𝜃𝑞𝜓𝛼. (6.26)

Цiкавим є те, що глобальнi кiральнi перетворення кваркових фун-
кцiй виду 𝑞𝑅 → 𝑞′𝑅 = 𝑞𝑅𝑒

𝑖𝛼, 𝑞𝐿 → 𝑞′𝐿 = 𝑞𝐿𝑒
−𝑖𝛼, або на рiвнi загальних

функцiй3 𝑞 → 𝑞′ = 𝑒+𝑖𝛾5𝛼𝑞 та 𝑞 → 𝑞 ′ = 𝑞𝑒+𝑖𝛾5𝛼 (𝑞𝑞 → 𝑞𝑒+𝑖2𝛾5𝛼𝑞)
призводять до змiни фази масової матрицi 𝜃𝑞 → 𝜃𝑞 + 2𝛼. Кiнетичнi
доданки кваркового лагранжiану 𝑖𝑞𝑅𝛾

𝜇𝜕𝜇𝑞𝑅 + 𝑖𝑞𝐿𝛾
𝜇𝜕𝜇𝑞𝐿 при цьому

очевидно не змiняться.
Глобальнi перетворення кiральних кваркових функцiй у виглядi

𝑞𝑅 → 𝑞𝑅𝑒
𝑖𝛼, 𝑞𝐿 → 𝑞𝐿𝑒

−𝑖𝛼, або 𝑞 → 𝑒+𝑖𝛾5𝛼𝑞. (6.27)

отримали назву перетворень Печчеi-Куiнн (PQ) – 𝑈𝑃𝑄(1). Якщо ла-
гранжiан є iнварiантним вiдносно глобальних кiральних перетворень
групи 𝑈𝑃𝑄(1), кажуть, що вiн має Печчеi-Куiнн симетрiю.

1Окремi для лiвих та правих кваркiв, див. (4.81).
2Такий фазовий множник природньо виникає, якщо вважати, що поле Хiггса

набуває вакуумного середнього в точцi з певною фазою. Тобто нижня копонента
iзотопiчного дублету поля Хiггса буде 𝑣𝑒𝑖𝜃𝑞/

√
2. В неабелевих теорiях вiд фази 𝜃𝑞

легко позбутися PQ-перетвореннями фермiонних полiв.
3Справедливiсть виразу 𝑞 → 𝑞′ = 𝑒+𝑖𝛾5𝛼𝑞 легко довести розглянувши 𝑞′𝐿 + 𝑞′𝑅

та використавши спiввiдношення 𝑒𝑖𝛾5𝜌 = cos 𝜌+𝑖𝛾5 sin 𝜌. Вираз для 𝑞 ′ також легко
отримати: 𝑞 ′ =

(︀
𝑒+𝑖𝛾5𝛼𝑞

)︀+
𝛾0 = 𝑞+𝑒−𝑖𝛾5𝛼𝛾0 = 𝑞+𝛾0𝑒𝑖𝛾5𝛼 = 𝑞𝑒+𝑖𝛾5𝛼.
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Виявляється також, що перетворення (6.27) призводить до змiни
мiри iнтегрування у формалiзмi континуального iнтегралу∏︁

𝑖

𝒟𝑞𝑖𝒟𝑞𝑖 → 𝑒𝑥𝑝
(︁
−𝑖𝑁𝑞𝛼

𝛼𝑠
4𝜋
𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈

)︁∏︁
𝑖

𝒟𝑞𝑖𝒟𝑞𝑖, (6.28)

що призводить до модифiкацiї коефiцiєнта 𝜃 → 𝜃−2𝑁𝑞𝛼 у виразi (6.1),
де 𝑁𝑞 – загальна кiлькiсть ароматних кваркових станiв (6 для КХД).
Дане перетворення вiдоме як перетворення Фуджiкави [140].

Щоб позбутися комплексної фази у масових доданках кваркiв тре-
ба зробити PQ перетворення кожного окремого кварка на кут 2𝛼 =
−𝜃𝑞. Пiсля такого перетворення масова матриця стане ермiтовою. За-
значимо, що в загальному випадку для недiагональної масової матри-
цi кваркiв можна записати 𝑁𝑞𝜃𝑞 = 𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀).

Отже ми робимо висновок, що у вираз для розширеного лагран-
жiану КХД (6.1) буде входити параметр 𝜃 = 𝜃 − 2𝑁𝑞𝛼 = 𝜃 + 𝑁𝑞𝜃𝑞,
див. [133, 141, 142], що являтиме суму параметра, що характеризує
складний вакуум глюонних полiв (𝜃), та параметра неермiтовостi ма-
сової матрицi:

𝜃 = 𝜃 +𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀). (6.29)

В цьому сенсi важливо вiдмiтити, що аби хоч один з кваркiв був
безмасовим (𝑑𝑒𝑡𝑀 = 0), то перетворення (6.27) на довiльний кут 𝛼
не змiнювало б кварковий лагранжiан, але б змiнювало значення 𝜃 =
𝜃 → 𝜃− 2𝛼. За рахунок зручного вибору довiльної фази 𝛼 значення 𝜃
можна зробити нульовим, а КХД зробити CP-iнварiантною теорiєю.
Однак, на даний час, встановлено, що маса кожного з шiстьох кваркiв
СМ не дорiвнює нулю.

Важливо вiдмiтити, що параметр 𝜃 = 𝜃 + 𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀) (6.29) є па-
раметром, який вже не можна змiнити PQ-перетвореннями i вiн є
фiзичним параметром теорiї. Справдi, при PQ-перетвореннях кваркiв
змiнюється фаза масової матрицi, що призводить до змiни аргумента
детермiнанта масової матрицi, а також, згiдно механiзму Фуджiкави
змiнюється параметр вакуумної структури 𝜃

𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀)→ 𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀) + 2𝑁𝑞𝛼, 𝜃 → 𝜃 − 2𝑁𝑞𝛼

⇒ 𝜃 = 𝜃 +𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀) = 𝑖𝑛𝑣. (6.30)

Вважаючи, що в лагранжiанi КХД iснує доданок (6.1), можна ана-
лiтично розрахувати значення електричного дипольного моменту у
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нейтрона, яке дорiвнює [141]

𝑑𝑛 ≃ 𝜃 · 2 · 10−18𝑒 ·𝑚, (6.31)

звiдки, з iснуючих експериментальних обмежень, випливає, що 𝜃 <
10−10. Оскiльки природа складових параметрiв 𝜃 та𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀) є прин-
ципово рiзною, то дуже дивним є те, що вони взаємно скорочуються,
а їхня сума (параметр 𝜃) прямує до нуля.

Звичайно, напрошується питання, чому доданок типу (6.1)
не вводиться у секторi СМ, що описується групою 𝑆𝑈𝑊 (2)?
Для цiєї неабелевої групи вакуум калiбрувальних полiв також ма-
тиме складну топологiчну структуру, що має призвести до появи в
лагранжiанi додаткового доданку

∆ℒ𝐸𝑊 =
𝜃𝐸𝑊
16𝜋2

𝑇𝑟[𝑉 𝜇𝜈𝑉𝜇𝜈 ] = −𝜃𝐸𝑊
𝑔2

32𝜋2
𝑉 𝑎,𝜇𝜈𝑉 𝑎𝜇𝜈 . (6.32)

Для початку зазначимо, що лагранжiан СМ є iнварiантним вiдно-
сно звичайних перетворень групи 𝑈(1). При цьому розрiзняють два
окремих випадки.

Iнварiантнiсть вiдносно 𝑈𝐵+𝐿(1) перетворень, тобто 𝑓 → 𝑒𝑖(𝐵+𝐿)𝛼𝑓 ,
де 𝐵, 𝐿 значення барiонного та лептонного чисел вiдповiдного фер-
мiона є справедливою для СМ на класичному рiвнi, але порушується
для струму лiвокiральних частинок на квантовому рiвнi завдяки яви-
щу кiральної аномалiї (5.9), (5.10):∫︁

𝑑4𝑥⟨𝜕𝜇𝑗𝐵𝜇,𝐿 + 𝜕𝜇𝑗𝐿𝜇,𝐿𝑖⟩ = 2
𝑁𝑔𝑒𝑛
16𝜋2

∫︁
𝑑4𝑥𝑇𝑟[𝑉 𝜇𝜈𝑉𝜇𝜈 ] = −2𝑁𝑔𝑒𝑛𝑛, (6.33)

оскiльки в СМ з калiбрувальними полями групи 𝑆𝑈(2) взаємодiють
лише лiвi фермiони.

В результатi перетворення фермiонiв по групi 𝑈𝐵+𝐿(1) в слабкому
секторi можна формально розумiти як кiральнi перетворення лiвих
фермiонiв. Це генерує по механiзму Фуджiкави вiдповiдний доданок в
лагранжiанi i параметр 𝜃𝐸𝑊 змiнюється на 𝜃𝐸𝑊−2𝑁𝑓𝛼. Для реалiзацiї
механiзму Фуджiкави важливо, що згортка струму (6.33) не дорiвнює
нулю.

Оскiльки лагранжiан СМ є iнварiантним вiдносно перетворень по
𝑈𝐵+𝐿(1), то вiн не змiнюється i параметр 𝛼 може бути будь-яким. За
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допомогою нього можна зробити 𝜃𝐸𝑊 − 2𝑁𝑓𝛼 = 0, або сказати що
взаємодiя через 𝜃𝐸𝑊 втрачає фiзичний сенс [143]. В КХД так зробити
не можна, бо кiральнi перетворення в КХД змiнюють масову матрицю
кваркiв, що i фiксує вiдповiдну фазу 𝛼.

Тепер зрозумiло, що масова матриця лептонiв також могла бути не
ермiтовою i мiстити фазовий множник. Для позбавлення вiд фазового
множника потрiбно було б також робити вiдповiднi PQ перетворення,
що б змiнило параметр взаємодiї: 𝜃𝐸𝑊 = 𝜃𝐸𝑊 +𝐴𝑟𝑔(𝑑𝑒𝑡𝑀ℓ). Але це не
важливо, оскiльки навiть так модифiкований параметр 𝜃𝐸𝑊 можна
було б все одно прибрати перетворенням фермiонiв по 𝑈𝐵+𝐿(1).

Стосовно iнварiантностi вiдносно 𝑈𝐵−𝐿(1) перетворень, то лагран-
жiан СМ звичайно буде iнварiантним i вiдносно таких перетворень,
але вiдповiдний кiральний струм не матиме кiральної аномалiї, див.
(5.9), (5.10), ∫︁

𝑑4𝑥⟨𝜕𝜇𝑗𝐵𝜇,𝐿 − 𝜕𝜇𝑗𝐿𝜇,𝐿𝑖⟩ = 0. (6.34)

Вiдповiдно механiзм Фуджiкави не буде працювати i такi перетворе-
ння фермiонних полiв не призведуть до змiни параметра 𝜃𝐸𝑊 .
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6.2 Поведiнка сталих зв’язку при великих
енергiях

Ще 1974 роцi було зроблено припущення, що група симетрiї СМ
𝑈𝑌 (1) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑆𝑈𝐶(3) є справедливою лише на вiдносно невели-
кому масштабi енергiй, а на раннiх етапах розвитку Всесвiту (при
бiльших енергiях, або температурах) фiзика елементарних частинок
могла описуватися бiльш високою групою симетрiї, найпростiшим ва-
рiантом якої є група 𝐺 = 𝑆𝑈(5). Тодi при охолодженнi Всесвiту си-
метрiя групи 𝐺 могла спонтанно порушитись до вiдомої симетрiї СМ
𝑈𝑌 (1) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑆𝑈𝐶(3). В цьому полягає основна iдея побудови
теорiї великого об’єднання GUT (Grand Unification Theory) [144–146].

Якщо в це повiрити, то можна припустити, що в певнiй розширенiй
теорiї СМ (наприклад, в 𝑆𝑈(5) моделi) вiдповiднi сталi зв’язку збiга-
тимуться в одну точку на певному, досить великому масштабi енергiй
i дорiвнюватимуть одна однiй при бiльших енергiях.

Вже в 1991 роцi, базуючись на теорiї ренормалiзацiйної групи, були
зробленi теоретичнi передбачення поведiнки трьох сталих зв’язку СМ

𝛼1 =
5

3

𝑔′
2

4𝜋
=

5

3

𝛼

cos2 𝜃𝑊
; 𝛼2 =

𝑔2

4𝜋
=

𝛼

sin2 𝜃𝑊
; 𝛼3 =

𝑔𝑠
2

4𝜋
(6.35)

на великих масштабах енергiй в рамках СМ [147], див. Рис. 22. Коефi-
цiєнт 5/3 у визначеннi сталої 𝛼1 пов’язаний з нормуванням генератора
групи 𝑈1(𝑌 ) в теорiї з загальною групою симетрiї 𝐺, див. Роздiл 7.9.

Як виявилося, на великих масштабах енергiй 𝜇 ∼ 1015 ГеВ значе-
ння сталих зв’язкiв дiйсно наближаються одне до одного, хоча i не
зустрiчаються в однiй точцi [148,149]. Сам факт досить близьких зна-
чень сталих зв’язку при великих енергiях в рамках СМ наштовхує на
думку, що теорiї великого об’єднання мають право на iснування.

Найбiльш популярними теорiями великого об’єднання є теорiї, що
заснованi на групах 𝑆𝑈(5), 𝑆𝑂(10), 𝐸6, див., наприклад, [150,151].

Приклад теорiї великого об’єднання, заснованої на групi 𝑆𝑈(5),
буде розглянуто бiльш детально в Роздiлi 7.9.
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Рис. 22: Результат теоретичних розрахункiв еволюцiї сталих зв’язку
з ростом масштабу енергiї в СМ. Зображення взято з [152].

6.3 Проблема iєрархiї
СМ експериментально перевiрена до енергiй порядку 10 ТеВ. В

межах СМ немає частинок важчих за 𝑡-кварк. Виникає питання, чи
можуть бути важчi частинки у природi, або чи є масштаб iнших вза-
ємодiй? З загальних мiркувань вiдповiдь є позитивною, бо СМ описує
лише електрослабку, сильну та юкавiвську взаємодiю, але не включає
в себе гравiтацiйну взаємодiю.

На жаль, на даний час розроблена лише класична теорiя гравiта-
цiї. Побудова квантової теорiї гравiтацiї пов’язана з математичними
проблемами. Той факт, що гравiтацiйна взаємодiя є далекодiючою (як
i електромагнiтна взаємодiя) призводить до висновку, що переносни-
ком гравiтацiйної взаємодiї має бути безмасова1 гiпотетична частинка
(отримала назву гравiтон). З того, що джерелом гравiтацiї в рiвнян-
нях Ейнштейна є тензор другого порядку2 (тензор енергiї iмпульсу)
випливає, що гравiтон повинен мати спiн 2. Однак розрахунки в мо-
делi квантованої гравiтацiї показують зростання взаємодiї при збiль-
шеннi енергiї взаємодiючих частинок i призводять до розбiжностей
вiдповiдних iнтегралiв (до появи нескiнченностей в розрахунках спо-
стережуваних величин) при спробi врахувати обмiн двома чи бiльшою

1Данi спостережень гравiтацiйних хвиль вказують, що швидкiсть їх розповсю-
дження є близькою до швидкостi свiтла (1− 𝑣𝑔/𝑐 < 4 · 10−19), що дає обмеження
зверху на масу гравiтона 𝑚𝑔 < 1.2 · 10−22 еВ [153].

2Джерелом електромагнiтного поля з рiвнянь Максвелла є вектор струму. З
цього випливає, що фотон є векторною частинкою зi спiном 1.
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кiлькiстю гравiтонiв [154]. Окрiм математичних iснують i фундамен-
тальнi проблеми. Справа в тому, що гравiтацiйне поле проявляє себе
як кривизна простору-часу. Отже квантування гравiтацiйного поля
призведе i до квантування простору-часу.

Незважаючи на наведенi складнощi, з загальних мiркувань можна
знайти масштаб енергiй (мас), коли будуть проявляти себе квантовi
властивостi гравiтацiйного поля. Справдi, в нову теорiю має входити
гравiтацiйна стала 𝐺, стала Планка ℏ та швидкiсть свiтла 𝑐, як фун-
даментальнi сталi квантової та релятивiстської теорiї. З зазначених
сталих можна утворити наступну величину розмiрностi маси

𝑀𝑃 =

√︂
ℏ𝑐
𝐺
, (6.36)

що отримала назву маси Планка. Її чисельне значення дорiвнює𝑀𝑃 ≈
2.17647 · 10−8 кг, або, в енергетичних одиницях,

𝑀𝑃 ≈ 1.22091 · 1019ГеВ. (6.37)

В системi одиниць ℏ = 𝑐 = 1 закон гравiтацiйного притягання Ньюто-
на отримає вигляд

|𝐹𝑁 | =
1

𝑀2
𝑃

𝑚1𝑚2

𝑟2
, (6.38)

звiдки вiдразу випливає, що в фiзицi мiкросвiту гравiтацiйна взає-
модiя елементарних частинок СМ є нехтовно малою в порiвняннi з
iншими видами взаємодiї.

Проблема iєрархiї пов’язана з принципово рiзними масштабами
енергiй (мас) в СМ та теорiї квантової гравiтацiї. Справдi, характер-
ним масштабом КХД є Λ𝑄𝐶𝐷 ∼ 200 МеВ, масштаб слабкої взаємодiї
визначається масами переносникiв взаємодiї 𝑀𝑊 ,𝑀𝑍 ∼ 100 ГеВ. Ва-
куумне середнє поля Хiггса, що визначає юкавiвську взаємодiю ча-
стинок та забезпечує масу калiбрувальних полiв та полiв матерiї, є
порядку 𝜈 ≈ 250 ГеВ. З iншого боку маси частинок СМ лежать в
iнтервалi вiд 0.5 МеВ (електрон) до 172 ГеВ (𝑡-кварк). Як бачимо,
всi наведенi значення на багато порядкiв вiдрiзняються вiд значення
планкiвської маси. Згiдно зi СМ в дiапазонi енергiй вiд 250 ГеВ до 1019

ГеВ вiдсутнi новi частинки та новi взаємодiї. Зазначений енергетичний
промiжок отримав назву великої пустелi. Дуже дивним виглядає той
факт, що на такiй величезнiй енергетичнiй дiлянцi нiчого немає!
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6.4 Стабiльнiсть електрослабкого вакууму
Ефективний потенцiал поля Хiггса
До цього моменту ми розглянули спонтанне порушення симетрiї

та механiзм Хiггса в класичнiй теорiї, або без врахування радiацiйних
поправок до потенцiалу Хiггса. Саме врахування радiацiйних попра-
вок до потенцiалу Хiггса дозволить нам в подальшому розглянути
питання стабiльностi вакууму СМ [155,156].

Розглянемо поки нейтральне скалярне поле, яке не взаємодiє з iн-
шими полями. Квантовi поправки до його потенцiалу 𝑈(𝜙) будуть
надходити з петльових дiаграм на Рис.23.

Рис. 23: Квантовi поправки до класичного потенцiалу скалярного по-
ля зi взаємодiєю типу 𝜙4. Рис. взято з [155].

Нескiнченнi доданки, що виникатимуть при розрахунку петльових
дiаграм, модифiкують стартовий лагранжiан [157] скалярного поля та
потенцiал скалярного поля. Розрахунки в однопетльовому наближеннi
[155] показують, що

𝑉 (𝜙𝑐) = 𝑈(𝜙𝑐) +
1

2

∫︁
𝑑4𝑘

(2𝜋)4
ln

[︂
1 +

𝑈 ′′(𝜙𝑐)

𝑘2

]︂
, (6.39)

де 𝑉 (𝜙𝑐) – ефективний потенцiал, 𝑈(𝜙𝑐) – стартовий потенцiал, 𝜙𝑐 –
класичне скалярне поле (вакуумне середнє поля 𝜙𝑐 = ⟨0|𝜙|0⟩). Наве-
дений iнтеграл є розбiжним, якщо його регуляризувати обрiзанням та
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покласти верхню межу iнтегрування 𝑘2 = Λ2, отримаємо

𝑉 (𝜙𝑐) = 𝑈(𝜙𝑐) +
Λ2

32𝜋2
𝑈 ′′ +

(𝑈 ′′)2

64𝜋2

[︂
ln
𝑈 ′′

Λ2
− 1

2

]︂
(6.40)

плюс константа, яку можна прибрати перевизначенням потенцiалу.
Згiдно з теоремою Боголюбова-Парасюка [157] нескiнченнi поправ-

ки вiд петльових дiаграм (локальнi контрчлени) додаються до старто-
вого лагранжiану, модифiкують коефiцiєнти стартового лагранжiану
та повиннi повторювати структуру стартового лагранжiану. В нашо-
му випадку, нескiнченнi поправки мають вигляд

Λ2

32𝜋2
𝑈 ′′ +

(𝑈 ′′)2

64𝜋2
ln
𝑈 ′′

Λ2
. (6.41)

Тобто якщо стартовий потенцiал мiстить доданки у виглядi полiному
до 𝜙4 включно, то 𝑈 ′′ також буде мiстити полiном максимального
ступеня 𝜙4. Якщо ж стартовий потенцiал мiститиме доданки у виглядi
полiному вище 4 ступеня, то така теорiя буде неперенормовною.

Для потенцiалу типу (3.10) ми отримаємо такий вираз для ефе-
ктивного потенцiалу

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝑚2

2
𝜙2
𝑐 +

𝜆

4
𝜙4
𝑐 +

Λ2

32𝜋2
(𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐)+

+
(𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐)
2

64𝜋2

[︂
ln
𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐

Λ2
− 1

2

]︂
=

=
𝑚2

2
𝜙2
𝑐 +

𝜆

4
𝜙4
𝑐 +

(𝑚2 + 3𝜆𝜙2
𝑐)

2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐

Λ2
+ 𝑎𝜙2

𝑐 + 𝑏𝜙4
𝑐 , (6.42)

де коефiцiєнти 𝑎, 𝑏 є нескiнченними та мiстять в собi нескiнченний па-
раметр Λ. Коефiцiєнти 𝑎, 𝑏 модифiкують величини 𝑚2, 𝜆 в результатi
застосування процедури перенормування. Процедуру перенормуван-
ня можна провести декiлькома способами.

Перший пiдхiд. Iдея полягає в тому, що стартовi параметри ла-
гранжiану 𝑚, 𝜆 є не фiзичними. Радiацiйнi нескiнченнi петльовi по-
правки, доданi до потенцiалу, перетворюють стартовi параметри на
фiзичнi параметри лагранжiану 𝑚𝑅, 𝜆𝑅.

Фiзичне значення масового параметра за визначенням є

𝜕2𝑉

𝜕𝜙2
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

= 𝑚2
𝑅. (6.43)
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Фiзичне значення параметра самодiї є

𝜕4𝑉

𝜕𝜙4
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

= 6𝜆2𝑅. (6.44)

Явнi вирази (6.43), (6.44) для потенцiалу (6.42) є досить складни-
ми, але вони нам не потрiбнi. Ми шукатимемо додатковий мiнiмум
поля Хiггса, який може себе проявити при дуже великих значеннях
поля 𝜙𝑐. В цьому випадку домiнуючим буде доданок з 𝜙4

𝑐 i можна
одразу покласти 𝑚 = 0. Тому розглянемо ефективний потенцiал для
безмасової теорiї скалярного поля у виглядi

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝜆

4
𝜙4
𝑐 +

9𝜆2𝜙4
𝑐

64𝜋2
ln
𝜙2
𝑐

Λ2
+ 𝑎𝜙2

𝑐 + 𝑏𝜙4
𝑐 . (6.45)

Тодi
𝜕2𝑉

𝜕𝜙2
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

= 2𝑎 = 0. (6.46)

Оскiльки 𝜕4𝑉
𝜕𝜙4

𝑐
в точцi 𝜙𝑐 = 0 дорiвнює нескiнченностi, параметр са-

модiї визначимо в iншiй точцi, наприклад в 𝜙𝑐 = 𝑀 (𝑀 – довiльна
величина розмiрностi маси)

𝜕4𝑉

𝜕𝜙4
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=𝑀

= 6𝜆2𝑅 = 6𝜆+ 24𝑏+
9𝜆2

64𝜋2

(︂
100 + 24 ln

𝑀2

Λ2

)︂
. (6.47)

Пiдставивши 𝑎 = 0 та 𝑏 з (6.47) у ефективний потенцiал (6.45), отри-
маємо

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝜆𝑅
4
𝜙4
𝑐 +

9𝜆2𝜙4
𝑐

64𝜋2

(︂
ln

[︂
𝜙2
𝑐

𝑀2

]︂
− 25

6

)︂
. (6.48)

Як бачимо, отримали вираз, у який входять нефiзичний параметр
стартового лагранжiану 𝜆 та фiзичний параметр 𝜆𝑅, що вимiрює-
ться при значеннi 𝜙𝑐 = 𝑀 . Щоб уникнути цього, використаємо на-
ступний прийом. Припустимо, що ми виразили фiзичний параметр
𝜆𝑅 через ряд по 𝜆 . Тодi в першому порядку по сталiй 𝜆 матиме-
мо 𝜆𝑅 = 𝜆 + 𝑂(𝜆2). Пiдвiвши останнiй вираз до квадрату отримаємо
зв’язок в другому порядку 𝜆2𝑅 = 𝜆2 + 𝑂(𝜆3). Використавши це, ми
можемо переписати ефективний потенцiал (6.48) лише через 𝜆𝑅, див.
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також [158]:

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝜆𝑅
4
𝜙4
𝑐 +

9𝜆2𝑅𝜙
4
𝑐

64𝜋2

(︂
ln

[︂
𝜙2
𝑐

𝑀2

]︂
− 25

6

)︂
. (6.49)

Звiдки випливає iснування екстремуму потенцiалу, 𝜕𝑉 (𝜙𝑐)/𝜕𝜙𝑐 = 0,
у ще однiй точцi, окрiм 𝜙𝑐 = 0.

Другий пiдхiд. Iдея пiдходу полягає в тому, що ми записуємо
лагранжiан через фiзичнi параметри 𝑚𝑅, 𝜆𝑅, якi беруться експери-
ментально на певному масштабi енергiй 𝜇. При цьому до лагранжiану
штучно додають контрчлени, що вiдтворюють структуру лагранжiа-
ну. Їх мета залишити незмiнними значення 𝑚𝑅, 𝜆𝑅 вiд впливу радiа-
цiйних поправок. Отже, запишемо потенцiал з радiацiйними поправ-
ками у виглядi [156]

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝑚2
𝑅

2
𝜙2
𝑐 +

𝜆𝑅
4
𝜙4
𝑐 +

Λ2

32𝜋2
(𝑚2

𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙
2
𝑐)+

(𝑚2
𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙

2
𝑐)

2

64𝜋2

[︂
ln
𝑚2
𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙

2
𝑐

Λ2
− 1

2

]︂
+
𝛿𝑚2

2
𝜙2
𝑐 +

𝛿𝜆

4
𝜙4
𝑐 + 𝛿Ω. (6.50)

Накладемо умову, щоб в точцi 𝑚2
𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙

2
𝑐 = 𝜇2 даний потенцiал

мав вигляд класичний вигляд без радiацiйних поправок

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝑚2
𝑅

2
𝜙2
𝑐 +

𝜆𝑅
4
𝜙4
𝑐 . (6.51)

Тодi перенормований потенцiал на довiльному масштабi не має мiсти-
ти нескiнченний параметр регуляризацiї Λ та має зводитися до виразу
(6.51) при 𝑚2

𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙
2
𝑐 = 𝜇2. Не складно вгадати його вигляд

𝑉 (𝜙𝑐) =
𝑚2
𝑅

2
𝜙2
𝑐 +

𝜆𝑅
4
𝜙4
𝑐 +

(𝑚2
𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙

2
𝑐)

2

64𝜋2
ln
𝑚2
𝑅 + 3𝜆𝑅𝜙

2
𝑐

𝜇2
. (6.52)

Отже, фiзичний потенцiал має задовiльняти умовам

𝑉 (𝜙𝑐)|𝜙𝑐=0 =
𝑚4
𝑅

64𝜋2
ln
𝑚2
𝑅

𝜇2
, (6.53)

𝑑2𝑉 (𝜙𝑐)

𝑑𝜙2
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

= 𝑚2
𝑅 + 12𝜆𝑚2

𝑅

ln
𝑚2
𝑅

𝜇2 + 1
2

64𝜋2
, (6.54)

𝑑4𝑉 (𝜙𝑐)

𝑑𝜙4
𝑐

⃒⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

= 6𝜆𝑅 + 108𝜆2𝑅
3 + 2 ln 𝑚2

𝜇2

64𝜋2
. (6.55)
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Наступним кроком потрiбно знайти значення 𝑉 (𝜙𝑐)|𝜙𝑐=0, а також
𝑑2𝑉 (𝜙𝑐)
𝑑𝜙2

𝑐

⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

та 𝑑4𝑉 (𝜙𝑐)
𝑑𝜙4

𝑐

⃒⃒⃒
𝜙𝑐=0

для потенцiалу (6.50), прирiвняти отри-

манi вирази до (6.53) – (6.55) та розв’язати отриману систему рiвнянь
вiдносно 𝛿𝑚, 𝛿𝜆 та 𝛿Ω. Пiдставивши отриманi значення 𝛿𝑚, 𝛿𝜆 та 𝛿Ω
в потенцiал (6.50) можна переконатися, що ми справдi отримаємо по-
тенцiал у виглядi (6.52).

Узагальнення за наявностi додаткових полiв
За наявностi в лагранжiанi додаткових полiв, що взаємодiють зi

скалярним полем Хiггса, петльовi дiаграми, якi визначатимуть ефе-
ктивний потенцiал скалярного поля Хiггса, будуть також мiстити лiнiї
додаткових полiв. Вiдповiдно, наявнiсть додаткових полiв у лагран-
жiанi змiнюватиме ефективний потенцiал поля Хiггса.

Розглянемо ситуацiю, коли iснує декiлька скалярних полiв, але ли-
ше одне з них має ненульове вакуумне середнє. Потенцiал скалярних
полiв запишемо як

𝑉 (|𝜑|2) = −𝜇2Φ+Φ+ 𝜆[Φ+Φ]2 =

− 𝜇2

2
(𝜙2

1 + 𝜙2
2 + ...+ 𝜙2

𝑁 ) +
𝜆

4
(𝜙2

1 + 𝜙2
2 + ...+ 𝜙2

𝑁 )2, (6.56)

де Φ = (𝜙1, 𝜙2, ..., 𝜙𝑁 ).
Радiацiйнi поправки до даного потенцiалу визначаються (6.40) з

дiагональними другими похiдними 𝑈 ′′
𝜙𝑖,𝜙𝑖 , де треба провести пiдсумо-

вування за всiма скалярними полями, а другi похiднi беруться в точцi
Φ𝐶 = (0, 0, ..., 𝜙𝑐) [68, 155,156,159]. Оскiльки

𝑈 ′′
𝜙𝑁 ,𝜙𝑁

⃒⃒
Φ𝑐

= −𝜇2 + 3𝜆 𝜙2
𝑐 , 𝑈 ′′

𝜙𝑖,𝜙𝑖

⃒⃒
Φ𝑐

= −𝜇2 + 𝜆𝜙2
𝑐 , 𝑖 ̸= 𝑁, (6.57)

тому радiацiйна поправка до потенцiалу (пiсля перенормування) вiд
скалярних полiв матиме вигляд, див. (6.52),

𝑉𝑠𝑐𝑎𝑙 =
(𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐)
2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2
+

(𝑁 − 1)
(𝑚2 + 𝜆𝜙2

𝑐)
2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2
. (6.58)
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Поправка до ефективного потенцiалу вiд внеску векторних полiв
з масою 𝑚𝑉 = 𝑔𝑣𝜙𝑐 [156]:

𝑉𝑣𝑒𝑐 =
3(𝑔𝑣𝜙𝑐)

4

64𝜋2
ln
𝜙2
𝑐

𝜇2
, (6.59)

де фактор 3 з’явився в результатi згортки 𝑔𝜇𝜈(𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜈𝑘𝜇/𝑘2). Безма-
совi векторнi поля не дають внеску в ефективний потенцiал.

Поправка до ефективного потенцiалу вiд внеску фермiонних полiв
з масою 𝑚𝑓 = 𝑔𝑓𝜙𝑐 буде вiд’ємною, оскiльки петля з фермiонних лiнiй
має додатковий знак мiнус у порiвняннi з петлею з бозонних лiнiй:

𝑉𝑓𝑒𝑟𝑚 = −4(𝑔𝑓𝜙𝑐)
4

64𝜋2
ln
𝜙2
𝑐

𝜇2
, (6.60)

де 4 виникла внаслiдок згортки одиничної матрицi 4× 4 з простору 𝛾
матриць.

Таким чином, врахувавши всi можливi поправки до ефективного
потенцiалу поля Хiггса, отримаємо [156]

𝑉𝑒𝑓𝑓 =
𝑚2

2
𝜑2𝑐 +

𝜆

4
𝜙4
𝑐 +

𝐵𝜙4
𝑐

64𝜋2
ln
𝜙2
𝑐

𝜇2
+

(𝑚2 + 3𝜆𝜙2
𝑐)

2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2

+ (𝑁 − 1)
(𝑚2 + 𝜆𝜙2

𝑐)
2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2
, (6.61)

де 𝐵 = 3
∑︀
𝑣 𝑔

2
𝑣 − 4

∑︀
𝑓 𝑔

2
𝑓 .

Ефективний потенцiал поля Хiггса в СМ
Запишемо ефективний потенцiал скалярного поля Хiггса для ви-

падку Стандартної моделi. В СМ присутнi 4 скалярнi поля (масивне
поле Хiггса ℎ, та три безмасовi голдстоунiвськi бозони 𝜙+, 𝜙−, 𝜙𝑧),
тобто 𝑁 = 4. В СМ присутнi одне безмасове векорне поле (фотони) –
не дає внеску в ефективний потенцiал, та три масивнi векторнi поля:
поле 𝑊− та 𝑊+ бозонiв з масою 𝑀𝑊 = 𝑔𝑣/2 та сталою 𝑔𝑊 = 𝑔/2, поле
𝑍 бозонiв з масою 𝑀𝑍 =

√︀
𝑔2 + 𝑔′2𝑣/2 та сталою 𝑔𝑍 =

√︀
𝑔2 + 𝑔′2/2. В

СМ присутнi фермiоннi поля матерiї, але їх внесок пропорцiйний 𝑔4𝑓 ,
де 𝑔𝑓 = 𝑚𝑔/𝑣. Оскiльки залежнiсть 4-го ступеня, то можна врахувати
лише внесок найважчого фермiона, тобто 𝑡𝑜𝑝 кварка. Оскiльки маса
𝑡𝑜𝑝 кварка 𝑚𝑡 = 𝑌𝑡𝑣/

√
2, то 𝑔𝑡 = 𝑌𝑡/

√
2, де 𝑌𝑡 – юкавiвська стала для
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𝑡𝑜𝑝 кварка. Внаслiдок того, що 𝑡𝑜𝑝 кварк може мати три можливих
кольори, це дає додатковий множник 3.

Врахувавши все сказане, можна записати ефективний потенцiал
скалярного поля Хiггса для випадку СМ у виглядi [155,156]:

𝑉 𝑆𝑀𝑒𝑓𝑓 =
𝑚2

2
𝜑2𝑐 +

𝜆

4
𝜙4
𝑐 + 3

2𝑔4 + (𝑔2 + 𝑔′2)2

1024𝜋2
𝜙4
𝑐 ln

𝜙2
𝑐

𝜇2
− 3

𝑌 4
𝑡

64𝜋2
𝜙4
𝑐 ln

𝜙2
𝑐

𝜇2
+

(𝑚2 + 3𝜆𝜙2
𝑐)

2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 3𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2
+ 3

(𝑚2 + 𝜆𝜙2
𝑐)

2

64𝜋2
ln
𝑚2 + 𝜆𝜙2

𝑐

𝜇2
, (6.62)

Покращений запис ефективного потенцiалу поля Хiггса
методом теорiї ренормгрупи

Як буде показано далi, ефективний потенцiал може мати другий
мiнiмум при дуже великих значеннях скалярного поля 𝜙𝑐. Для цього
треба враховувати вищi порядки теорiї збурень та враховувати дiа-
грами з бiльшою кiлькiстю петель. Внесок вiд 𝑛-петльової дiаграми
пропорцiйний 𝑔𝑛+1

𝑖 ln𝑛
𝜙2
𝑐

𝜇2 , де 𝜇 – масштаб енергiй, на якому розглядає-
ться ефективний потенцiал, 𝑔𝑖 – сталi зв’язку лагранжiану. Вiдповiдно
для застосовностi теорiї збурень вимагається не лише малiсть сталих
зв’язку 𝑔𝑖 < 1, а й малiсть величини 𝑔𝑖 ln

𝜙2
𝑐

𝜇2 < 1. Для будь-якого фi-
ксованого значення 𝜙𝑐 можна обрати значення 𝜇, для якого цi умови
виконуються. Але для того, щоб проаналiзувати теорiю на промiжку
значень полiв вiд 𝜙𝑐,1 до 𝜙𝑐,2 має виконуватися умова 𝑔𝑖 ln

𝜙2
𝑐,2

𝜙2
𝑐,1

< 1,
що не виконуватиметься для нашої задачi.

Коректний пiдхiд до запису ефективного потенцiалу на великих
масштабах полiв (енергiй) базується на застосуваннi ренормалiзацiй-
ної групи [156,160].

Iдея пiдходу ренормалiзацiйної групи полягає в тому, що повна
функцiя ефективного потенцiалу не має змiнюватися при змiнi мас-
штабу енергiй 𝜇:

𝑑𝑉

𝑑𝜇
= 0, (6.63)

що призводить до рiвняння Каллана-Сiманчика(︂
𝜇
𝜕

𝜕𝜇
+ 𝛽𝑔𝑖

𝜕

𝜕𝑔𝑖
+𝑚2𝛾𝑚

𝜕

𝜕𝑚2
+ 𝜙𝑐𝛾

𝜕

𝜕𝜙𝑐

)︂
𝑉𝑒𝑓𝑓 = 0, (6.64)
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де

𝛽𝑔𝑖 = 𝜇
𝑑𝑔𝑖(𝜇)

𝑑𝜇
, 𝛾𝜙𝑐(𝜇) = 𝜇

𝑑𝜙𝑐(𝜇)

𝑑𝜇
, 𝛾𝑚𝑚

2(𝜇) = 𝜇
𝑑𝑚2(𝜇)

𝑑𝜇
. (6.65)

Диференцiйнi рiвняння ренормалiзацiйної групи є абсолютно то-
чними. Вiдповiдно, знаючи значення величин 𝛽, 𝛾𝑚, 𝛾 i значення ефе-
ктивного потенцiалу в точцi 𝜙𝑐,1 можна знайти точне значення ефе-
ктивного потенцiалу в будь-якiй точцi 𝜙𝑐,2. На практицi ж значен-
ня величин 𝛽, 𝛾𝑚, 𝛾 вiдомi у виглядi перших доданкiв ряду за ста-
лою зв’язку 𝑔𝑖 i, вiдповiдно, розв’язок рiвняння Каллана-Сiманчика
буде наближеним, але умовою його застосування буде 𝑔𝑖 < 1, а не
𝑔𝑖 ln

𝜙2
𝑐,2

𝜙2
𝑐,1

< 1, що значно розширює масштаб енергiй, на яку можна ви-
користовувати покращений ефективний потенцiал скалярного поля.

Рис. 24: На лiвому малюнку схематично продемонстровано поведiн-
ку сталої взаємодiї 𝜆. Показано, що при 𝜇 ∼ 1011 ГеВ стала 𝜆 стає
вiд’ємною. На правому рисунку схематично показано поведiнку ефе-
ктивного потенцiалу поля Хiггса та наявнiсть другого мiнiмуму в то-
чцi 𝜙𝑐 ∼ 1030 ГеВ. Рис. взято з [156].

Використавши вiдомi функцiї 𝛽, 𝛾𝑚, 𝛾 та розв’язавши рiвняння
Каллана-Сiманчика отримаємо

𝑉 𝑆𝑀𝑒𝑓𝑓 =
𝑚2(𝑡)

2
𝐺2(𝑡)𝜙2

𝑐 +
𝜆(𝑡)

4
𝐺4(𝑡)𝜙4

𝑐 , (6.66)

де 𝑡 = ln(𝜙𝑐/𝜇), а 𝑚(𝑡), 𝜆(𝑡) та 𝐺(𝑡) – вiдомi функцiї, що отримую-
ться чисельними розрахунками [156]. Результатом розрахункiв є те,
що при масштабi 𝜇 ∼ 1011 ГеВ параметр 𝜆 стає вiд’ємним, а ефектив-
ний потенцiал Хiггса отримує другий мiнiмум при 𝜙𝑐 ∼ 1030 ГеВ, див.
Рис.24.
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Рис. 25: Iлюстрацiя положення хибного та справжнього вакууму для
схематичного потенцiалу поля Хiггса.

Вiдповiдно, надзвичайно важливим стає питання стабiльностi ва-
кууму вiдносно другого мiнiмуму потенцiалу поля Хiггса. Справа в
тому, що якщо вiдомий нам мiнiмум потенцiалу поля Хiггса в око-
лi точки 𝜙𝑐 = 246 ГеВ не такий глибокий, як мiнiмум в околi точки
𝜙𝑐 = 1030 ГеВ, то за рахунок тунельного ефекту з часом система
перейде в стан бiльш глибокого мiнiмуму потенцiалу. В цьому випад-
ку стан системи в околi точки мiнiмуму 𝜙𝑐 = 246 ГеВ називається
метастабiльним станом, а вiдповiдний вакуумний стан називається
хибним вакуумом. Вакуумний же стан в точцi бiльш глибокого мiнi-
муму в околi точки 𝜙𝑐 = 1030 ГеВ називається справжнiм вакуумом,
див. Рис.25. Перехiд зi стану хибного вакууму у стан справжнього ва-
кууму називається розпадом хибного вакууму. Ширина розпаду ви-
значається як Γ = 𝐴𝑒−𝐵 , де 𝐴, 𝐵 були розрахованi в [161, 162]. Про-
цес розпаду хибного вакууму вiдбувається через механiзм зародження
бульбашок зi справжнiм вакуумом за рахунок iнстантонних ефектiв.
Якщо радiус такої бульбашки стане бiльшим за певний критичний
радiус, вона вибухово почне зростати в розмiрах зi швидкiстю свiтла,
якщо ж радiус буде меншим за критичний радiус, то така бульбашка
буде зменшуватися та зникне [163–166]. Оскiльки маси фермiонних
полiв, бозонiв слабкої взаємодiї, поля Хiггса, а також стала Фермi та
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юкавiвська взаємодiя визначаються вакуумним середнiм поля Хiгг-
са, то перехiд поля Хiггса в нову точку мiнiмуму потенцiалу матиме
величезний вплив для нашого Всесвiту.

Вiдповiдно, ключовими є наступнi питання. Якого типу вакуум,
хибний чи справжнiй, визначає потенцiал Хiггса в околi точки еле-
ктрослабкого мiнiмуму 𝜙𝑐 = 246 ГеВ? Якщо стан вакууму поля Хiгг-
са в околi точки 𝜙𝑐 = 246 ГеВ є метастабiльним, то яким буде час його
розпаду?

Стабiльнiсть електрослабкоговакууму поля Хiггса в СМ
Як виявилось, вiдповiдь на питання стабiльностi вакууму поля

Хiггса в СМ дуже чутлива до точних значень маси бозона Хiггса 𝑚𝐻

та маси 𝑡-кварка 𝑚𝑡.
В залежностi вiд значення потенцiалу Хiггса в точцi другого мi-

нiмуму 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜙𝑚𝑖𝑛) З самих загальних мiркувань розрiзняють три мо-
жливi областi параметрiв в площинi (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡):

• Мiнiмум потенцiалу поля Хiггса в точцi 𝜈 = 246 ГеВ є глибшим в
порiвняннi зi значенням в точцi другого мiнiмуму 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜙𝑚𝑖𝑛) >
𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜈). Цей випадок називають областю абсолютної стабiль-
ностi.

• Мiнiмум потенцiалу поля Хiггса в точцi другого мiнiмуму є глиб-
шим в порiвняннi зi значенням потенцiалу в точцi 𝜈 = 246 ГеВ
𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜙𝑚𝑖𝑛) < 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜈). Час перебування в станi з мiнiмумом в то-
чцi 𝜈 = 246 ГеВ є бiльшим за час життя Всiсвiту 𝜏 > 𝑇𝑈 . Цей
випадок називають областю метастабiльного стану.

• Мiнiмум потенцiалу поля Хiггса в точцi другого мiнiмуму є глиб-
шим в порiвняннi зi значенням потенцiалу в точцi 𝜈 = 246 ГеВ
𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜙𝑚𝑖𝑛) < 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜈). Час перебування в станi з мiнiмумом в то-
чцi 𝜈 = 246 ГеВ є меншим за час життя Всiсвiту 𝜏 < 𝑇𝑈 . Цей
випадок називають областю нестабiльностi.

Результат аналiзу стабiльностi вакууму поля Хiггса в околi точки
електрослабкого мiнiмуму 𝜈 = 246 ГеВ представлений в [167] та на
Рис.26. Лiнiя мiж областями стабiльностi та метастабiльностi визна-
чається умовою 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜙𝑚𝑖𝑛) = 𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝜈). Лiнiя мiж областями нестабiль-
ностi та метастабiльностi визначається умовою 𝜏 = 𝑇𝑈 . Вiдомi на час
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Рис. 26: Областi стабiльностi вакууму поля Хiггса в околi точки еле-
ктрослабкого мiнiмуму 𝜈 = 246 ГеВ [167] в площинi (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡). Вiдомi
на час значення (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡) вказуюють на те, що вакуум поля Хiггса
знаходиться в метастабiльному станi ближче до областi абсолютної
стабiльностi.

значення (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡), а саме

𝑚𝑒𝑥𝑝
𝐻 = 125.7± 0.25ГеВ, 𝑚𝑒𝑥𝑝

𝑡 = 173.34± 1.3ГеВ

вказують на те, що вакуум поля Хiггса знаходиться в метастабiльному
станi ближче до областi абсолютної стабiльностi.

Отриманий результат був отриманий без врахування гравiтацiй-
них ефектiв у Всесвiтi. Врахування гравiтацiйної взаємодiї має стабi-
лiзацiйний ефект, що призводить до збiльшення часу життя Всесвi-
ту. Зокрема, розрахунок часу життя електрослабкого вакууму в СМ
у плоскому просторi-часi (без урахування гравiтацiйних ефектiв) дає
𝜏 = 𝑒639𝑇𝑈 . Розрахунок часу життя з урахуванням гравiтацiйних ефе-
ктiв дає 𝜏 = 𝑒661𝑇𝑈 [156].

Величезне значення часу життя електрослабкого вакууму в рам-
ках СМ звичайно не може не радувати. З iншої точки зору слiд зверну-
ти увагу на дивовижно гарне значення спостережуваних параметрiв
(тут має мiсце тонке налаштування, fine-tuning) (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡), оскiльки
незначне вiдхилення вiд iснуючого значення могло б привести до то-
го, що Всесвiт у нинiшньому станi не змiг би довго iснувати. Аби
перехiд вакууму з хибного (електрослабкого) стану в справжнiй стан
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справдi б вiдбувся, це б призвело до величезного вивiльнення енергiї у
Всесвiтi (справжнiй вакуумний стан має нижчу енергiю) та до змiни
значення мас всiх елементарних частинок! Це б мало катастрофiчне
значення для нашого iснування.

Вплив нової фiзики на стабiльнiсть електрослабкого
вакууму поля Хiггса

По-перше, з аналiзу Рис.26 та формули (6.62) випливає, що аби
iснувала фермiонна частинка з масою бiльшою за масу 𝑡-кварка (на-
приклад, новий лептонний та кварковий дублет, щоб не суперечити
вимозi скорочення кiральної аномалiї в СМ), а маса бозона Хiггса за-
лишалася б сталою, то точка на дiаграмi (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡) пiднялася б угору в
область нестабiльностi. Тобто навiть незначна змiна лагранжiану СМ
насправдi сильно впливає на положення точки на дiаграмi (𝑚𝐻 ,𝑚𝑡)
та на час життя електрослабкого вакууму.

По-друге, на час електрослабкого вакууму також впливатиме нова
фiзика на великих масштабах. Розглянемо це детальнiше.

Вплив операторiв вищих розмiрностей
Як вже зазначалося, при великих енергiях (великих значеннях по-

ля Хiггса), квадратичним доданком поля Хiггса можна знехтувати i
потенцiал набуває простого вигляду

𝑉𝑆𝑀 (𝜙) =
𝜆𝑆𝑀 (𝜙)

4
𝜙4. (6.67)

За рахунок врахування радiацiйних поправок та розв’язку рiвняння
ренормалiзацiйної групи параметр самодiї 𝜆 залежить вiд масштабу
енергiй та набуває вигляду [168]:

𝜆𝑆𝑀 (𝜙) = 𝜆* + 𝛼

(︂
ln

𝜙

𝑀𝑃𝑙

)︂2

+ 𝛽

(︂
ln

𝜙

𝑀𝑃𝑙

)︂4

, (6.68)

де 𝑀𝑃 =
√︀
ℏ𝑐/𝐺 = 1.22 · 1019ГеВ – маса Планка, 𝜆* = −0.013, 𝛼 =

1.4 ·10−5, 𝛽 = 6.3 ·10−8. Потенцiал (6.67) веде себе так як предствлено
на Рис.24 та перетинає нуль в точках 𝜙 = 7.7 ·1010 ГеВ та 𝜙 = 1.9 ·1027
ГеВ. Саме для такого потенцiалу були побудованi областi стабiльностi
електрослабкого вакууму на Рис.26.

Припустимо тепер, що iснує нова фiзика на великих масштабах
енергiй, а саме: iснують новi важкi частинки, що взаємодiють з полем

223



Хiггса. Тодi їх ефективна взаємодiя буде схожа на 4-фермiонну взає-
модiю Фермi, але в нашому випадку характерним масштабом взаємо-
дiї можна обрати масштаб Планка. В результатi нашого припущення
ми отримаємо додатковi оператори розмiрностi 6 та 8:

𝑉𝑁𝑃 (𝜙) =
𝜆6
6

𝜙6

𝑀2
𝑃

+
𝜆8
8

𝜙8

𝑀4
𝑃

. (6.69)

Очевидно, що у випадку, коли 𝜆6 < 0 та 𝜆8 > 0 виплив ефективного
потенцiалу буде призводити до зменшення часу життя електрослаб-
кого вакууму.

В результатi ефективний потенцiал набуде вигляду

𝑉𝑒𝑓𝑓 = 𝑉𝑆𝑀 + 𝑉𝑁𝑃 (𝜙) =
𝜙4

4

[︂
𝜆* + 𝛼 ln2

𝜙

𝑀𝑃𝑙
+ 𝛽 ln4

𝜙

𝑀𝑃𝑙
+

2

3
𝜆6

𝜙2

𝑀2
𝑃

+
1

2
𝜆8

𝜙4

𝑀4
𝑃

]︂
. (6.70)

Звичайно, значення параметрiв 𝜆6 та 𝜆8 є невiдомими, але виявля-
ється, що час життя електрослабкого вакууму є дуже чутливим до чи-
слових значень цих параметрiв ефективного потенцiалу, див. Рис.27.
Як можна побачити з таблицi, вплив гравiтацiї завжди збiльшує час
життя електрослабкого вакууму, однак iснують областi значень 𝜆6 < 0
та 𝜆8 > 0, коли час життя вакууму навiть з урахуванням гравiтацiй-
них ефектiв є настiльки малим, що супречить спостережуваним да-
ним. Нагадаємо, що час життя Всесвiту 𝑇𝑈 ≈ 13.8 мiльярдiв рокiв
≈ 4.35 · 1017 секунди.

Вплив нових важких частинок на стабiльнiсть вакууму
В якостi прикладу нової фiзики на великих масштабах наводять

додатковий (модельний) до СМ лагранжiан з новими скалярним та
фермiонним полями з масами порядку маси Планка, що взаємодiють
з полем Хiггса [169]:

∆ℒ =
𝑀2
𝑆

2
𝑆2 +

𝜆𝑆
4
𝑆4 + 2𝑔𝑆

(︀
𝐻† ·𝐻

)︀
𝑆2

+𝑀𝑓

(︀
𝜓𝐿𝜓𝑅 + 𝜓𝑅𝜓𝐿

)︀
+
√
2𝑔𝑓

(︀
Ψ̄𝐿 ·𝐻 𝜓𝑅 + 𝜓𝑅𝐻

† ·Ψ𝐿
)︀
, (6.71)

де 𝐻 – дублет поля Хiггса, 𝜆𝑆 – стала взаємодiї нового скалярного
поля 𝑆, 𝑔𝑆 – стала зв’язку мiж дублетом поля Хiггса та скаляром

224



Рис. 27: Час життя електрослабкого вакууму в залежностi вiд значень
параметрiв ефективного потенцiалу 𝜆6 та 𝜆8, що генеруються новою
фiзикою на великому масштабi енергiй [156].

𝑆, 𝜓 – синглетне фермiонне поле з масою 𝑀𝑓 , Ψ𝐿 – компонента з
лiвою кiральнiстю 𝑆𝑈(2) фермiонного дублета, 𝑔𝑓 – юкавiвська стала
зв’язку мiж полем фермiонного дублета Ψ та полем Хiггса 𝐻.

В цьому випадку однопетльова поправка до ефективного потенцi-
алу поля Хiггса матиме вигляд

𝑉1(𝜑) =

(︀
𝑀2
𝑆 + 2𝑔𝑆𝜑

2
)︀2

64𝜋2

[︂
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2
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−
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)︁2

16𝜋2

[︃
ln
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𝑀2
𝑓 + 𝑔2𝑓𝜑

2

𝑀2
𝑆

)︃
− 3

2

]︃
, (6.72)

де перенормування вiдбувається на масштабi 𝜇 =𝑀𝑆 . Звертаємо ува-
гу, що внесок вiд скалярного поля позитивний i має збiльшувати час
життя електрослабкого вакууму, а внесок вiд фермiонного поля при-
зводить до зменшення часу життя електрослабкого вакууму.

Якщо параметри додаткового лагранжiану обрати у виглядi 𝑀𝑆 =
1.2 · 1018 ГеВ, 𝑀𝑓 = 0.6 · 1017 ГеВ, 𝑔𝑆(𝑀𝑆) = 0.97, 𝑔2𝑓 (𝑀𝑆) = 0.48,
𝜆𝑆𝑀 (𝑀𝑆) = −0.0151, то ефективний потенцiал поля Хiггса матиме
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новий мiнiмум (нижче за електрослабкий мiнiмум) в точцi 𝜑𝑚𝑖𝑛 ∼
0.4 · 1019 ГеВ. Час життя електрослабкого вакууму в цьому випадку
буде 𝜏 ∼ 10180 𝑇𝑈 .

Якщо ж в попередньому прикладi всi параметри залишити без
змiн, а лише змiнити масу фермiона 𝑀𝑓 = 2.4 · 1015 ГеВ, то отрима-
ємо час життя електрослабкого вакууму 𝜏 ∼ 10−65 𝑇𝑈 , що звичайно
суперечить даним спостережень.

Як бачимо час життя електрослабкого вакууму є дуже чутливим
до нової фiзики на рiзних енергетичних масштабах.

Вплив взаємодiї поля Хiггса з кривиною простору-часу на
стабiльнiсть вакууму

В загальному випадку можна несуперечливим чином ввести взає-
модiю скалярного поля з кривиною простору-часу [170, 171]. Лагран-
жiан скалярного поля, що взаємодiє з кривиною простору-часу мати-
ме вигляд

ℒ = 𝐷𝜇Ψ†𝐷𝜇Ψ−
(︀
𝑚2 + 𝜉𝑅

)︀
Ψ†Ψ ,

генерує рiвняння руху{︀
𝐷𝜇𝐷

𝜇 + (𝑚2 + 𝜉𝑅(x)
}︀
𝜓𝜆(x) = 0 (6.73)

та визначає тензор енергiї-iмпульсу у виглядi

𝑇𝜇𝜈 = (𝐷𝜇Ψ)†𝐷𝜈Ψ+ (𝐷𝜈Ψ)†𝐷𝜇Ψ− 𝑔𝜇𝜈ℒ+
+ 𝜉 (𝑔𝜇𝜈𝐷𝜌𝐷𝜌 −𝐷𝜇𝐷𝜈 −𝑅𝜇𝜈)Ψ†Ψ, (6.74)

де 𝑅𝜇𝜈 – тензор Рiччi, 𝑅 = 𝑔𝜇𝜈𝑅
𝜇𝜈 – скалярна кривина простору-часу,

𝜉 – стала зв’язку скалярного поля з кривиною простору-часу.
Цiкавим є те, що якщо у виразi для тензора енергiї-iмпульсу покла-

сти 𝑅 = 0 (випадок плоского простору-часу), то залежнiсть густини
енергiї скалярного поля (компонента 𝑇 00) вiд параметра 𝜉 залиши-
ться. Тобто для випадку плоского простору часу 𝜉 виступає певним
довiльним параметром, що може змiнювати густину енергiї скалярно-
го поля! Єдиним видiленим з фiзичної точку зору випадком є значе-
ння 𝜉𝑐 = (𝑑− 1)/(4𝑑), де 𝑑 – просторова розмiрнiсть. В цьому випадку
модель скалярного поля є конформно iнварiантною. Для нашого ви-
падку (3 + 1)-вимiрного простору-часу 𝑑 = 3, отже 𝜉𝑐 = 1/6.

Розглянемо вплив сталої зв’язку скалярного поля з кривиною про-
стору-часу на час життя електрослабкого вакууму [172]. Виявляється,
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що в рамках СМ додавання до лагранжiану доданку −𝜉𝐻+𝐻 пра-
ктично не впливає на час життя електрослабкого вакууму, але цей
доданок має величезне стабiлiзуюче значення у випадку модифiкацiї
лагранжiану СМ.

Наприклад, при додаваннi до ефективного потенцiалу поля Хiггса
операторiв вищої розмiрностi (6.70) з параметрами 𝜆6 = −1.2, 𝜆8 = 1
матимемо, згiдно з Рис.27, надзвичайно малий час життя електро-
слабкого вакууму 𝜏 = 10−58𝑇𝑈 . Якщо ж до даної моделi додати в
лагранжiан доданок −𝜉𝐻+𝐻, отримаємо час життя електрослабкого
вакууму в залежностi вiд значення параметра 𝜉, що представлений
на Рис.28. Як можна побачити, при |𝜉| > 1 час життя електрослаб-
кого вакууму стабiлiзується i приблизно вiдповiдає часу життя, що
розраховується в рамках СМ.
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Рис. 28: Час життя електрослабкого вакууму для значень параметрiв
ефективного потенцiалу 𝜆6 = −1.2 та 𝜆8 = 1, що генеруються новою
фiзикою на великому масштабi енергiй, в залежностi вiд значення ста-
ла зв’язку скалярного поля з кривиною простору-часу. На нижньому
малюнку горизонтальна лiнiя визначає значення при якому 𝜏 = 𝑇𝑈 .
Рис. взято з [156].
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РОЗДIЛ 7

Варiанти розширення СМ. Можливi взаємодiї
частинок нової фiзики з частинками СМ

Вступ

Наведенi вище проблеми СМ вказують на те, що СМ є неповною
теорiєю i має бути розширена. Найбiльш ймовiрно, що окрiм вiдо-
мих частинок СМ iснує так званий "прихований"сектор СМ з однiєю
або багатьма частинками, що поки не пiддаються експериментально-
му спостереженню.

На питання "Чому ми частинки нової фiзики не спостерiгаємо в
експериментi?" є двi можливi вiдповiдi, див. Рис. 29. Частинки нової
фiзики можуть бути важкими (з масами, що суттєво перевищують
енергiї зiткнення частинок в сучасних прискорювачах) та мати не ду-
же малi значення сталих зв’язку з частинками СМ. В цьому випадку,
зазначенi частинки не можуть бути народженi на iснуючих приско-
рювачах, а для того, щоб їх безпосередньо спостерiгати та шукати їх
прояви, потрiбно створювати все бiльш i бiльш потужнi прискорювачi.
Такi експерименти при великих енергiях зiткнень частинок отримали
назву energy frontier experiments. Але потрiбно розумiти, що можли-
востi людства в такому напрямку дослiджень є обмеженими. Справдi,
на Великому Адронному Колайдерi енергiя зiткнень протонiв стано-
вить близько 14 ТеВ, а майбутнiй (орiєнтовно 2070 рiк) бiльш по-
тужний прискорювач ("Майбутнiй кiльцевий колайдер"— Future Ci-
rcular Collider) матиме енергiю протонних зiткнень лише порядку 100
ТеВ. При цьому маса частинок нової фiзики може бути як завгодно
великою i обмежена лише планкiвськими масштабами.

Iнша вiдповiдь на поставлене питання полягає в тому, що частинки
нової фiзики можуть бути достатньо легкими (їх можна утворювати
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Рис. 29: Можливi областi параметрiв частинок фiзики за межами
Стандартної Моделi. По горизонтальнiй вiсi вiдкладенi значення мас
нових частинок, а по вертикальнiй вiсi – їх сталi зв’язку взаємодiї з
частинками СМ. Зеленiй областi вiдповiдають частинки СМ.

на сучасних прискорювачах) та надзвичайно слабко взаємодiяти з ча-
стинками СМ. В цьому випадку, вiдповiднi реакцiї за участю нових
частинок вiдбуватимуться дуже рiдко (саме тому вони досi i не спо-
стерiгалися в експериментах). Важливим є те, що пошук таких нових
частинок можна проводити вже зараз. Для цього потрiбнi експеримен-
ти з великою кiлькiстю подiй та низьким рiвнем фону. Вони отримали
назву intensity frontier experiments. Саме на розглядi цього випадку ми
i зосередимо увагу в подальшому.

В природi може бути реалiзований i третiй, найгiрший для нас, сце-
нарiй. Якщо частинки (або деякi з частинок) нової фiзики є важкими
(з масами бiльшими за 100 ТеВ) та мають дуже малi значення сталих
зв’язку взаємодiї з частинками СМ, то знайти їх прояви в колайдерних
експериментах у найближчому майбутньому буде неможливо. Цьому
сценарiю вiдповiдає область параметрiв у правому нижньому куту на
Рис. (29).

Незважаючи на те, що iснує багато рiзних теоретичних моделей
розширення СМ, iснує всього декiлька варiантiв запису можливих ви-
глядiв взаємодiї частинок СМ з частинками нової фiзики, що мати-
муть калiбрувальну iнварiантнiсть, лоренц-iнварiантнiсть та будуть
перенормовними, див. оглядовi роботи [173,174].

Нагадаємо, див. наприклад [175], що необхiдною умовою перенор-
мованої теорiї є умова не вiд’ємної розмiрностi сталої взаємодiї [𝑔] =
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[𝑚]𝑛, 𝑛 ≥ 0. Пояснимо, як використовувати зазначену умову. Оскiль-
ки дiя є безрозмiрною величиною 𝑆 =

∫︀
𝑑4𝑥ℒ, а розмiрнiсть коор-

динати - це розмiрнiсть оберненої маси [𝑥𝜇] = [𝑚]−1, то розмiрнiсть
лагранжiана має дорiвнювати розмiрностi маси у 4 ступенi [ℒ] = [𝑚]4.
Розглянувши доданки найпростiших лагранжiанiв вiльних скалярно-
го, векторного та фермiонного полiв (розмiрнiсть похiдної дорiвнює
розмiрностi маси [𝜕𝜇] = [𝜕/𝜕𝑥𝜇] = [𝑚])

ℒ =
1

2
𝜕𝜇𝜙𝜕𝜇𝜙−

𝑚2

2
𝜙2, ℒ = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈+

𝑚2

2
𝐴𝜇𝐴𝜇, ℒ = Ψ̄(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇−𝑚)Ψ,

легко знайти розмiрностi зазначених полiв:

[𝜙] = [𝑚], [𝐴𝜇] = [𝑚], [Ψ] = [𝑚]3/2. (7.1)

Можна узагальнити отриманий результат, сказавши, що розмiрнiсть
всiх бозонних полiв це 1 (в одиницях розмiрностi маси), а розмiрнiсть
фермiонних полiв це 3/2.

Використавши отриманий результат, легко знайти розмiрностi ста-
лої зв’язку. Наприклад,

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝑔𝜙3, [ℒ𝑖𝑛𝑡] = 4 = [𝑔] + 3, ⇒ [𝑔] = 1, (7.2)

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝑔𝜙2𝐴𝜇𝐴𝜇, [ℒ𝑖𝑛𝑡] = 4 = [𝑔] + 2 + 2, ⇒ [𝑔] = 0, (7.3)
ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝑔𝜙Ψ̄Ψ, [ℒ𝑖𝑛𝑡] = 4 = [𝑔] + 1 + 2 · 3/2, ⇒ [𝑔] = 0 (7.4)

у наведених лагранжiанах взаємодiї розмiрнiсть сталої зв’язку не є
вiд’ємною, а отже зазначенi взаємодiї можуть входити у перенормо-
вану теорiю. Зокрема, важливим результатом є перенормованiсть те-
орiї скалярної взаємодiї ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝑔𝜙𝑛 лише при 𝑛 ≤ 4 (цим, до речi,
i пояснюється той факт, що у потенцiалi скалярного поля в теорiї
спонтанного порушення симетрiї вiдсутнi доданки п’ятого i старших
ступенiв).

Можна припустити, що iснує не одна, а багато частинок, що не
входять до СМ. Тодi загальний лагранжiан можна записати у виглядi

ℒ𝑓𝑢𝑙𝑙 = ℒ𝑆𝑀 +𝒟ℳ+ ℒ𝑖𝑛𝑡𝑆𝑀,𝒟ℳ, (7.5)

що являє собою суму лагранжiану СМ, лагранжiану темних частинок
(може мати складну структуру) та лагранжiану взаємодiї темних ча-
стинок з частинками СМ. Лагранжiан взаємодiї дає можливiсть екс-
периментально довести iснування темних частинок та дослiдити їх
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властивостi. Таким чином вiн слугує порталом у свiт нової фiзики.
Лагранжiан взаємодiї може мати рiзний вигляд в залежностi вiд того,
якими саме є темнi частинки.

Серед можливих порталiв є портали перенормованої взаємодiї: ска-
лярний, векторний, фермiонний портали, в яких частинки СМ взає-
модiють з вiдповiдною частинкою прихованого сектора (скалярною,
векторною або фермiонною). Також є портали неперенормовної взає-
модiї. Їх слiд розумiти як певнi ефективнi теорiї поля, що вiдновлять
свою властивiсть перенормовностi при бiльш повному розширенi СМ
(повна аналогiя з теорiєю Фермi). До неперенормовних порталiв на-
лежать портал аксiоноподiбних частинок (псевдоскалярiв) та портал
Черна-Сiмонса (векторнi частинки з гарно визначеною комбiнованою
парнiстю вiдносно СР перетворень).

В подальшому ми розглянемо засначенi основнi варiанти можливої
модифiкацiї СМ та вкажемо iснуючi обмеження на частинки нової
фiзики, вважаючи їх легкими (з масами в ГеВ-ному дiапазонi).
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7.1 Iдея пошуку легких, довгоживучих
частинок нової фiзики в експериментах на
прискорювачах

Пiд словами легкi, довгоживучi частинки нової фiзики маються
на увазi частинки прихованого сектору СМ, що можуть народжува-
тися на iснуючих сучасних прискорювачах (тобто їх маса має бути
меншою за енергiї частинок в прискорювачах) та при цьому слабко
взаємодiють з частинками СМ i, вiдповiдно, мають досить великий
час життя, або можуть пролетiти макроскопiчну вiдстань до того, як
розпадуться.

Оскiльки маси нових частинок достатньо малi, а взаємодiя з ча-
стинками СМ слабка, то зазначенi частинки будуть народжуватися в
зiткненнях частинок СМ на прискорювачах, але процеси їх народже-
ння будуть рiдкiсними подiями. Окрiм того, для спостереження нових
частинок на детекторах, вони мають розпастися на СМ частинки, що
також є рiдкiсним процесом. Виходячи з наведених фактiв, стає зро-
зумiлим, що для пошуку зазначених частинок потрiбнi експерименти
з якомога бiльшою кiлькiстю зiткнень налiтаючих частинок (intensity
frontier experiments) та з вiдсутнiстю фонових подiй. Тобто, в iдеа-
лi, якщо частинок нової фiзики не буде, детектор не має реєструвати
жодних подiй. Це так званi безфоновi експерименти (background free
experiments) [176], наприклад, MATHUSLA, FACET, FASER, SHiP,
NA62, DUNE та iншi.

Розглянемо загальну iдею пошуку в експериментах проявiв лег-
ких, довгоживучих частинок нової фiзики на прикладi експерименту
SHiP Cern (Search for Hidden Particles) [178], принципова схема якого
представлена на Рис. 30.

В експериментi SHiP пучок налiтаючих протонiв (з енергiєю 400
ГеВ кожен) з передприскорювача SPS Великого адронного колайде-
ра потрапляє у бiчний тунель i зiштовхується з нерухомою метале-
вою мiшенню (target), що зображена лiворуч на Рис. 30. В результа-
тi зiткнення народжується багато частинок СМ, включаючи адроннi
стани. Також в результатi протон-нуклонних зiткнень, або розпадiв
народжених адронних станiв, очiкується народження частинок нової
фiзики (BSM частинок, BSM – Beyond Standsrd Model). Наступним
етапом є вiдсiяння частинок СМ шляхом розташування праворуч вiд
мiшенi, див. Рис. 30, так званого поглинача частинок (декiлька де-
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Рис. 30: Загальна схема експерименту SHiP. Рис. взято з [177].

сяткiв метрiв бетонної або металевої перешкоди, hadron absorber) та
так званих магнiтних щитiв (magnetic shield), тобто сильних магнi-
тних полiв, що вiдведуть в бiк потiк мюонiв, якi погано поглинаються
в речовинi. Внаслiдок надзвичайно слабкої взаємодiї BSM частинок
з частинками СМ частинки нової фiзики легко пройдуть зазначенi
перешкоди. В результатi у розташовану праворуч вакуумну камеру
(hidden particle decay volume) мають потрапити лише частинки BSM1.
Якщо так трапиться, що в вакуумнiй камерi BSM частинка розпаде-
ться на частинки СМ, вони будуть задетектованi системою детекторiв
праворуч вiд камери. Таким чином, в iдеальнiй установцi, детектори
спрацюють лише з причини iснування BSM частинок.

Кiлькiсть зареєстрованих подiй розпадiв BSM частинок можна оцi-
нити за такою формулою

𝑁det = 𝑁prod × 𝜖tot × 𝑃decay. (7.6)

1I нейтрино, бо немає механiзму, щоб їх поглинути.
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Розглянемо змiст окремих множникiв:

• 𝑁prod – кiлькiсть утворених BSM частинокза час роботи екс-
перименту. Якщо BSM частинки утворилася внаслiдок розпаду
СМ частинок 𝑋, що утворилися при протон-нуклонних зiткнен-
нях, то 𝑁𝑝𝑟𝑜𝑑 = 𝑁𝑃𝑜𝑇𝐵𝑟(𝑝𝑁 → 𝑋)𝐵𝑟(𝑋 → 𝐵𝑆𝑀 + ...), де 𝑁𝑃𝑜𝑇
– кiлькiсть зiткнень протонiв з мiшенню (proton-target collisi-
ons), 𝐵𝑟(𝑝𝑁 → 𝑋) – ймовiрнiсть народження частинок 𝑋 при
протон-нуклонних зiткненнях, 𝐵𝑟(𝑋 → 𝐵𝑆𝑀+...) – ймовiрнiсть
народження BSM частинок при розпадi 𝑋 частинок.

• 𝜖tot = 𝜖geom × 𝐵𝑟vis × 𝜖det веключає в себе добуток ймовiрно-
стей того, що народжена BSM частинка полетить в напрямку
детектора (𝜖geom); що вона розпадеться по видимим каналам ре-
акцiї (продукти розпаду можуть бути задетектованi) (𝐵𝑟vis); та
на ймовiнiсть того, що продукти розпаду полетять в напрямку
детектора та будуть зареєстрованi детектором (𝜖det).

• 𝑃decay – ймовiрнiсть того, що BSM частинка розпадеться в ваку-
умнiй камерi1:

𝑃𝑑𝑒𝑐𝑎𝑦 = 𝑒−
𝐿Γ
𝛾𝛽 − 𝑒−

(𝐿+Δ𝐿)Γ
𝛾𝛽 , (7.7)

де 𝐿 – вiдстань вiд мiшенi до вакуумної камери, ∆𝐿 – довжина
вакуумної камери, 𝛾 = 1/

√︀
1− 𝛽2 = 𝐸𝐵𝑆𝑀/𝑀𝐵𝑆𝑀 , 𝛽 = 𝑣/𝑐 та

Γ = 1/𝜏 — ширина розпаду BSM частинки.

Для iдеальної установки, за вiдсутностi фонових подiй, границя
областi чутливостi експеримента з пошуку BSM частинок, знаходи-
ться з умови 𝑁𝑑𝑒𝑡 = 3, що вiдповiдає 95% довiрчому iнтервалу [179].
Це означає, що трьох зареєстрованих подiй буде досить для впевностi
у вiдкриттi BSM частинки.

Видiлемо явно залежнiсть вiд сталої зв’язку 𝑔⋆ частинки BSM з
частинками СМ. Для цього врахуємо2, що кiлькiсть народжених BSM

1Тут враховано, що довжина вiльного пробiгу частинки (характерна довжина,
яку проходить частинка перед тим як розпадеться) 𝐿0 = 𝛽𝛾𝜏 .

2Справдi, процеси народження та розпаду BSM частинок описуються вiдповiд-
ними дiаграмами Фейнмана з однiєю вершиною, що мiстить сталу 𝑔⋆. Вiдповiдно
амплiтуда процесу ∼ 𝑔⋆, а вiдповiдна фiзична величина пропорцiйна квадрату
амплiтуди, тобто 𝑔2⋆.
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частинок 𝑁𝑝𝑟𝑜𝑑 = 𝑔2⋆𝑁
′
𝑝𝑟𝑜𝑑, 𝐵𝑟𝑣𝑖𝑠 = 𝑔2⋆𝐵𝑟

′
𝑣𝑖𝑠 та ширина розпаду Γ =

𝑔2⋆Γ
′. Тодi

𝑁det = 𝑔4⋆𝑁
′
𝑝𝑟𝑜𝑑 × 𝜖′tot ×

(︂
𝑒−𝑔

2
⋆
𝐿Γ′
𝛾𝛽 − 𝑒−𝑔2⋆

(𝐿+Δ𝐿)Γ′
𝛾𝛽

)︂
. (7.8)

Оскiльки графiк правої частини рiвняння (7.8)
схожий на гаусоїду, то рiвняння, в дозволенiй
областi параметрiв, матиме два розв’язки на
сталу 𝑔⋆, що будуть залежати вiд маси BSM ча-
стинок. В результатi отримається область пара-
метрiв 𝑚𝐵𝑆𝑀 та 𝑔⋆, нижня та верхня границi якої визначаються роз-
в’язками (7.8) для 𝑁𝑑𝑒𝑡 = 3. Всерединi зазначеної областi значення
𝑁𝑑𝑒𝑡 буде суттєво бiльшим за 3. Отримана область параметрiв 𝑚𝐵𝑆𝑀

та 𝑔⋆ утворює так звану область чутливостi експерименту, тобто
область параметрiв, за яких частинка BSM має бути задетектована.

Вiдзначимо, що слабким моментом наведеної схеми побудови обла-
стi чутливостi з пошуку частинок нової фiзики є розрахунок повної
ширини розпаду, або часу життя BSM частинок. Справа в тому, що
повна ширина розпаду BSM частинки є сумою ширин розпадiв за всi-
ма можливими каналами. Ввiвши певний лагранжiан взаємодiї BSM
частинки з частинками СМ, ми можемо порахувати ширини розпа-
ду нової частинки на частинки СМ. Але може виявитися, що шукана
BSM частинка матиме суттєву ширину розпаду i по каналам розпадiв
в iншi, бiльш легкi, BSM частинки. Це станеться, якщо сталi зв’язку
взаємодiї BSM частинок з частинками СМ будуть дуже малими, а
сталi зв’язку взаємодiї з iншими BSM частинками будуть великими.
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7.2 Скалярний портал
Загальний вигляд перенормовного Лагранжiана, що мiстить новий

скаляр, який взаємодiє з частинками Стандартної моделi має вигляд

ℒ = ℒ𝑆𝑀+
1

2
𝜕𝜇𝑆𝜕

𝜇𝑆+(𝛼1𝑆+𝛼2𝑆
2)(𝐻+𝐻)+𝜆2𝑆

2+𝜆3𝑆
3+𝜆4𝑆

4, (7.9)

де 𝑆 легкий нейтральний скаляр, що взаємодiє з полем хiггсiвсько-
го дублету 𝐻 за допомогою сталих зв’язку 𝛼1, 𝛼2, а сталi 𝜆2, 𝜆3, 𝜆4
визначають самодiю скалярного поля. Очевидно, що стала 𝛼1 має
розмiрнiсть маси, а стала 𝛼2 є безрозмiрною. Оскiльки такого роду
взаємодiю в експериментах не спостерiгають, зазначенi сталi мають
бути малими: 𝛼1/𝑚ℎ ≪ 1, 𝛼2 ≪ 1.

Звертаємо увагу, що оскiльки ми вважаємо нейтральний скаляр
незарядженим по вiдношенню до калiбрувальних перетворень СМ, то
в кiнетичному доданку скалярного поля ми не можемо на цьому етапi
записати подовжену похiдну i ввести взаємодiю з калiбрувальними
полями СМ.

Може виникнути сумнiв у тому, що лагранжiан (7.9) є найбiльш
загальним. Однак, так воно i є. Справдi, якщо ви захочете записати
перенормовний лагранжiан взаємодiї нового скаляра з фермiонним
полем, то не зможете цього зробити, оскiльки найпростiша версiя його
у формi ∼ 𝑆Ψ̄Ψ = 𝑆(Ψ̄𝐿Ψ𝑅 + Ψ̄𝑅Ψ𝐿), див. (D4.10), не може бути
реалiзована, оскiльки у СМ правi фермiони являють собою синглети,
а лiвi – дублети групи 𝑆𝑈𝑊 (2).

Пiдставивши у (7.9) вираз для поля Хiггса в унiтарному калiбру-
ваннi пiсля спонтанного порушення симетрiї (4.34), отримаємо

ℒ = ℒ𝑆𝑀 +
1

2
𝜕𝜇𝑆𝜕

𝜇𝑆 +
𝛼1

2
𝑆ℎ2 +

𝛼2

2
(𝑆2ℎ2 + 2𝑣𝑆2ℎ) + 𝛼1𝑣𝑆ℎ+

+
𝛼1𝑣

2𝑆 + (𝛼2𝑣
2 + 2𝜆2)𝑆

2

2
+ .... (7.10)

Даний вираз мiстить доданок, у який входить лише одна польова
функцiя (𝑆). Такий доданок не має фiзичного змiсту (вiн не описує
взаємодiю з iншими полями чи самодiю скалярного поля) i може бути
знищений перевизначенням польової функцiї (зсувом на стале значе-
ння):

𝛼1𝑣
2𝑆 + (𝛼2𝑣

2 + 2𝜆2)𝑆
2

2
=
𝛼2𝑣

2 + 2𝜆2
2

𝑆2 + 𝑐 = −𝑚
2
𝑆

2
𝑆2 + 𝑐, (7.11)
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де 𝑚2
𝑆 = −(𝛼2𝑣

2 + 2𝜆2), 𝑆 = 𝑆 + 𝛼1𝑣
2

2(𝛼2𝑣2+2𝜆2)
– перевизначена функцiя

поля нового скаляру. З фiзичної точки зору проведене перевизначення
означає, що поле 𝑆 має ненульове вакуумне середнє. В подальшому
ми використовуватимемо позначення 𝑆 замiсть 𝑆.

В результатi масовi доданки лагранжiану поля Хiггса та нового
скаляру набудуть недiагонального вигляду:

ℒℎ,𝑆𝑚𝑎𝑠𝑠 = −
𝑚2
ℎℎ

2

2
− 𝑚2

𝑆

2
𝑆2 + 𝛼1𝑣𝑆ℎ =

= (ℎ; 𝑆)

(︃
−𝑚

2
ℎ

2
𝛼1𝑣
2

𝛼1𝑣
2 −𝑚

2
𝑆

2

)︃(︂
ℎ
𝑆

)︂
, (7.12)

а отже, поле Хiггса та нове скалярне поле не знаходяться в масовому
базисi i не мають визначеної маси (величини 𝑚𝑆 та 𝑚ℎ не є масами
полiв). Перехiд до масового базису можна зробити за допомогою унi-
тарних перетворень, як ми це робили у Роздiлi 4.3. Для цього слiд
ввести новi польовi функцiї(︂

ℎ′

𝑆′

)︂
=

(︂
cos 𝜃 sin 𝜃
− sin 𝜃 cos 𝜃

)︂(︂
ℎ
𝑆

)︂
;

(︂
ℎ
𝑆

)︂
=

(︂
cos 𝜃 − sin 𝜃
sin 𝜃 cos 𝜃

)︂(︂
ℎ′

𝑆′

)︂
(7.13)

та записати масову частину лагранжiану в термiнах полiв ℎ′ та 𝑆′.
Параметр 𝜃 обирається з умови дiагонального вигляду масової ма-

трицi:

tg2𝜃 =
2𝛼1𝑣

𝑚2
ℎ −𝑚2

𝑆

. (7.14)

Для малих значень сталої 𝛼1 (𝛼1𝑣/𝑚
2
ℎ ≪ 1) та у припущеннi, що

нова скалярна частинка набагато легша за бозон Хiггса, ми отримаємо
явне значення для безрозмiрного параметра 𝜃:

𝜃 ≈ 𝛼1𝑣

𝑚2
ℎ

≪ 1. (7.15)

У цьому випадку поле Хiггса та поле нового скаляру у масових бази-
сах запишуться як

ℎ→ ℎ+ 𝜃𝑆, (7.16)
𝑆 → 𝑆 − 𝜃ℎ. (7.17)
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За умови 𝛼1𝑣/𝑚
2
ℎ ≪ 1 недiагональнi доданки масової матрицi у

(7.12) є малими, а отже пiсля дiагоналiзацiї значення маси поля Хiггса
(𝑚ℎ) суттєво не змiниться.

Перетворення (7.16) слiд провести у всьому лагранжiанi СМ, що
призведе до появи взаємодiї нового скалярного поля з усiма масивни-
ми частинками СМ. Для випадку унiтарного калiбрування з виразiв
для взаємодiї поля Хiггса з частинками СМ (4.101), (4.107) отримаємо
доданки, що описують взаємодiю нового скаляра з частинками СМ

ℒℎ𝑆𝑀 → ℒℎ+𝜃𝑆𝑆𝑀 = −𝑚𝑓

𝑣
(ℎ+ 𝜃𝑆)𝑓𝑓 +

2𝑀2
𝑊

𝑣
(ℎ+ 𝜃𝑆)𝑊+𝑊−+

+
𝑀2
𝑍

𝑣
(ℎ+ 𝜃𝑆)𝑍2 +

𝑀2
𝑊

𝑣2
(ℎ+ 𝜃𝑆)2𝑊+𝑊− +

𝑀2
𝑍

2𝑣2
(ℎ+ 𝜃𝑆)2𝑍2−

− 𝑀2
ℎ

2𝑣
(ℎ+ 𝜃𝑆)3 − 𝑀2

ℎ

8𝑣2
(ℎ+ 𝜃𝑆)4. (7.18)

Записавши останнiй вираз з урахуванням лише першого порядку ма-
лостi за сталою 𝜃, отримаємо лагранжiан взаємодiї

ℒ𝑆𝑆𝑀,𝑖𝑛𝑡 = −𝜃
𝑚𝑓

𝑣
𝑆𝑓𝑓 + 2𝜃

𝑀2
𝑊

𝑣
𝑆𝑊+𝑊− + 𝜃

𝑀2
𝑍

𝑣
𝑆𝑍2+

+ 𝜃
2𝑀2

𝑊

𝑣2
𝑆ℎ𝑊+𝑊− + 𝜃

𝑀2
𝑍

𝑣2
𝑆ℎ𝑍2 − 3𝜃

𝑀2
ℎ

2𝑣
𝑆ℎ2 − 𝜃𝑀

2
ℎ

2𝑣2
𝑆ℎ3+

+ 𝛼2𝜈𝑆
2ℎ+

𝛼2

2
𝑆2ℎ2, (7.19)

в який входять два невiдомих параметра 𝜃 та 𝛼2. Останнi доданки ви-
значають квадратичну взаємодiю за скалярним полем та обумовленi
ненульовим значенням сталої 𝛼2 зi стартового лагранжiану (7.9).

Як бачимо, iнтенсивнiсть взаємодiї темних скалярiв з частинками
СМ (що визначається параметром 𝜃) буде тим бiльшою, чим бiльшою
є маса частинки, так само як i у випадку взаємодiї бозону Хiггса з
частинками СМ, порiвняйте з (4.101) та (4.107).

Окрiм прямих взаємодiй, наведених у (7.19), iснують також ва-
жливi ефективнi петльовi взаємодiї BSM скалярiв з частинками СМ.
Петльовi взаємодiї BSM скалярiв з елементарними частинками, що
обумовленi ненульовим значенням сталої 𝜃, представленi на Рис.31, а
взаємодiї з нуклонами представленi на Рис.32. Петльовi взаємодiї, що
обумовленi ненульовим значенням сталої 𝛼2, представленi на Рис.33б).
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Рис. 31: Дiаграми ефективної взаємодiї BSM скаляра 𝑆 з фотонами
(a), глюонами (б), взаємодiя з кварками зi змiною аромату (в) [180].
Взаємодiя обумовлена ненульовим значенням параметру 𝜃.

Знаючи прямi взаємодiї скалярiв (7.19), а також ефективнi петльо-
вi взаємодiї можна записати можливi канали народження BSM ска-
лярiв, див. Рис.34 та Рис.33. Стосовно каналiв розпаду слiд вiдзначи-
ти, що розпад BSM скаляра обумовлений лише ненульовим значенням

S
p

p

Рис. 32: Дiаграма ефективної взаємодiї BSM скаляра з протоном [180].
Взаємодiя обумовлена ненульовим значенням параметру 𝜃.
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Рис. 33: Взаємодiї, що обумовленi ненульовим значенням сталої 𝛼2.
Рис. взято з [180].

сталої 𝜃. Взаємодiя, що обумовлена ненульовим значненням сталої 𝛼2,
не генерує розпади скаляра1. Канали розпаду та час життя BSM ска-
ляра наведений у роботах [173,180], див. Рис.35.

Оскiльки лагранжiан взаємодiї BSM скаляра залежить вiд двох
параметрiв (𝜃 та 𝛼2), то побудова областi чутливостi як функцiї цих
двох параметрiв є досить складною задачею. Тому наводять два гра-
фiки чутливостi: як функцiю параметра 𝜃 при 𝛼2 = 0 та як фун-
кцiю параметра 𝜃 при 𝛼2 = 𝛼𝑚𝑎𝑥2 . Справа в тому, що на параметр 𝛼2

iснує обмеження зверху, а саме з ширини розпаду бозону Хiггса по
невидимим каналам розпаду (продукти розпаду за цими каналами не
фiксуються детекторами). Згiдно з результатами [181]

𝐵𝑟(ℎ→ 𝑖𝑛𝑣𝑖𝑠.) < 0.19. (7.20)

Припускаючи, що всi невидимi канали розпаду бозону Хiггса являють
собою розпад бозону Хiггса в два скаляри ℎ → 𝑆𝑆 (𝑚𝑆 < 𝑚ℎ/2), що
описується лагранжiаном взаємодiєї 𝛼2𝜈𝑆

2ℎ, можна отримати обме-
ження на 𝛼2: 𝛼2 < 𝛼𝑚𝑎𝑥2 = 6.3 · 10−3. Ненульове значення параметра

1Можуть бути реакцiї анiгiляцiї за участi двох скалярiв типу 𝑆𝑆 → ℎ→ ℓℓ+.

241



qj

S
qi

X

X ′

(а)

p

p

S

p
X

(б)

Z Z

p

S

p

γ

p

p

G

G
S

p

p

q

q̄
S

(в)

Рис. 34: Дiаграми головних каналiв народження BSM скалярiв 𝑆 в
розпадах мезонiв (а), в непружнiх розсiяннях протонiв (б), в фотон-
фотонних та глюон-глюонних взаємодiях (в) [180].

𝛼2 вiдкриває новi канали народження скалярiв через реакцiю ℎ→ 𝑆𝑆.
Це може бути пряме народження в реакцiї ℎ→ 𝑆𝑆 у високоенергети-
чних експериментах, або через вiртуальний бозон Хiггса в розпадах
мезонiв типу 𝑋 → 𝑋 ′𝑆𝑆.

Iснуючi обмеження з даних спостережень (з космологї та вже про-
ведених експериментiв) представленi зафорбованими областями на
Рис.37. Незафарбованi контури на Рис.37 надають областi чутливо-
стi майбутнiх експериментiв.

Важливим аспектом скалярного порталу є його тiсний зв’язок з
полем Хiггса, див. (7.14), з якого випливає, що параметр 𝜃 мiг бути
досить значним у ранньому Всесвiтi пiд час електрослабкого переходу
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Рис. 35: Лiворуч представлено бранчiнг розпадiв BSM скаляра, об-
умовлений ненульовим значенням сталої 𝜃, як функцiя його маси.
Праворуч наведено час життя BSM скаляра, як функцiя його маси
при 𝜃 = 1. Рис. взято з [180].

Рис. 36: Областi чутливостi рiзних експериментiв до пошуку BSM ска-
ляра, випадок 𝛼2 = 0. Зафарбованi областi – виключенi областi па-
раметрiв BSM скалярiв. Незафорбавонi контури – областi чутливостi
майбутнiх експериментiв, див. детальнiше [176]. Рисунок взято з [176].
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Рис. 37: Областi чутливостi рiзних експериментiв до пошуку BSM
скаляра, випадок 𝛼2 ̸= 0 i вiдповiдає випадку 𝐵𝑟(ℎ → 𝑆𝑆) = 0.1.
Зафарбованi областi – виключенi областi параметрiв BSM скалярiв.
Незафорбавонi контури – областi чутливостi майбутнiх експеримен-
тiв, див. детальнiше [176]. Рисунок взято з [176].

на етапi, коли маса бозона Хiггса була порiвняна з масою скаляра
[182].

Для додаткової iнформацiї див., наприклад, [173], [174], [180].
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7.3 Нейтринний портал
Експериментально пiдтверджений факт наявностi нейтринних осци-

ляцiй однозначно вказує на наявнiсть у нейтрино маси, що суперечить
положенням СМ. Отже СМ необхiдно вiдповiдним чином модифiкува-
ти для вирiшення даної проблеми. Окрiм того, що повна теорiя роз-
ширеної СМ має мiстити масивнi активнi нейтрино передбачається
iснування нових масивних нейтрино поза межами СМ.

Основним аргументом для введення нових масивних нейтрино є
намагання природнiм чином пояснити надзвичайно малi значення мас
активних нейтрино1 за допомогою так званого see-saw механiзму. В
70-х роках минулого столiття Мюррей Гелл-Манн, П’єр Рамонд, Рi-
чард Сланскi та Тсутому Янагiда [183,184] запропонували iнтуiтивно
простий механiзм генерування маси нейтринного поля, що отримав
назву "see-saw" механiзму (механiзм гойдалки). Даний механiзм ба-
зується на дiрак-майоранiвському способi генерацiї маси нейтрино.
При певних припущеннях на параметри дiрак-майоранiвської матри-
цi випливає, що маси активних нейтрино є обернено пропорцiйними до
мас нових нейтрино з правою кiральнiстю. Отже чим бiльшими є маси
нових нейтрино, тим меншими є маси активних нейтрино (гойдалка)!

Найпростiшим спосiб нейтринної модифiкацiї СМ передбачає роз-
ширення СМ шляхом введення синглетiв нейтрино з правою кiраль-
нiстю (в СМ всi фермiони з правою кiральнiстю є синглетами), що
надзвичайно слабко взаємодiють з частинками СМ. Такi нейтрино
отримали назву стерильних нейтрино або важких нейтральних ле-
птонiв (heavy neutral leptons, HNL). Перенормовна взаємодiя нових
нейтрино з частинками СМ має вигляд аналогiчний до юкавiвської
взаємодiї дублетiв лiвих кваркiв з синглетами правих 𝑢𝑛 кваркiв (∼
𝑌 𝑢𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛, див. (4.11)):

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −
(︁
𝐹𝛼𝐼 𝐿̄𝛼𝐻̃𝑁𝐼 + ℎ.𝑐.

)︁
, (7.21)

де iндекс 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 вiдповiдає лептонним ароматам, 𝐼 змiнюється
вiд 1 до кiлькостi стерильних нейтрино, 𝐿𝛼 – лептонний дублет, 𝑁𝐼
– польовi функцiї правих стерильних нейтрино, 𝐹𝛼𝐼 – нова матриця
констант Юкави, 𝐻̃ = 𝑖𝜎2𝐻

*.
1Якщо вважати, що маси нейтрино утворюються через механiзм Хiггса анало-

гiчно до мас iнших частинок СМ, то вiдповiднi Юкавiвськi сталi будуть ∼ 10−12,
що суттєво менше за значення iнших сталих Юкави, див. Табл. 5.
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Потрiбно вiдзначити, що умовою iнварiантностi лагранжiану (7.21)
вiдносно перетворень групи 𝑈𝑌 (1), згiдно з Табл. 1, є умова рiвностi
нулю гiперзаряду стерильного нейтрино1. Легко побачити, що умо-
вою iнварiантностi вiдносно перетворень груп 𝑆𝑈𝑊 (2), 𝑆𝑈𝐶(3), також
є умова рiвностi нулю вiдповiдних зарядiв стерильного нейтрино. От-
же стерильне нейтрино не є зарядженим вiдносно калiрувальних груп
СМ, що й виправдовує його назву.

Використавши вираз для поля Хiггса пiсля спонтанного поруше-
ння симетрiї в унiтарному калiбруваннi (4.79), легко побачити, що
зазначений лагранжiан описує взаємодiю мiж активними та стериль-
ними нейтрино

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −
(︀
𝜈𝛼(𝑀

𝐷)+𝛼𝐼𝑁𝐼 + 𝑁̄𝐼𝑀
𝐷
𝐼𝛼𝜈𝛼

)︀
, 𝑀𝐷 =

𝑣√
2
𝐹+. (7.22)

Вважаючи стерильнi нейтрино майоранiвскими частинками, мо-
жемо записати загальний лагранжiан модифiкованого нейтринного
сектора СМ у дiрак-майоранiвському формалiзмi, див. [78,97,185]:

ℒ𝜈,𝑁 = 𝑖𝜈𝑘 ̸𝜕𝜈𝑘 + 𝑖𝑁𝐼 ̸𝜕𝑁𝐼 −
(︂
(𝑀𝐷)+𝛼𝐼𝜈𝛼𝑁𝐼 +

𝑀𝐼

2
𝑁𝐼

𝑐
𝑁𝐼 + ℎ.𝑐.

)︂
=

= 𝑖𝜈𝑘 ̸𝜕𝜈𝑘 + 𝑖𝑁𝐼 ̸𝜕𝑁𝐼 −
1

2
(Ψ̄𝜈(𝑀

𝐷𝑀 )+Ψ𝑐𝜈 +Ψ𝑐𝜈𝑀
𝐷𝑀Ψ𝜈), (7.23)

де ми ввели позначення2

Ψ𝜈 =

(︂
𝜈𝐿
𝑁 𝑐
𝐼

)︂
; Ψ𝑐𝜈 =

(︂
𝜈𝑐𝐿
𝑁𝐼

)︂
; 𝜈𝐿 =

⎛⎝ 𝜈𝑒𝐿
𝜈𝜇𝐿
𝜈𝜏𝐿

⎞⎠; 𝑁𝐼 =

⎛⎜⎜⎝
𝜈1𝑅
𝜈2𝑅
. . .
𝜈𝑁𝑅

⎞⎟⎟⎠;

(7.24)

𝑀𝐷𝑀 =

(︂
0 (𝑀𝐷)𝑇

𝑀𝐷 𝑀𝑅

)︂
, (7.25)

де 𝑇 означає транспонування, 𝑀𝑅 – дiагональна матриця мас сте-
рильних нейтрино з елементами 𝑀𝐼 на дiагоналi. У виразi (7.23) при-
сутнi масовi дiагональнi доданки стерильних нейтрино, вiдсутнi масо-
вi доданки активних нейтрино, але присутнi змiшанi масовi доданки

1В цьому легко переконатися, врахувавши, що 𝑌𝐿 = −1, 𝑌𝐻 = +1 та 𝑌𝐻̃ = −1.
2Враховуючи, що зарядове спряження змiнює кiральнiсть функцiї, отримуємо,

що Ψ𝜈 мiстить лише функцiї лiвої кiральностi, а Ψ𝑐
𝜈 – правої кiральностi.
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активних та стерильних нейтрино. В результатi дiагоналiзацiї масової
матрицi (7.25) отримаємо масовi стани активних нейтрино. Зокрема,
вираз для масової матрицi активних нейтрино матиме вигляд

(𝑀𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒
𝜈 )𝛼𝛽 = −

[︀
(𝑀𝐷)𝑇 (𝑀𝑅)−1𝑀𝐷

]︀
𝛼𝛽

= −
𝑁∑︁
𝐼=1

𝑀𝐷
𝐼𝛼𝑀

𝐷
𝐼𝛽

𝑀𝐼
, (7.26)

при цьому вираз для масової матрицi стерильних нейтрино практично
не змiниться.

В результатi перевизначення нейтринних функцiй отримаємо, що
функцiї активних нейтрино представляються у виглядi масових станiв
активних та стерильних нейтрино:

𝜈𝐿 = (1− 1

2
𝜀+𝜀)𝑈1𝜈𝑚𝐿 + 𝜀+𝑈2𝑁

𝑐, (7.27)

де 𝜀𝐼𝛼 = [(𝑀𝑅)−1𝑀𝐷]𝐼𝛼 = (𝑀𝐷)𝐼𝛼/𝑀𝐼 =
𝑣
𝑀𝐼

(𝐹+)𝐼𝛼√
2

(𝑀𝑅 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑀𝐼)),
𝑈1 – унiтарна матриця, що дiагоналiзує масову матрицю активних
нейтрино 𝑀𝑎𝑐𝑡𝑖𝑣𝑒

𝜈 , 𝑈2 – унiтарна матриця, що дiагоналiзує масову ма-
трицю стерильних нейтрино (в нашому випадку це одинична матри-
ця). Це означає, що стерильнi нейтрино взаємодiють з частинками СМ
аналогiчно до активних нейтрино, див. (4.106):

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −
∑︁
𝐼,𝛼

(︂
𝑔

2
√
2
(𝜀+)𝛼𝐼 ℓ̄𝛼𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑁 𝑐
𝐼𝑊

−
𝜇 +

𝑔

4 cos 𝜃𝑊
(𝜀+)𝛼𝐼𝜈𝛼𝛾

𝜇(1−𝛾5)𝑁 𝑐
𝐼𝑍𝜇 + 𝜀𝐼𝛼

𝑀𝐼

𝑣
ℎ𝑁̄𝐼𝜈𝛼 + h.c.

)︂
, (7.28)

де останнiй доданок походить з (7.21), (7.22), де врахований внесок
вiд поля Хiггса.

Потрiбно звернути увагу, що в СМ єдиним джерелом порушення
СР-iнварiантностi є одна комплексна фаза матрицi Каббiбо-Кобаяши-
Маскави. Зазначена матриця описує змiшування мiж кварками рiзних
поколiнь. Нагадаємо також, що в СМ не має аналога матрицi ККМ
в слабкому секторi, що входить у лагранжiан взаємодiї заряджених
лептонiв та активних нейтрино внаслiдок припущення щодо безмасо-
востi активних нейтрино. Однак така матриця виникне у випадку, ко-
ли активнi нейтрино стануть масивними частинками. Вона отримала
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назву матрицi Понтекорво-Макi-Накагава-Саката (ПМНС). Важли-
вим є те, що вона мiстить три неусувнi комплекснi фази. Бiльш того,
в теорiї HNL матриця Юкави, що описує взаємодiю мiж активними
та стерильними нейтрино також може мiстити комплекснi елементи.
Отже теорiя масивних нейтрино має суттєво бiльшi можливостi для
опису СР-iнварiантностi, див., наприклад, [97].

Внаслiдок того, що iснує два рiзних масштаби для мас активних
нейтрино (5.1) ∆𝑚2

𝑎𝑡𝑚 та ∆𝑚2
𝑠𝑜𝑙 (мiнiмум iснує два масивних стани

нейтрино) з дiрак майоранiвського формалiзму опису маси нейтри-
но однозначно випливає, що кiлькiсть нових нейтрино з правою кi-
ральнiстю є два або бiльше. Введення лише двох нових нейтрино з
правою кiральнiстю призводить до появи в теорiї 11 нових параме-
трiв, що дозволяють описати всi данi спостережень осциляцiй актив-
них нейтрино. При цьому матимемо одне безмасове активне нейтрино
та два масивних активних нейтрино, що не суперечить даним спо-
стережень. Однак введення третього нейтрино з правою кiральнiстю
призводить до появи в теорiї ще 7 додаткових параметрiв, що до-
зволяє також пояснити природу темної матерiї та барiонної асиметрiї
Всесвiту. Нейтринна модифiкацiя СМ, в якiй шляхом введення трьох
додаткових нейтрино з правою кiральнiстю вдається описати явища
нейтринних осциляцiй, природу темної матерiї та барiонну асиметрiю
Всесвiту отримала назву мiнiмальної нейтринної модифiкацiї Стан-
дартної Моделi 𝜈MSM [109]. Авторами теорiї є Михайло Шапошников
та Такехiто Асака.

Згiдно моделi 𝜈MSM темна матерiя складається зi стерильних ней-
трино з масою декiлька кеВ. Два iнших стерильних нейтрино є сут-
тєво важчими (до 100 ГеВ), але для забезпечення потрiбної барiонної
асиметрiї у Всесвiтi вони повиннi мати близькi значення мас.

Пошук важких стерильних нейтрино проводиться в експериментах
на прискорювачах1, а пошук проявiв найлегшого стерильного нейтри-
но (кандидата на частинку темної матерiї) шукають у пiках фонового
електромагнiтного випромiнення у Всесвiтi, див. Рис.38.

Дiаграма розпаду найлегшого стерильного нейтрино на три актив-
них нейтрино (Рис.38a) дає основний внесок в розпад стерильного
нейтрино, але експериментально задетектувати таку подiю надзви-

1Вважається, що важкi стерильнi нейтрино мали розпастися за час 𝑡 < 0.1 сек
пiсля великого вибуху, iнакше вони б мали вплив на процес первинного нуклео-
синтезу.
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a) b)

Рис. 38: Розпад найлегшого стерильного нейтрино: 𝜈𝑠 – стерильне ней-
трино, 𝜈𝛼 – активне нейтрино з ароматом 𝛼, 𝑒∓𝛼 - зарядженi лептони
вiдповiдного аромату.

чайно складно. А от розпад стерильного нейтрино на пару фотон та
нейтрино (Рис. 38b) є можливiсть помiтити з даних супутникових спо-
стережень. А саме очiкується знайти пiк у фонi електромагнiтного
випромiнення у Всесвiтi, що вiдповiдає енергiї фотонiв 𝐸𝛾 = 𝑀1/2,
де 𝑀1 — маса найлегшого стерильного нейтрино. Справа в тому, що
згiдно теорiї 𝜈MSM найлегшi стерильнi нейтрино з масою 𝑚𝑠 > 0.4
кеВ є нерелятивiстськими у наш час. Грубо можна вважати їх неру-
хомими. Тодi при розпадi стерильного нейтрино на фотон та майже
"безмасове" активне нейтрино енергiя мiж ними буде дiлитися навпiл.

На даний час не iснує експериментального пiдтвердження iснува-
ння стерильних нейтрино, але їх пошук продовжується. Слiд вiдзна-
чити, що у 2014 роцi [186, 187] був помiчений пiк електромагнiтного
випромiнення, який дозволяє iнтерпретацiю розпаду стерильного ней-
трино з масою 7 кеВ. Однак даних спостережень поки не достатньо,
щоб iншi можливi трактування природи даного пiку були вiдкинутi.

Розглянемо тепер основнi канали народження та розпаду HNL на
прискорювачах. Ключовим моментом є те, що для фiзики на приско-
рювачах масивнi стерильнi нейтрино взаємодiють з частинками СМ
так само, як i звичайнi нейтрино, але з iншою сталою зв’язку. Для
спрощення ситуацiї часто розглядають варiант iснування всього одно-
го HNL. Тодi вираз (7.28) спроститься до вигляду

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −
∑︁
𝛼

(︂
𝑔

2
√
2
𝑈𝛼ℓ̄𝛼𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑁 𝑐𝑊−
𝜇 +

𝑔

4 cos 𝜃𝑊
𝑈𝛼𝜈𝛼𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑁 𝑐𝑍𝜇 + 𝑈𝛼
𝑀

𝑣
ℎ𝑁̄𝜈𝛼 + h.c.

)︂
, (7.29)
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Рис. 39: Дiаграми народження HNL у лептонних (лiворуч) та напiв-
лептотнних (праворуч) розпадах мезонiв. Рисунок взято з [188].

де величини 𝑈𝛼 = (𝑀𝐷)𝛼/𝑀𝑁 називають кутами змiшування сте-
рильного нейтрино з активним нейтрино аромату 𝛼. Вiдповiдно, екс-
периментальнi обмеження отримуються на масу HNL 𝑀𝑁 та кути змi-
шування 𝑈𝛼, 𝛼 = 𝑒, 𝜇, 𝜏 .

До основних каналiв народження HNL можна вiднести лептоннi
та напiвлептоннi розпади мезонiв, див. Рис.39, а також їх народження
при нуклон-нуклонних зiткненнях, див. Рис.40.

Iснуючi обмеження на параметри моделi HNL наведенi на Рис.41 в
електронно-домiнантнiй (𝑈𝑒 ̸= 0, 𝑈𝜇 = 0, 𝑈𝜏 = 0), в мюонно-домiнант-
нiй (𝑈𝑒 = 0, 𝑈𝜇 ̸= 0, 𝑈𝜏 = 0), а також в тау-домiнантнiй (𝑈𝑒 = 0,
𝑈𝜇 = 0, 𝑈𝜏 ̸= 0) моделях.

Для додаткової iнформацiї див., наприклад, [173], [174], [188], [189].
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Рис. 40: Дiаграми народження HNL у нуклон-нуклонних зiткненнях.
Рисунок взято з [188].
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Рис. 41: Обмеження на параметри HNL в електронно-, мюонно-, та
тау-домiнантних моделях згори вниз, вiдповiдно. Зафарбованi областi
вiдповiдають вже виключеним параметрам HNL. Наведенi контури
областi чутливостi для майбутнiх експериментiв. Рис. взято з [188].
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7.4 Векторний портал. Кiнетичне змiшування
Введемо поле векторних масивних бозонiв 𝐴′

𝜇 (темних фотонiв),
що є калiбрувальним полем додаткової калiбрувальної групи 𝑈 ′(1) з
вiдповiдним тензором напруженостi 𝐹 ′

𝜇𝜈 , що може взаємодiяти з по-
лем 𝑈𝑌 (1) СМ через тензор напруженостi 𝐹𝜇𝜈𝑌 :

ℒVector portal =
𝜖

2
𝐹 ′
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈
𝑌 , (7.30)

де 𝜖 — безрозмiрна стала. Така взаємодiя отримала назву кiнетичного
змiшування.

Наведений лагранжiан взаємодiї є, очевидно, перенормовним та
калiбрувально iнварiантним (кожен з окремих тензорiв 𝐹𝜇𝜈𝑌 та 𝐹 ′

𝜇𝜈

є калiбрувально iнварiантним). Якщо переписати тензор 𝐹𝜇𝜈𝑌 пiсля
спонтанного порушення симетрiї поля Хiггса через поля 𝑍-бозонiв
та фотонiв, то стала 𝜖 визначатиме взаємодiю темних фотонiв з за-
значеними полями. В цьому випадку 𝐹𝜇𝜈𝑌 = cos 𝜃𝑊𝐹

𝜇𝜈 − sin 𝜃𝑊𝑍
𝜇𝜈 ,

див. (4.60), де 𝐹𝜇𝜈 – тензор Максвелла для електромагнiтного поля,
𝑍𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑍𝜈 − 𝜕𝜈𝑍𝜇 – тензор поля 𝑍-бозонiв. Лагранжiан взаємодiї
(7.30) набуде вигляду

ℒVector portal =
𝜖 cos 𝜃𝑊

2
𝐹 ′
𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 𝜖 sin 𝜃𝑊
2

𝐹 ′
𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 . (7.31)

Розглянемо найпростiший спосiб як ввести взаємодiю мiж частин-
ками СМ та новим векторним полем на прикладi теорiї типу КЕД з
безмасовим векторним полем групи 𝑈𝐸𝑀 (1) (фотоном) та одним (або
декiлькома) новим масивним векторним бозоном групи 𝑈 ′(1) припу-
стивши, що iснує взаємодiя мiж кiнетичними доданками калiбруваль-
них полiв1. Запишемо лагранжiан2 даної моделi [191]:

ℒ = ℒ𝑆𝑀 + ℒ𝜒,𝐴′ − 𝜖

2
𝐹𝜇𝜈𝐹 ′

𝜇𝜈 +
𝑚2
𝐴′

2
𝐴′
𝜇𝐴

′𝜇, (7.32)

де ℒ𝜒,𝐴′ — лагранжiан типу КЕД
1Зазначена модель отримала назву моделi парафотонiв та була запропонована

Л.Б. Окунем на початку 1980-х [190].
2Для того, щоб теорiя з масивним полем 𝐴′ була перенормовною, маса поля 𝐴′

має генеруватися через спонтанне порушення симетрiї певного скалярного поля,
зарядженого вiдносно групи 𝑈 ′(1), див. вступ до Роздiлу 3. Маса темного фотона
може задаватися i без механiзму Хiггса, якщо векторне поле темного фотона є
полем Штюкельберга.
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ℒ𝜒,𝐴′ = −1

4
𝐹 ′𝜇𝜈𝐹 ′

𝜇𝜈 + 𝜒̄[𝛾𝜇(𝑖𝜕𝜇 − 𝑔𝜒𝐴′
𝜇)−𝑚𝜒]𝜒, (7.33)

де 𝐹𝜇𝜈 та 𝐹 ′
𝜇𝜈 вiдповiднi тензора напруженостей полiв, 𝜖 = 𝜖 cos 𝜃𝑊 , 𝜒

– можливi додатковi фермiони поза СМ, що зарядженi вiдносно "тем-
ної" групи 𝑈 ′(1). В граничному випадку 𝜖 → 0, два сектори моделi
стають повнiстю незалежними один вiд одного. Використавши рiвня-
ння руху 𝜕𝜇𝐹𝜇𝜈 = 𝑒𝐽EM

𝜈 , доданок взаємодiї можна записати у виглядi

ℒVector portal =
𝜖

2
𝐹𝜇𝜈𝐹 ′

𝜇𝜈 = 𝜖𝐹𝜇𝜈𝜕𝜇𝐴
′
𝜈 = −𝑒𝜖𝐴′𝜇𝐽EM

𝜇 , (7.34)

у якому новий масивний векторний бозон 𝐴′ взаємодiє з електромагнi-
тним струмом зi сталою зв’язку, що є добутком електричного заряду
електрона за модулем на малий параметр 𝜖.

Той факт, що лагранжiан взаємодiї (7.34) є аналогiчним до лагран-
жiану КЕД надає значнi розрахунковi переваги, зокрема можна легко
отримати повну ширину розпаду 𝐴′ бозону, що складається з суми ши-
рин його розпадiв на лептони та адрони. Ширина розпаду в лептони
рахується по правилам дiаграмної технiки КЕД, але з урахуванням
маси 𝐴′ бозону

Γ(𝐴′ → ℓ+ℓ−) =
𝜖2𝛼(𝑠)

3
𝑚𝐴′

√︃
1−

(︂
2𝑚ℓ

𝑚𝐴′

)︂2
(︃
1 +

1

2

(︂
2𝑚ℓ

𝑚𝐴′

)︂2
)︃
, (7.35)

де 𝛼 – стала тонкої структури на масштабi
√
𝑠 = 𝑚𝐴′ . Якщо 𝑚𝐴′ ≫

2𝑚ℓ, легко отримати, що Γ(𝐴′ → ℓ+ℓ−)→ 𝜖2𝛼
3 𝑚𝐴′ Якщо ввести вели-

чину1 𝑅𝑟(𝑠) = 𝜖2𝛼(𝑠)
3 𝑚𝐴′ = Γ(𝐴′ → ℓ+ℓ−)|𝑚𝐴′≫2𝑚ℓ , то

Γ(𝐴′ → ℓ+ℓ−)

𝑅𝑟(𝑠)
=

√︃
1−

(︂
2𝑚ℓ

𝑚𝐴′

)︂2
(︃
1 +

1

2

(︂
2𝑚ℓ

𝑚𝐴′

)︂2
)︃
. (7.36)

Зазначимо, що в СМ вiдношення

𝑅(
√
𝑠)=

𝜎(𝑒−𝑒+→ℓ+ℓ−)

𝜎(𝑒−𝑒+→𝜇−𝜇+)
=

√︃
1−
(︂
2𝑚ℓ√
𝑠

)︂2
(︃
1+

1

2

(︂
2𝑚ℓ√
𝑠

)︂2
)︃

(7.37)

також дорiвнює правiй частинi виразу (7.36). Знаменник виразу (7.37)

1Необхiднiсть фiксування явного вигляду 𝑅𝑟(𝑠) = 𝜖2𝛼(𝑠)
3

𝑚𝐴′ полягає саме для
отримання правої частини виразу (7.36).
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також знаходиться в наближеннi1
√
𝑠 ≫ 2𝑚𝜇, а

√
𝑠 – енергiя 𝑒−𝑒+

пари в системi центру iнерцiї.
Кварки, якi утворюються при 𝑒−𝑒+ анiгiляцiї не можуть бути вiль-

ними частинками. Над ними вiдбувається так званий процес адронi-
зацiї, в результатi якого утворюються рiзнi мезоннi стани. При цьому
функцiя 𝑅(

√
𝑠) набуває складного вигляду й отримується з експери-

ментальних даних з 𝑒−𝑒+ анiгiляцiї в адроннi стани, див. Рис. 42.
Функцiя 𝑅(

√
𝑠) отримала назву функцiї R-ratio, див. [53] та роздiл

19 [67], де роз’яснюється поведiнка функцiї 𝑅(
√
𝑠).

З наведеного випливає, що для розрахунку ширини розпаду темно-
го фотону в адрони слiд взяти експериментально вiдомi данi електрон-
позитронної анiгiляцiї в адроннi стани

Γ(𝐴′ → ℎ𝑎𝑑𝑟𝑜𝑛𝑠) =
𝜖2𝛼

3
𝑚𝐴′𝑅(𝑚𝐴′), (7.38)

де значення функцiї 𝑅(
√
𝑠) наведено на Рис. 42. Це пов’язано з тим,

що при невеликих значеннях енергiї 𝑒−𝑒+ анiгiляцiя в адрони вiдбу-
вається через вiртуальний фотон з квадратом 4-iмпульсу 𝑞2=𝑠, який
можна формально вважати масивним бозоном з масою 𝑚𝐴′ =

√
𝑠.

За допомогою спiввiдношень (7.35) та (7.38) легко отримати зале-
жнiсть часу життя темного фотону вiд його маси та параметра 𝜖, див.
Рис. 44:

𝜏 = Γ−1
𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙, Γ𝑡𝑜𝑡𝑎𝑙 =

∑︁
ℓ=𝑒,𝜇,𝜏

Γ(𝐴′ → ℓ−ℓ+) + Γ(𝐴′ → ℎ𝑎𝑑𝑟𝑜𝑛𝑠). (7.39)

Домiнуючими каналами народження темних фотонiв будуть, див.
[192]: фотоннi розпади легких мезонiв (𝜋0 → 𝛾+𝐴′, 𝜌±,0, 𝜔 → 𝜋±,0+𝐴′

для легких темних фотонiв) та народження при розсiяннi зарядже-
них частинок (подiбно випромiненню фотонiв з лiнiї реальних части-
нок), див. Рис.43. Це iнтуiтивно зрозумiло, бо фотони народжуються
в реакцiях з електрично зарядженими частинками, вiдповiдно є ймо-
вiрнiсть, що вiд взаємодiї з електрично зарядженими частинками (зi
сталою зв’язку 𝜖𝑒) народяться i масивнi темнi фотони.

1Величина 𝜎(𝑒−𝑒+ → 𝜇−𝜇+) в наближеннi
√
𝑠 ≫ 2𝑚𝜇 фiксується значенням

4𝜋𝛼(𝑠)/(3𝑠). Необхiднiсть фiксування значення перерiзу додатково обумовлена
фактом, що при великих енергiях в процес 𝑒−𝑒+ → 𝜇−𝜇+ може давати суттє-
вий внесок дiаграма з вiртуальним 𝑍 бозоном.
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Рис. 42: Функцiя 𝑅ℎ𝑎𝑑𝑟(
√
𝑠) = 𝜎(𝑒−𝑒+→ℎ𝑎𝑑𝑟𝑜𝑛𝑠)

𝜎(𝑒−𝑒+→𝜇−𝜇+) . Данi взято з [53].
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Рис. 43: Дiаграми народження темних фотонiв в результатi взаємодiї
з електрично зарядженими частинками СМ: а) при розпадi 𝜋0 мезона,
б) при протон-протонному розсiяннi.

Iснуючi обмеження на параметри моделi темного фотона наведенi
на Рис. 45. При великих масах темного фотона (енергiях взаємодiю-
чих частинок) необхiдно враховувати i його взаємодiю з 𝑍-бозонами.

В загальному ж випадку, в пiдходi ефективної теорiї поля (в мо-
делi Minimal flavor violation) взаємодiя нового векторного поля 𝑉𝜇 з
фермiонами СМ набуває вигляду [173,193]:

ℒint = 𝑉 𝜇𝑄̄𝑚𝛾𝜇𝐶
𝑄
𝑚𝑛𝑄𝑛 + 𝑉 𝜇𝑈̄𝑚𝛾𝜇𝐶

𝑈
𝑚𝑛𝑈𝑛 + 𝑉 𝜇𝐷̄𝑚𝛾𝜇𝐶

𝐷
𝑚𝑛𝐷𝑛+

+ 𝑉 𝜇𝐿̄𝑚𝛾𝜇𝐶
𝐿
𝑚𝑛𝐿𝑛 + 𝑉 𝜇𝐸̄𝑚𝛾𝜇𝐶

𝐸
𝑚𝑛𝐸𝑛, (7.40)

що мiстить невiдомi матрицi 𝐶𝐼𝑚𝑛.
Для додаткової iнформацiї див., наприклад, [173], [174], [194].

0.5 1.0 1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
mγ' , GeV

5.× 10-24
1.× 10-23

5.× 10-23
1.× 10-22

5.× 10-22

ε2τ, sec

Рис. 44: Час життя темного фотону як функцiя маси та параметра 𝜖.
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Рис. 45: Обмеження на параметри моделi темного фотона [174], [176].
Зафарбованi областi вiдповiдають вже виключеним параметрам моде-
лi. Наведенi контури областi чутливостi для майбутнiх експериментiв.
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7.5 Поле Штюкельберга в СМ. Маса фотона
Отриманi результати для визначення маси поля Штюкельберга у

випадку його взаємодiї зi скалярним полем зi спонтанним порушен-
ням симетрiї з iнварiантнiстю вiдносно калiбрувальних перетворень
групи 𝑈(1), див. Роздiл (3.8), можна узагальнити i для лагранжiану
Стандартної Моделi, див. Роздiл 4. В цьому випадку нас цiкавити-
ме лише лагранжiан калiбрувальних полiв електрослабкої взаємодiї
(4.29) – (4.31) та поля Хiггса

ℒ𝑆𝑀 = −1

4
𝑉𝜇𝜈𝑉

𝜇𝜈 − 1

4

3∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝜇𝜈𝐴
𝑖,𝜇𝜈 +𝒟𝜇𝐻+𝒟𝜇𝐻 − 𝜆

(︂
𝐻+𝐻 − 𝜈2

2

)︂2

,

(7.41)
де подовжена похiдна, що дiє на дублет поля Хiггса, має вигляд (4.20)

𝜕𝜇𝐻 → 𝒟𝜇𝐻 =

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔

3∑︁
𝑖=1

𝑇 𝑖𝑊𝐴
𝑖
𝜇 − 𝑖𝑔′

𝑌𝐻
2
𝑉𝜇

)︃
𝐻 (7.42)

та ми змiнили позначення вектоних полiв, щоб вони були подiбними
до позначень Роздiлу 3.8.

В неунiтарному калiбруваннi вираз для дублету поля Хiггса мати-
ме вигляд (4.203)

𝐻 =

⎛⎜⎝ 𝜑+

𝑣 + ℎ+ 𝑖𝜑𝑧√
2

⎞⎟⎠ . (7.43)

Якщо вважати поле калiбрувальне поле 𝑉𝜇 групи 𝑈𝑌 (1) полем Штю-
кельберга, то лагранжiан СМ слiд модифiкувати як [65]

ℒ𝑆𝑀 = −1

4
𝑉𝜇𝜈𝑉

𝜇𝜈 +
𝑚2

2

(︂
𝑉𝜇 −

𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂(︂
𝑉 𝜇 − 𝜕𝜇𝐵

𝑚

)︂
−

− 1

2𝜉′

(︂
𝜕𝜇𝑉𝜇 + 𝜉′𝑚𝐵 − 𝜉′𝑔′𝑌𝐻

2
𝜈𝜑𝑧

)︂2

− 1

4

3∑︁
𝑖=1

𝐴𝑖𝜇𝜈𝐴
𝑖,𝜇𝜈 +𝒟𝜇𝐻+𝒟𝜇𝐻 − 𝜆

(︂
𝐻+𝐻 − 𝜈2

2

)︂2

. (7.44)

З останнього виразу випливає змiна масових доданкiв векторних
та скалярних полiв.
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Новий масовий доданок векторного поля 𝑉𝜇, а саме 𝑚2

2 𝑉𝜇𝑉
𝜇 мо-

дифiкує масову матрицю полiв 𝐴3
𝜇 та 𝑉𝜇 (4.50):

𝑀𝐴3,𝑉 =
𝑣2

4

(︂
𝑔2 −𝑔𝑔′
−𝑔𝑔′ 𝑔′ 2 + 𝜇2

)︂
, 𝜇2 =

4𝑚2

𝑣2
. (7.45)

Перехiд до масових станiв робиться згiдно перетворень (4.53):(︂
𝐴𝜇
𝑍𝜇

)︂
=

(︂
cos 𝜃𝑊 sin 𝜃𝑊
− sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊

)︂(︂
𝑉𝜇
𝐴3
𝜇

)︂
, (7.46)

де 𝜃𝑊 – кут змiшування Вайнберга, значення якого модифiкується до
вигляду, див. (4.58),

tan(2𝜃𝑊 ) =
2𝑔𝑔′

𝑔2 − 𝑔′ 2 →
2𝑔𝑔′

𝑔2 − 𝑔′ 2 − 𝜇2
. (7.47)

Значення tan 𝜃𝑊 можна виразити через tan(2𝜃𝑊 )

tan 𝜃𝑊 =

√︀
1 + tan2(2𝜃𝑊 )− 1

tan(2𝜃𝑊 )
. (7.48)

Очевидно, що параметр 𝜇 у виразi (7.47) в данiй модифiкацiї СМ має
бути малим, щоб не суперечити даним спостережень. Тодi розклавши
в ряд Тейлора за малим параметром 𝜇 та врахувавши першу ненульо-
ву поправку, отримаємо

tan 𝜃𝑊 =
𝑔′

𝑔
(1 + 𝜖), 𝜖 =

𝜇2

𝑔2 + 𝑔 ′2 =
4𝑚2

𝑣2
1

𝑔2 + 𝑔 ′2 → 0, (7.49)

що узгоджується з ранiше отриманим виразом (4.58). Наведемо та-
кож значення модифiкованих виразiв для sin 𝜃𝑊 та cos 𝜃𝑊 в першому
порядку за малим безрозмiрним параметром 𝜖:

sin 𝜃𝑤 =
𝑔′√︀
𝑔2+𝑔′2

(︂
1+

𝜖 𝑔2

𝑔2+𝑔′2

)︂
, cos 𝜃𝑤=

𝑔√︀
𝑔2+𝑔′2

(︂
1− 𝜖 𝑔′2

𝑔2+𝑔′2

)︂
.

(7.50)
Значення для модифiкованих мас 𝑍-бозону та фотону можна отри-

мати дiагоналiзувавши масову матрицю (7.45), отримаємо:

𝑀2
𝑍
𝐴

=
𝑓2

8

(︀
𝑔2 + 𝑔′2

)︀(︃
1 + 𝜖±

√︃
1− 2𝜖

𝑔2 − 𝑔′2
𝑔2 + 𝑔′2

+ 𝜖2

)︃
. (7.51)
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Тодi розклавши в ряд Тейлора за малим параметром 𝜇 та врахував-
ши першу ненульову поправку, отримаємо ненульове значення маси
фотона

𝑀𝛾 = 𝑚 cos 𝜃𝑤 ≈
𝑣

2
𝜇

𝑔√︀
𝑔2+𝑔′2

=𝑀𝑊

√
𝜖 (7.52)

та модифiковане значення маси 𝑍-бозону

𝑀𝑍 →
𝑓

2

√︀
𝑔2 + 𝑔′2

(︂
1 +

𝜖

2

𝑔′2

𝑔2 + 𝑔′2

)︂
=𝑀𝑍

(︁
1− 𝜖

2
sin2 𝜃𝑤

)︁
. (7.53)

Слiд зазначити, що сучаснi експериментальнi обмеження на масу фо-
тона становлять 𝑀𝛾 < 10−18 еВ [53]. Тобто в СМ навряд чи реалiзу-
ється варiант поля Штюкельберга, але вiн може бути реалiзованим у
модифiкацiях СМ з новими векторними полями.

Лагранжiан (7.44) модифiкує також маси скалярних полiв. Масова
матриця полiв 𝜑𝑧 та 𝐵 стає недiагональною та залежить вiд явного
вигляду умов, що фiксують калiбрування. Дiагоналiзацiя масової ма-
трицi призведе до змiшування полiв 𝜑𝑧 та 𝐵. Отже якщо в СМ в
неунiтарному калiбруваннi були взаємодiї частинок СМ з полем 𝜑𝑧,
то вони згенерують i взаємодiю частинок СМ i з повздовжньою ком-
понентою поля Штюкельберга 𝐵.
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7.6 Взаємодiї за участю поля Штюкельберга
Перше, що потрiбно вiдзначити, є те, що поле Штюкельберга має

внутрiшню "фейкову" симетрiю, див. Роздiл 3.7. Тому взаємодiя може
будуватися напряму з полем Штюкельберга (не потрiбно задовольня-
ти вимоги калiбрувальної iнварiантностi до перетворень поля Штю-
кельберга) i може мiстити доданки типу 𝑋𝜇𝑗

𝜇, (𝑋𝜇𝑋𝜇)
2, 𝑋𝜇𝑋𝜇𝐻

+𝐻
i т.д.

Як вже зазначалося, найбiльш проблемною з позицiї збереження
унiтарностi та перенормування є взаємодiя зi струмом компоненти
поля Штюкельберга, що являє собою повну похiдну 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 , де 𝑚𝑋

– маса поля Штюкельберга. Розглянемо її детальнiше.

Взаємодiя зi струмом, що зберiгається
У випадку взаємодiї поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 зi

струмом, що зберiгається, доданком 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 можна знехтувати, оскiль-
ки iнтегруванням лагранжiана за частинами легко отримати (𝜕𝜇𝐵)𝑗𝜇=
𝐵(𝜕𝜇𝑗

𝜇)=0. Так i повинно бути, бо доданок лагранжiана зi взаємодiєю
звичайного векторного поля зi струмом, що зберiгається, 𝐴𝜇𝑗𝜇 має бу-
ти iнварiантним вiдносно калiбрувальних перетворень 𝐴𝜇 → 𝐴𝜇+𝜕𝜇𝑓 ,
що є очевидним завдяки використанню методу iнтегрування за части-
нами: 𝜕𝜇𝑓𝑗𝜇 = −𝑓𝜕𝜇𝑗𝜇 = 0. Отже, при взаємодiї поля Штюкельберга
зi струмом, що зберiгається, ми можемо записати

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑔𝑣𝑋𝜇𝑗
𝜇 = 𝑔𝑣(𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋)𝑗𝜇 = 𝑔𝑣𝑉𝜇𝑗

𝜇, (7.54)

тобто по зазначенiй взаємодiї ми не зможемо вiдрiзнити поле Штю-
кельберга вiд звичайного векторного поля Прока.

Взаємодiя зi струмом, що не зберiгається
Розглянемо взаємодiю поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋 зi

струмом, що не зберiгається. Вiзьмемо для цього аксiальний струм
𝑗𝜇𝑎 = 𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 . На класичному рiвнi ми маємо спiввiдношення для 4-
дивергенцiї аксiального струму у виглядi (4.139): 𝜕𝜇𝑗𝜇𝑎 = 2𝑖𝑚𝑓 𝑓𝛾

5𝑓 .
Тодi взаємодiю поля Штюкельберга можна записати у виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡=𝑔𝑎𝑋𝜇𝑗
𝜇
𝑎 =𝑔𝑎(𝑉𝜇−𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋)𝑗𝜇=𝑔𝑎𝑉𝜇𝑗

𝜇 + 𝑔𝑎
2𝑖𝑚𝑓

𝑚𝑋
𝑓𝛾5𝑓𝐵, (7.55)

звiдки випливає, що взаємодiю з полем 𝐵 необхiдно враховувати.
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На перший погляд може скластися враження, що взаємодiя поля
𝐵 з фермiонами є гарною з фiзичної точки зору, оскiльки описується
польовим оператором розмiрностi 4. Однак, розглянувши взаємодiю
лише поля 𝐵 з фермiонами, наприклад, в реакцiї 𝑋𝑋 → 𝑓𝑓 , ми поба-
чимо, що амплiтуда реакцiї при 𝑠≫ 𝑚2

𝑋 ,𝑚
2
𝑓 та при сталому значеннi

𝑡 веде себе як

|𝑀𝑓𝑖|2 =
32𝑔2𝑎𝑚

4
𝑓𝑠

𝑚4
𝑋(𝑚2

𝑓 − 𝑡)
+ ..., (7.56)

де опущенi доданки, що повiльнiше зростають при зростаннi 𝑠. Легко
побачити, що при певному значеннi змiнної Мандельштама 𝑠 величи-
на |𝑀𝑓𝑖|2 стане бiльшою за 1 i умова унiтарностi буде порушеною [77].
Вiдповiдно, вище порогового значення 𝑠 ≳ 𝑠𝑚𝑎𝑥 = 𝑚4

𝑋/(32𝑔
4
𝑎𝑚

2
𝑓 ) те-

орiя втрачає фiзичний сенс, отже, вона може бути ефективно засто-
сована лише у вiдповiдному низькоенергетичному масштабi. Це гово-
рить про те, що у фiзично коректному лагранжiанi має бути побудова-
на взаємодiя поля Штюкельберга з декiлькома аксiальними струмами
так, щоб при великих значеннях 𝑠 амплiтуди типу (7.56) взаємно ско-
рочувалися.

Корисно вiдзначити, що взаємодiя поля Штюкельберга 𝑋𝜇 з аксi-
альним струмом також мiститься у взаємодiї полiв Хiггса з 𝑋𝜇 (опе-
ратор розмiрностi 4):

𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋
𝜇 . (7.57)

Нагадуємо, що за визначенням 𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻 = 𝐻†(𝐷𝜇𝐻) − (𝐷𝜇𝐻
†)𝐻, де

𝐷𝜇 – подовжена похiдна, що включає калiбрувальнi поля групи слаб-
кого iзоспiну 𝑆𝑈𝑊 (2) та гiперзаряду 𝑈𝑌 (1). Саме ж поле Штюкель-
берга не змiнюється при калiбрувальних перетвореннях.

Зосередимось на взаємодiї повздовжньої частини поля Штюкель-
берга:

𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋
𝜇
𝐿 → −𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻

𝜕𝜇𝐵

𝑚𝑋
. (7.58)

Застосувавши iнтегрування частинами, запишемо останнiй вираз як

𝑖
𝐵

𝑚𝑋
𝜕𝜇(𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻) = 𝑖

𝐵

𝑚𝑋

[︀
𝐻†𝐷2𝐻 − (𝐷2𝐻†)𝐻

]︀
, (7.59)

де в останньому виразi ми замiнили частинну похiдну на коварiан-
тну, оскiльки доданки з калiбрувальними полями зануляться пiд дiєю
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оператора
←→
𝐷 . Використавши рiвняння руху хiггсiвського поля, отри-

маємо зв’язок поля 𝐵 з псевдоскалярним струмом, що пропорцiйний
юкавiвським сталим зв’язку1:

→ −𝑖 𝐵
𝑚𝑋

(𝑓𝐿𝑌
𝑓 𝑓𝑅 − 𝑓𝑅 𝑌 †,𝑓 𝑓𝐿)

(𝑣 + ℎ)√
2

. (7.60)

Ми можемо провести процедуру дiагоналiзацiї матриць Юкави так,
щоб їхнi значення були дiйсними та додатними, та отримаємо

→ −𝑖 𝑌 𝑑𝑖𝑎𝑔,𝑓 (𝑣 + ℎ)√
2

𝐵

𝑚𝑋
(𝑓𝛾5𝑓). (7.61)

Отже, взаємодiя з полем Хiггса (7.57) буде мiстити в собi взаємодiю
аксiального струму з полем Штюкельберга 𝑋𝜇, що дасть вiдповiдне
зростання амплiтуди реакцiї зi збiльшенням енергiї взаємодiючих ча-
стинок.

Хоча взаємодiї 𝑋𝜇𝑓𝛾
𝜇𝛾5𝑓 та 𝑖𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻𝑋

𝜇 окремо призводять до
амплiтуд, що зростають зi зростанням енергiї, можна пiдiбрати таку
комбiнацiю цих доданкiв (коефiцiєнтiв 𝛼 та 𝛽), яка не буде зроста-
ти при збiльшеннi енергiї частинок. Тобто загальний коефiцiєнт при
аксiальному струмi має бути виду [66,195]:

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑋𝜇(𝛼𝑓𝛾
𝜇𝛾5𝑓 + 𝑖𝛽𝐻†←→𝐷 𝜇𝐻) ∼

𝑖
∑︁
𝑓

𝑦𝑓 (𝑣 + ℎ)√
2𝑚𝑋

(︁
(𝑌𝑓𝑅 − 𝑌𝑓𝐿)± 𝑌𝐻

)︁
𝐵 (𝑓𝛾5𝑓) + · · · , (7.62)

де 𝑌𝑓𝐿 , 𝑌𝑓𝑅 – гiперзаряди правих та лiвих фермiонiв (𝑓𝐿 та 𝑓𝑅) вiдпо-
вiдно, 𝑌𝐻 – гiперзаряд поля Хiггса, а знак + (−) вiдповiдає випадку
лептонiв та нижнiх (верхнiх) кваркiв. Комбiнацiя гiперзарядiв, що
входить у зазначений вираз, задовольняє iнварiантнiсть лагранжiану
СМ вiдносно калiбрувальних перетворень групи 𝑈𝑌 (1) та дорiвнює
нулю.

1Наведенi вирази справедливi для лептонiв та нижнiх кваркiв (лагранжiан юка-
вiвської взаємодiї через поле 𝐻, а не 𝐻̃, див. (4.11)). Але вирази можна узагаль-
нити i для верхнiх кваркiв.
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Взаємодiя з полем Хiггса
На перенормовному рiвнi iснує лише один доданок взаємодiї поля

Хiггса з полем Штюкельберга 𝑋𝜇:

1

2
𝜆2|𝐻|2𝑋𝜇𝑋

𝜇 , (7.63)

де 𝜆2 – безрозмiрна стала взаємодiї. Тодi поле Хiггса в околi стану з
мiнiмумом потенцiалу даватиме додатковий внесок в масу Штюкель-
берговського векторного поля i призведе до її перевизначення:

𝑚̃2
𝑋 = 𝑚2

𝑋 +
𝜆2𝑣

2

2
. (7.64)

Взаємодiя повздовжньої компоненти поля Штюкельберга з полем Хiгг-
са буде визначатися виразом

1

2
𝜆2|𝐻|2𝑋𝜇𝑋

𝜇 → 1

2𝑚̃2
𝑋

𝜆2|𝐻|2(𝜕𝜇𝐵𝜕𝜇𝐵), (7.65)

що породжує оператори взаємодiї повздовжньої моди 𝐵 з полем Хiггса
розмiрностi 5 та 6:

𝜆2(2𝑣ℎ+ ℎ2)

2𝑚̃2
𝑋

(𝜕𝜇𝐵𝜕
𝜇𝐵). (7.66)

Така взаємодiя призведе до зростання амплiтуд реакцiй при зростаннi
енергiй взаємодiючих частинок як

√
𝑠/𝑚𝑋 . Явний розрахунок реакцiї

𝑋𝑋 → ℎℎ та накладання умови унiтарностi у виглядi |ℳ|2 = 1 при-
зводить до максимального порогового значення енергiї взаємодiючих
частинок у виглядi

√
𝑠max ∼ 𝑚̃𝑋

√︀
2/𝜆2, що визначатиме межi засто-

совностi такої взаємодiї. Зазначимо, що у частковому випадку, коли
основним внеском в масу 𝑋𝜇 є внесок вiд доданка пропорцiйного 𝜆2
(тобто 𝑚̃2

𝑋 ≃ 𝜆2𝑣
2/2), порогове значення

√
𝑠max ∼ 𝑣 визначається

масштабом електрослабкої взаємодiї та не залежить вiд маси поля
Штюкельберга.

Оператор (7.63) генерує додаткову масу векторного поля Штю-
кельберга за аналогiєю до того, як генерується маса векторного поля
групи 𝑈(1) в механiзмi Хiггса. Замiсть 𝜆2 в останньому випадку буде
𝑔2, де 𝑔 – вiдповiдна стала зв’язку. Вiдповiдно, можна очiкувати, що
стала 𝜆2 буде мати додатне значення, що є важливим при визначеннi
маси поля Штюкельберга у формi (7.63).
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Самодiя поля Штюкельберга
Iснує лише один перенормовний оператор самодiї поля Штюкель-

берга. Вiн має розмiрнiсть 4:

1

4!
𝜆4(𝑋𝜇𝑋

𝜇)2 , (7.67)

де 𝜆4 – безрозмiрна стала. Однак для повздовжньої компоненти ма-
тимемо вже оператор розмiрностi 8:

𝜆4
4!𝑚4

𝑋

(𝜕𝜇𝐵𝜕
𝜇𝐵)2, (7.68)

що призводить до зростання амплiтуди розсiяння квантiв поля Штю-
кельберга зi збiльшенням енергiї частинок за законом

𝒜(𝑋𝐿𝑋𝐿 → 𝑋𝐿𝑋𝐿) ∼ 𝜆4
𝑠2

𝑚4
𝑋

. (7.69)

В цьому мiсцi корисно вiдмiтити, що рiст амплiтуди за законом 𝑠2/𝑚4
𝑋

вiдбувається i в СМ для реакцiй з 4-частинковою взаємодiєю𝑊 -бозонiв.
Однак, в СМ вiдповiдне зростання амплiтуди реакцiй компенсується
врахуванням дiаграм з обмiном 𝑍-бозонiв та бозоном Хiггса ℎ [77].

Межi застосовностi теорiї з оператором взаємодiї (7.67) можна оцi-
нити з виразу (7.69): прирiвнявши амплiтуду процесу до 1, отримаємо:

√
𝑠max ≲

𝑚𝑋

𝜆
1/4
4

, (7.70)

що накладає сильнi обмеження на значення параметра 𝜆4 ≪ 1. Зазна-
чимо, що стала 𝜆4 має бути додатною, щоб забезпечити аналiтичнiсть
теорiї при високих енергiях [112].
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Взаємодiя iз аномальним струмом
Як вiдомо, повний вираз для 4-дивергенцiї аксiального струму має

вигляд (4.140), див. [63,67,68]:

𝜕𝜇𝑗5𝜇 = 2𝑖𝑚𝑓 𝜓𝛾
5𝜓 − 𝑞2

8𝜋2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 , (7.71)

де 𝐹𝛼𝛽 = 1
2𝜖𝛼𝛽𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 є дуальним тензором до тензора 𝐹𝛼𝛽 , а останнiй
доданок являє собою похiдну вiд аномального струму

𝑞2

8𝜋2
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 =

𝑞2

8𝜋2
𝜕𝜇𝑗

𝜇
𝐶𝑆 , (7.72)

де 𝑗𝜇𝐶𝑆 = 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑉𝜈𝐹𝜆𝜌 (скорочення 𝐶𝑆 походить вiд того, що такий
струм називають струмом Черна-Саймонса або аномальним струмом).
Зазначимо, що останнiй доданок походить з розгляду трикутних пе-
тльових дiаграм взаємодiї векторних полiв i вiдсутнiй в класичнiй те-
орiї полiв. Доданок 𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 в лiтературi називають також густиною
Черна-Понтрягiна [66].

Взаємодiя поля Штюкельберга з аномальним струмом призведе до
появи доданку

ℒ𝑖𝑛𝑡 = 𝑔𝑎𝑋𝜇𝑗
𝜇
𝐶𝑆 = · · · − 𝑔𝑎

𝐵

𝑚𝑋
𝜕𝜇𝑗

𝜇
𝐶𝑆 =

𝑞2𝑔𝑎
8𝜋2

𝐵

𝑚𝑋
𝐹𝛼𝛽𝐹𝛼𝛽 + · · · , (7.73)

Останнiй доданок у виразi (7.73) має назву доданка Печеi-Куiна i яв-
ляє собою оператор розмiрностi 5. Вiдповiдно, зазначена взаємодiя не
є перенормовною.

Розглянемо лагранжiан, в якому калiбрувальне поле 𝑉𝜇 (складова
частина поля Штюкельберга 𝑋𝜇 = 𝑉𝜇 − 𝜕𝜇𝐵/𝑚𝑋) взаємодiє з аксi-
альним фермiонним струмом 𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 зi сталою взаємодiї 𝑔𝑎, а також
в системi iснує векторне калiбрувальне поле 𝐴𝜇, що взаємодiє з ве-
кторним фермiонним струмом 𝑓𝛾𝜇𝑓 зi сталою взаємодiї 𝑞. Як вiдомо,
в цьому випадку через трикутну фермiонну петлю буде генеруватися
взаємодiя полiв 𝐴𝐴𝑉 i у вершинi фермiонної трикутної петлi з полем
𝑉𝜇 закон збереження аксiального струму матиме аномальний доданок.
В iмпульсному просторi, якщо iмпульс кванта поля 𝑉𝜇 дорiвнює 𝑝, iм-
пульс одного з векторних полiв – 𝑞, а петлi вiдповiдає функцiя ∆𝜌𝜇𝜈

(петля має три лоренцевi iндекси, бо за ними вiдбуватиметься згортка
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з лоренцевими iндексами векторних полiв 𝐴𝜌, 𝐴𝜈 , 𝑉𝜇), останнiй факт
буде виражатися рiвнiстю (див. детальнiше [67,196])

𝑝𝜇∆
𝜌𝜇𝜈 =

𝑞2𝑔𝑎
2𝜋2

𝜖𝜌𝜈𝛼𝛽𝑝𝛼𝑞𝛽 . (7.74)

Якщо ж тепер врахувати наявнiсть взаємодiї повздовжньої компо-
ненти поля Штюкельберга у виглядi (7.73), то можна також побуду-
вати взаємодiю 𝐴𝐴𝐵 через трикутну фермiонну петлю. Петлi в цьому
випадку буде вiдповiдати величина ∆𝜌𝜈 (два iндекси, бо за ними вiд-
буватиметься згортка з лоренцевими iндексами векторних полiв 𝐴𝜌
та 𝐴𝜈). Аномальний закон збереження аксiального струму в цьому
випадку буде наслiдком рiвностi

𝑖𝑚𝑋∆𝜌𝜈 =
𝑞2𝑔𝑎
2𝜋2

𝜖𝜌𝜈𝛼𝛽𝑝𝛼𝑞𝛽 . (7.75)

Як бачимо, правi частини виразiв (7.74), (7.75) збiгаються. Це до-
зволяє записати узагальнений вираз для тотожностi Уорда у виглядi

𝑝𝜇∆
𝜌𝜇𝜈(𝑉 )− 𝑖𝑚𝑋∆𝜌𝜈(𝐵) = 0. (7.76)

Таким чином, наявнiсть взаємодiї поля Штюкельберга з аномальним
струмом (7.73) призводить до скорочення квантової аномалiї. Це яви-
ще має назву механiзму скорочення аномалiї Грiна-Шварца [197].
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7.7 Портал псевдоскалярiв. Аксiони та
аксiоноподiбнi частинки

Аксiони – частинки, що можуть вирiшити проблему СР-
iнварiантностi КХД

Аксiони були вперше запропонованi як гiпотетичнi псевдоскаляр-
нi частинки в 1977 роцi. По сутi вони були псевдоголдстоунiвськи-
ми бозонами, що утворювалися при спонтанному порушеннi симетрiї
Печчеi-Куiн (6.27). На класичному рiвнi аксiони були введенi як без-
масовi частинки, що набувають масу за рахунок квантових ефектiв.
Метою їх введення було вирiшення проблеми СР-iнварiантностi силь-
ної взаємодiї в СМ [198,199]. Розглянемо дане питання детальнiше.

Як вже зазначалося в Роздiлi 6.1, сталу 𝜃, що визначає мiру по-
рушення СР-iнварiантностi сильної взаємодiї, можна було б занулити
за умови наявностi симетрiї вiдносно глобальних перетворень Печчеi-
Куiнн (PQ) (6.27). Однак ця симетрiя явно порушується масовими
доданками лагранжiану кваркiв.

Для вирiшення проблеми СР-iнварiнтностi КХД Печчеi та Куiнн
запропонували модифiкувати кварковий лагранжiан шляхом додава-
ння нової 𝑈𝑃𝑄(1) глобальної симетрiї. Для цього фазу 𝜃𝑞 в (6.25) в
масових доданках кваркових полiв було запропоновано вважати но-
вим полем (аксiонне поле) з нульовим спiном, що не є константою, а
може змiнюватися

ℒ𝑚 = 𝑚𝑞(𝑞𝑅 𝑒
−𝑖 𝐴

𝑓𝑃𝑄 𝑞𝐿 + 𝑞𝐿 𝑒
𝑖 𝐴
𝑓𝑃𝑄 𝑞𝑅) = 𝑚𝑞𝑞𝑒

𝑖𝛾5
𝐴

𝑓𝑃𝑄 𝑞. (7.77)

Застосувавши до кваркових полiв глобальнi PQ-перетворення (6.27),

𝑞𝑅 → 𝑞𝑅𝑒
𝑖𝛼, 𝑞𝐿 → 𝑞𝐿𝑒

−𝑖𝛼, (7.78)

отримаємо

ℒ𝑚 → 𝑚𝑞𝑞𝑒
𝑖𝛾5
[︁

𝐴
𝑓𝑃𝑄

+2𝛼
]︁
𝑞. (7.79)

Легко побачити, що для вiдновлення глобальної PQ-симетрiї лагран-
жiану нам слiд вимагати, щоб при глобальних калiбрувальних пере-
твореннях кваркових функцiй (6.27) поле аксiонiв перетворювалося
як

𝐴→ 𝐴′ = 𝐴− 2𝑓𝑃𝑄 𝛼. (7.80)
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Фактично ми просто робимо перепозначення, яке не змiнить лагран-
жiану. Зсув на сталу значення аксiонного поля не змiнить його кiне-
тичних доданкiв, масового доданку це поле поки не має, отже окрiм
показника експоненти в (7.77) аскiонне поле бiльше нiкуди не входить.

Утворений таким лагранжiан буде iнварiантним вiдносно глобаль-
них PQ-перетворень кваркових полiв за умови, що вiдповiдним чи-
ном буде змiнюватися i фаза скалярного поля

𝑞𝑅 → 𝑞𝑅𝑒
𝑖𝛼, 𝑞𝐿 → 𝑞𝐿𝑒

−𝑖𝛼, 𝐴→ 𝐴′ = 𝐴− 2𝑓𝑃𝑄 𝛼. (7.81)

За рахунок кiральних перетворень кваркових полiв в лагранжiанi
КХД буде згенеровано доданок ∼ 𝛼𝐺̃𝑎, 𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 , що призведе до змiни
значення 𝜃 → 𝜃−2𝑁𝑎𝛼 (6.27). Оскiльки параметр 𝛼 може бути довiль-
ним, то значення параметра 𝜃 стає нефiзичним i може бути покладене
нулю.

Розглянемо тепер, як таке аксiонне поле та фаза 𝜃𝑞 у масовiй ча-
стинi кваркового поля можуть природнiм чином з’явитися в нашiй
теорiї. Введемо певне комплексне скалярне поле, що взаємодiятиме з
безмасовими кварковими полями як

ℒ𝑖𝑛𝑡 ∼ (𝑞𝑅 𝜙 𝑞𝐿 + 𝑞𝐿 𝜙
* 𝑞𝑅). (7.82)

Вважатимемо, що скалярне поле 𝜙 має потенцiал типу потенцiалу
Хiггса, а симетрiя системи спонтанно порушується на масштабi 𝑓𝑃𝑄

𝑉 (𝜙) = 𝜆(|𝜙|2 − 𝑓2𝑃𝑄/2)2 ⇒ ⟨𝜙⟩ = (𝑓𝑃𝑄/
√
2)𝑒−𝑖𝜃𝑞−𝑖𝐴/𝑓𝑃𝑄 , (7.83)

де фаза 𝐴 = 𝐴(𝑥) є полем аксiонiв (безмасовий псевдоголдстоунiв-
ський бозон1), а 𝜃𝑞 – фаза точки вакуумного стану скалярного поля,
збурення навколо якого генерують масивне поле Хiггса. Зазначене
скалярне поле генерує масу кваркiв, див. (6.24) та (6.25).

При локальних PQ-перетвореннях кваркових полiв, змiна їх фази
призведе до змiни кiнетичних доданкiв кваркових полiв. Тому проста
змiна фази скалярного поля 𝜙 (змiщення поля аксiона 𝐴) не забез-
печить PQ-iнварiантностi лагранжiану. Для забезпечення локальної

1Як побачимо далi, аксiон є масивною псевдоскалярною частинкою, тому ми
використали назву псевдоголдстоунiвського бозону. Вiн набуває масу за рахунок
квантових ефектiв.
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PQ-iнварiантностi в цьому випадку необхiдно вводити нове вектор-
не калiбрувальне поле, яке набуде маси i поглине псевдоголдстоунiв-
ський бозон 𝐴, як у механiзмi Хiггса.

Автори теорiї запропонували не змiнювати фазу скалярного поля
𝜙 (не змiщувати поле аксiона 𝐴) при локальних PQ-перетвореннях
фермiонних полiв та не вводити нове калiбрувальне векторне поле.
Це очевидно порушить локальну PQ-iнварiантнiсть лагранжiану, але
збереже аксiонне поле, як окреме фiзичне поле в системi.

Для того щоб позбутися фазового множника у масовому доданку
кваркових полiв (7.77) потрiбно провести локальнi перетворення фер-
мiонних полiв (6.27) з параметром 𝛼 = −𝐴/(2𝑓𝑃𝑄), що призведе до
появи в лагранжiанi доданку, див. (6.28),

ℒ𝑄𝐶𝐷 → ℒ𝑄𝐶𝐷 + 𝒞 𝛼𝑠
8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 , (7.84)

де 𝒞 – в загальному випадку певний коефiцiєнт, що визначається за-
рядами кваркiв окремих поколiнь по вiдношенню до PQ-перетворень
та кiлькiстю кваркiв. Справа в тому, що в загальному випадку рiзнi
кварки можуть мати рiзнi PQ-заряди, що нами, для спрощення ситу-
ацiї, не розглядалося. Якщо всi кварки мають заряди 1, то 𝒞 = 𝑁𝑞.

Змiна лагранжiану (7.84) призведе до змiни параметра 𝜃 до вигля-
ду, що визначатиметься полем аксiона

𝜃 → 𝜃𝑒𝑓𝑓 = 𝜃 + 𝒞 𝐴

𝑓𝑃𝑄
. (7.85)

Виявляється, що в результатi порушення кiральної симетрiї на
масштабi близькому до масштабу сильної взаємодiї Λ𝑄𝐶𝐷 ∼ 200 МеВ,
з’являється ненульовий вакуумний конденсат, 𝑞𝑞 ∼ 𝜆3𝑄𝐶𝐷, що приво-
дить до ефективного потенцiалу вакууму КХД. За рахунок наявностi
iнстантонних розв’язкiв ефективний потенцiал стає функцiєю пара-
метра 𝜃 з мiнiмумом в точцi 𝜃𝑒𝑓𝑓 = 0 [75, 200]:

𝑉𝑎 ∼ (1−cos 𝜃𝑒𝑓𝑓 )|𝜃𝑒𝑓𝑓=0 = −1

2
𝜃2𝑒𝑓𝑓

𝑚𝑢𝑚𝑑

𝑚𝑢 +𝑚𝑑
+𝑂(𝜃4) ≈ 1

8
𝜃2𝑒𝑓𝑓𝑚

2
𝜋𝑓

2
𝜋+𝑂(𝜃4),

(7.86)
де 𝑚𝜋 ≈ 135 МеВ – маса 𝜋-мезона, 𝑓𝜋 ≈ 130, 7 МеВ – стала розпаду
𝜋-мезона. Очевидно, що мiнiмум енергiї система отримує в точцi, коли
𝜃𝑒𝑓𝑓 = 0, що автоматично пояснює експериментальний факт 𝜃𝑒𝑓𝑓 →
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0. Значення 𝜃𝑒𝑓𝑓 = 0 означає, що середнє значення аксiонного поля
<𝐴>= −𝜃𝑒𝑓𝑓 𝑓𝑃𝑄𝒞 динамiчно пiдлаштовуватиметься для забезпечення
мiнiмуму потенцiалу системи.

Записавши потенцiал у виглядi

𝑉𝑎 ≈
1

8

(︂
𝒞 𝐴

𝑓𝑃𝑄

)︂2

𝑚2
𝜋𝑓

2
𝜋 =

1

2

(︂𝒞𝑚𝜋𝑓𝜋
2𝑓𝑃𝑄

)︂2

𝐴2 =
𝑚2
𝐴𝐴

2

2
, (7.87)

отримуємо вираз для маси аксiона, див. також [142],

𝑚𝐴 = 𝒞𝑚𝜋𝑓𝜋
2𝑓𝑃𝑄

≈ 𝒞 · 9 · 10−6eV
1012GeV
𝑓𝑃𝑄

. (7.88)

Звертаємо увагу,що наслiдком вирiшення проблеми СР-iнварiант-
ностi в КХД стала поява в лагранжiанi СМ аксiонного поля, яке не
можна усунити нiякими калiбрувальними перетвореннями. Це поле є
одним з кандитатiв на роль поля темної матерiї. Для того, щоб аксiони
могли претендувати на роль частинок темної матерiї i не суперечили
даним космологiчних спостережень їх маса має бути в iнтервалi 10−6−
10−5 еВ [75,142,201].

Розглянемо приклади введення аксiонiв в СМ.
Для початку розглянемо введення ALP за допомогою моделi з дво-

ма полями Хiггса. Задамо собi питання, як нам коректно можна сге-
нерувати доданок (7.77)? В СМ масовi доданки кваркiв виникають
завдяки взаємодiї кваркових полiв з полем Хiггса (4.11). Для виник-
нення глобальної PQ-симетрiї необхiдно припустити, що поле Хiггса
заряджено вiдносно групи 𝑈𝑃𝑄(1). Тодi, для iнварiантностi вiдносно
перетворень (6.27), поле Хiггса має перетворюватися вiдносно групи
𝑈𝑃𝑄(1) наступним чином

𝑖𝑛𝑣𝑃𝑄(𝑄̄𝑚𝐻𝐷𝑛)⇒ 𝐻 → 𝐻𝑒−𝑖2𝛼, (7.89)

𝑖𝑛𝑣𝑃𝑄(𝑄̄𝑚𝐻̃𝑈𝑛)⇒ 𝐻 → 𝐻𝑒+𝑖2𝛼. (7.90)

Маємо протирiччя. Щоб виправити ситуацiю потрiбно модифiкувати
СМ введенням другого поля Хiггса, щоб вираз (4.11) отримав вигляд

ℒ𝑌 =−
(︁
𝑌 𝑙𝑚𝑛𝐿̄𝑚𝐻1𝐸𝑛+𝑌

𝑑
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻1𝐷𝑛+𝑌

𝑢
𝑚𝑛𝑄̄𝑚𝐻̃2𝑈𝑛+ℎ.𝑐.

)︁
, (7.91)
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а вiдповiднi поля Хiггса (𝐻1 та 𝐻2) мали тi ж самi заряди по групам
СМ, що й звичайне поле Хiггса, а їх заряди вiдносно PQ-перетворень
були рiзними

𝐻1 → 𝐻1𝑒
−𝑖2𝛼, 𝐻2 → 𝐻2𝑒

+𝑖2𝛼. (7.92)

Враховуючи, що поле Хiггса взаємодiє з лептонами, то 𝑃𝑄-перетворення
повиннi дiяти i на лептоннi поля.

Кiнетичнi доданки в теорiї з двома полями Хiггса матимуть вигляд

(𝐷𝜇𝐻)+𝐷𝜇𝐻 → (𝐷𝜇𝐻1)
+𝐷𝜇𝐻1 + (𝐷𝜇𝐻2)

+𝐷𝜇𝐻2, (7.93)

що призведе до замiни вакуумного середнього в масових доданках
калiбрувальних полiв (4.49): 𝑣2 → 𝑣21 + 𝑣22 . Параметр 𝑣 фiксується в
СМ, оскiльки входить, наприклад, у визначення мас 𝑊 , 𝑍 бозонiв та
сталої Фермi 𝐺𝐹 . Отже на параметри 𝑣1, 𝑣2 буде iснувати обмеження
𝑣 =

√︀
𝑣21 + 𝑣22 = 246.22 ГеВ (4.115).

Нехай поля Хiггса поблизу вакуумного стану, вiдносно групи 𝑈𝑃𝑄(1),
матимуть вигляд1

𝐻1 =

(︃
0
𝑣1√
2

)︃
𝑒
𝑖2 𝐴
𝑓𝑃𝑄 , 𝐻2 =

(︃
0
𝑣2√
2

)︃
𝑒
−𝑖2 𝐴

𝑓𝑃𝑄 . (7.94)

Тодi гола кiнетична частина полiв Хiггса дає

ℒ𝑘𝑖𝑛 = (𝜕𝜇𝐻1)
+𝜕𝜇𝐻1 + (𝜕𝜇𝐻2)

+𝜕𝜇𝐻2 = 2
𝑣21 + 𝑣22
𝑓2𝑃𝑄

𝜕𝜇𝐴𝜕𝜇𝐴. (7.95)

Вважаючи 𝑓𝑃𝑄 = 2
√︀
𝑣21 + 𝑣22 = 2𝑣, отримаємо стандартний вираз кi-

нетичного доданку нейтрального псевдоскалярного поля аксiона

ℒ𝑘𝑖𝑛 =
1

2
𝜕𝜇𝐴𝜕𝜇𝐴. (7.96)

Перетворення (6.27) з аксiонним полем в показнику експоненти
призведе до змiни кiнетичних доданкiв фермiонних2 полiв

1Розклавши експоненту в ряд 𝑒𝑖2𝜌 = 1+2𝑖𝜌, отримаємо звичний вираз для поля
в околi вакуумного стану.

2Лептонних та кваркових полiв згiдно з iнварiантнiстю до PQ-перетворень ла-
гранжiана (7.94).
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𝑖𝜓𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓 → 𝑖𝜓𝑒
𝑖𝛾5𝐶𝜓

𝐴
𝑓𝑃𝑄 𝛾𝜇𝜕𝜇𝑒

𝑖𝛾5𝐶𝜓
𝐴

𝑓𝑃𝑄 𝜓 =

= 𝑖𝜓𝑒
𝑖𝛾5𝐶𝜓

𝐴
𝑓𝑃𝑄 𝑒

−𝑖𝛾5𝐶𝜓 𝐴
𝑓𝑃𝑄 𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓 −

2𝐶𝜓
𝑓𝑃𝑄

𝜕𝜇𝐴𝜓𝛾
𝜇𝛾5𝜓 =

= 𝑖𝜓𝛾𝜇𝜕𝜇𝜓 −
2𝐶𝜓
𝑓𝑃𝑄

𝜕𝜇𝐴𝜓𝛾
𝜇𝛾5𝜓, (7.97)

котрi3 нам дадуть явний вигляд взаємодiї аксiону з лептонами та
кварками, де 𝐶𝜓 – заряд вiдповiдного фермiона по групi 𝑈𝑃𝑄(1) (в
загальному випадку не одиничний). Як бачимо, ця взаємодiя задає-
ться оператором розмiрностi 5, що робить її неперенормовною, а тео-
рiю аксiону робить ефективною теорiєю. З явного вигляду наведених
взаємодiй також випливає, що поле аксiонiв є псевдоскалярним
полем.

Зробивши перетворення кваркових та лептонних функцiй у масо-
вих частинах лагранжiану типу (7.77) ми отримаємо в лагранжiанi
доданки

𝒞𝐺
𝛼𝑠
8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 + 𝒞𝛾

𝛼

8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈 , (7.98)

тобто взаємодiю аксiонiв з глюонними та електромагнiтними полями.
Пiдсумовуючи, в даному розширеннi СМ окрiм появи двох бозонiв

поля Хiггса виникають такi новi доданки аксiонного поля

ℒ𝐴 =
1

2
𝜕𝜇𝐴𝜕𝜇𝐴−

𝑚2
𝐴

2
𝐴2+𝒞𝐺

𝛼𝑠
8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈+𝒞𝛾

𝛼

8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈−

− 2𝐶𝜓
𝑓𝑃𝑄

𝜕𝜇𝐴𝜓𝛾
𝜇𝛾5𝜓, (7.99)

де 𝜓 кварковi та лептоннi поля СМ.
Вкажемо тепер на недолiки наведеної моделi. Пiдставивши значе-

ння 𝑓𝑃𝑄 = 2𝑣 у вираз (7.88), отримаємо значення для маси аксiона
𝑚𝑎 ≈ 15 КеВ, що значно перевищує необхiдне значення маси аксiона
як кандидата на роль частинки темної матерiї. З виразу (7.91) ви-
пливає, що аксiон взаємодiє як з кварками, так i з лептонами, але ця
взаємодiя пропорцiйна фактору 1/𝑓𝑃𝑄 = 1/(2𝑣), див. (7.97), що не є
надзвичайно малим. В той же час, така взаємодiя в експериментах не

3Ми використали факт 𝛾𝜇𝑒
𝑖𝛾5𝐶𝜓

𝐴
𝑓𝑃𝑄 = 𝑒

−𝑖𝛾5𝐶𝜓
𝐴

𝑓𝑃𝑄 𝛾𝜇.
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спостерiгається. Отже, такий аксiон (називають аксiоном Вайнберга-
Вiльчека, [202,203]) є експериментально забороненим.

Модель Дайна-Фiшлера-Средницького-Житницького
(ДФСЖ-, або DFSZ-аксiон), див. [204, 205], вирiшує проблеми моде-
лi аксiона Вайнберга-Вiльчека. В цiй моделi окрiм наявностi другого
бозону Хiггса пропонується додати комплесний скаляр 𝑆, що неза-
ряджений по калiбрувальним групам СМ, але заряджений по групi
𝑈𝑃𝑄(1).

В данiй моделi, окрiм 𝑈𝑃𝑄(1)-iнварiантних комбiнацiй𝐻+
1 𝐻1,𝐻+

2 𝐻2,
𝐻+

1 𝐻2 ·𝐻+
2 𝐻1, 𝑆+𝑆, також входить 𝐻+

1 𝐻2 · 𝑆2 та ермiтово спряжена
до неї 𝐻+

2 𝐻1 · 𝑆*2. Умовою iнварiантностi останнiх вiдносно глобаль-
них 𝑈𝑃𝑄(1) перетворень є 𝑆 → 𝑆𝑒𝑖2𝜌. Припустимо також, що скалярне
поле знаходиться в околi свого вакуумного стану пiсля спонтанного
порушення симетрiї, тобто 𝑆 = 𝑣𝑠√

2
𝑒𝑖2𝐴/𝑓𝑃𝑄 , де 𝐴 – поле аксiону.

Тодi з (7.93) випливає умова 𝑣 =
√︀
𝑣21 + 𝑣22 = 246.22 ГеВ, а кiнети-

чнi доданки дають

ℒ𝑘𝑖𝑛 = (𝜕𝜇𝐻1)
+𝜕𝜇𝐻1 + (𝜕𝜇𝐻2)

+𝜕𝜇𝐻2 + (𝜕𝜇𝑆)+𝜕𝜇𝑆 =

= 2
𝑣21 + 𝑣22 + 4𝑣2𝑠

𝑓2𝑃𝑄
𝜕𝜇𝐴𝜕𝜇𝐴. (7.100)

Вважаючи 𝑓𝑃𝑄 = 2
√︀
𝑣21 + 𝑣22 + 4𝑣2𝑠 = 2

√︀
𝑣2 + 4𝑣2𝑠 , отримаємо стан-

дартний вираз кiнетичного доданку нейтрального псевдоскалярного
поля аксiона (7.96). На вакуумне середнє 𝑣𝑠 немає жодних обмежень,
а значить, воно може приймати досить великi значення. Отже, ма-
су аксiона (7.88) та сталу зв’язку аксiона з кварками та лептонами
(∼ 1/𝑓𝑃𝑄) можна зробити як завгодно малими.

Доданки взаємодiї аксiонного поля з полями СМ матимуть вигляд
(7.99).

Зазначимо також, що теорiя з двома дублетами полiв Хiггса не є
експериментально забороненою, див. наприклад [206, 207]. Тому мо-
дель DFSZ-аксiона є робочою моделлю.

Модель Кiма-Шифмана-Вайнштейна-Захарова (КШВЗ-,
або KSVZ-аксiон), див. [208,209], також вирiшує проблеми моделi аксiо-
на Вайнберга-Вiльчека, але iншим способом, що не вимагає введення
додаткового дублету поля Хiггса.
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Замiсть другого дублету поля Хiггса в моделi КШВЗ водиться но-
вий кварк 𝜓, що заряджений лише вiдносно групи 𝑈𝑃𝑄(1) та 𝑆𝑈𝐶(3),
при цьому кварки СМ не зарядженi вiдносно групи 𝑈𝑃𝑄(1). Також
вводиться нове скалярне поле1 𝑆, що незаряджене по калiбрувальним
групам СМ, але заряджене вiдносно групи 𝑈𝑃𝑄(1).

Це дозволить записати додатковий доданок в СМ

ℒ = 𝑦𝜓𝑆𝜓𝑅𝜓𝐿 + ℎ.𝑐., (7.101)

що забезпечуватиме iнварiантнiсть вiдносно глобальних PQ-перетворень:
𝜓𝑅 → 𝜓𝑅𝑒

−𝑖𝛼, 𝜓𝐿 → 𝜓𝐿𝑒
+𝑖𝛼, 𝑆 → 𝑆𝑒𝑖2𝛼.

Припустимо також, що скалярне поле знаходиться в околi сво-
го вакуумного стану пiсля спонтанного порушення симетрiї, тобто
𝑆 = 𝑣𝑠√

2
𝑒𝑖2𝐴/𝑓𝑃𝑄 , де 𝐴 – поле аксiону. За допомогою локальних PQ

перетворень ми переведемо фазовий множник скалярного поля з по-
лем аксiона у доданок лагранжiану

ℒ𝑄𝐶𝐷 → ℒ𝑄𝐶𝐷 +
𝛼𝑠
8𝜋

𝐴

𝑓𝑃𝑄
𝐺̃𝑎,𝜇𝜈𝐺𝑎𝜇𝜈 . (7.102)

Звичайно, при таких перетвореннях змiнять свiй вигляд кiнети-
чнi доданки кваркового поля 𝜓, див. (7.97), що призведе до появи
взаємодiї кваркового поля 𝜓 з полем аксiону, але її складно буде спо-
стерiгати. Зазначимо, що масса поля 𝜓 визначатиметься вакуумним
середнiм скалярного поля 𝑣𝑠 i може бути досить великою, що поясню-
вало б вiдсутнiсть реєстрацiї вiдповiдних кваркiв в експериментах.
Маса аксiона, навпаки, може бути досить малою

ℒ𝑘𝑖𝑛 = (𝜕𝜇𝑆)+𝜕𝜇𝑆 = 2
𝑣2𝑠
𝑓2𝑃𝑄

𝜕𝜇𝐴𝜕𝜇𝐴, (7.103)

тобто 𝑚𝐴 ∼ 1/𝑓𝑃𝑄, 𝑓𝑃𝑄 = 2𝑣𝑠.
Взаємодiя аксiонiв з кварками, лептонами СМ та електромагнi-

тним полем в моделi КШВЗ вiдсутня.

1Фермiони СМ не мають зарядiв вiдносно PQ-перетворень, друге поле Хiггса
не вводиться! До СМ лише додаються новий кварк та нове скалярне поле (важкi
частинки, що не спостерiгаються експериментально)!
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Аксiоноподiбнi частинки
Окрiм аксiонiв, що визначаються вище наведеною теорiєю, можуть

iснувати iншi псевдоскалярнi частинки (не обов’язково з малою ма-
сою), що можуть описуватися iншими теоретичними моделями. Такi
частинки отримали назву аксiоноподiбних частинок (ALP – axion-like
particle). Iнтерес до ALP пов’язаний з тим, що вони виникають в будь-
якiй теорiї струн, а також в будь-якiй теорiї зi спонтанним порушен-
ням глобальної симетрiї, див. роботу [174] та посилання в нiй.

Для того, щоб лагранжiан залишався скалярною функцiєю, взає-
модiя ALP з частинками СМ (пiсля спонтанного порушення симетрiї
поля Хiггса) має мiстити псевдоскалярнi доданки, доданки аксiальних
струмiв або дуальнi тензорнi величини [173]. Вiдповiдно, ми можемо
записати

ℒALPSM =
∑︁
𝑓

𝐶𝐴𝑓
2 𝑓𝐴

𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 𝜕𝜇𝐴−

− 𝛼

8𝜋

𝐶𝐴𝛾
𝑓𝐴

𝐹𝜇𝜈𝐹
𝜇𝜈 𝐴− 𝛼3

8𝜋

𝐶𝐴𝐺
𝑓𝐴

𝐺𝑏𝜇𝜈𝐺̃
𝑏 𝜇𝜈 𝐴+ . . . , (7.104)

де 𝐴 – ALP частинка, 𝑓𝐴 – певний новий енергетичний масштаб в
теорiї аксiонiв, 𝑓 = {𝑞, ℓ, 𝜈}, 𝑞 = {𝑢, 𝑑, 𝑠, 𝑐, 𝑏, 𝑡}, ℓ = {𝑒, 𝜇, 𝜏}, 𝐹𝜇𝜈 –
тензор напруженостей електромагнiтного поля, 𝐺𝑏𝜇𝜈 – тензор напру-
женостей полiв КХД. Тобто, в загальному випадку, дане розширення
СМ мiстить 15 нових параметрiв: 12 значень 𝐶𝐴𝑓 ; новi сталi зв’язку
з векторними полями СМ 𝐶𝐴𝛾 , 𝐶𝐴𝐺 та новий масштабний параметр
𝑓𝐴.

Зазначимо, що за допомогою спiввiдношення (4.139), що справе-
дливе для частинок на масовiй поверхнi, можна альтернативно запи-
сати перший доданок виразу (7.104) у виглядi1

𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓 𝜕𝜇𝐴 = −𝜕𝜇(𝑓𝛾𝜇𝛾5𝑓)𝐴 = −2𝑖𝑚𝑓 𝑓𝛾
5𝑓 𝐴. (7.105)

Якщо ж розглядати взаємодiю ALP на рiвнi СМ до спонтанного
порушення симетрiї (тобто з калiбрувальною iнварiантнiстю вiдносно
груп 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1)), то її можна схематично записати [174]

1В загальному випадку слiд використовувати спiввiдношення (4.140).
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Рис. 46: Обмеження на параметр 𝑔𝑎𝛾𝛾 аксiон-фотон-фотонної взаємо-
дiї. Зафарбованi областi вiдповiдають вже виключеним параметрам
моделi. Наведенi контури областi чутливостi для майбутнiх експери-
ментiв. Рис. взято з [176].

за допомогою доданкiв мiнiмальної розмiрностi 5 у виглядi

ℒALPSM = 𝑐𝐺
𝑔2𝑠

16𝜋2

𝐴

𝑓𝐴
𝐺𝑎𝜇𝜈𝐺̃

𝜇𝜈, 𝑎 + 𝑐𝑊
𝑔2

16𝜋2

𝐴

𝑓𝐴
𝑉 𝑖𝜇𝜈𝑉

𝜇𝜈, 𝑖+

+ 𝑐𝐵
𝑔′ 2

16𝜋2

𝐴

𝑓𝐴
𝐵𝜇𝜈𝐵̃

𝜇𝜈 +
𝜕𝜇𝐴

𝑓𝐴

∑︁
𝑖

𝑐𝑖
2
𝜓𝑖𝛾𝜇𝛾5𝜓𝑖. (7.106)

Звичайно, в низькоенергетичному наближеннi лагранжiан (7.106) має
перейти в лагранжiан (7.104), що й дозволить пов’язати мiж собою
сталi зв’язку одного та iншого лагранжiанiв.

На жаль, лагранжiани (7.104) та (7.106) мiстять оператори розмiр-
ностi 5 i є неперенормовними. Однак вони можуть бути використанi
як ефективнi лагранжiани для пошуку проявiв ALP.

Як бачимо, взаємодiя аксiонiв з частинками СМ мiстить досить
багато невiдомих сталих. Для прикладу, наведемо iснуючi обмеження
на сталу взаємодiї 𝑔𝑎𝛾𝛾 аксiона з двома фотонами 𝛼

8𝜋
𝐶𝐴𝛾
𝑓𝐴

=
𝑔𝑎𝛾𝛾
4 в

моделi, де ця взаємодiя (стала зв’язку) є домiнуючою, див. Рис.46.
Зазначимо, що важливим процесом для народження аксiонiв у
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Рис. 47: Ефект Примакова: фотон-аксiоннi перетворення у зовнiшньо-
му магнiтному полi

фотонно-домiнуючiй моделi є ефект Примакова [210]: перетворення
фотона в аксiон в зовнiшньому полi, див. Рис.47. Фактично це будуть
фотон-аксiоннi осциляцiї у зовнiшньому полi. Зокрема, фотон з енер-
гiєю 𝐸, що проходить у вакуумi в постiйному магнiтному полi 𝐵 шлях
𝐿, має ймовiрнiсть перетворення у аксiон з масою 𝑚𝐴, що дорiвнює

𝑃𝐴→𝛾 =

(︂
𝑔𝑎𝛾𝐵⊥𝐿

2

)︂2 [︂
sin(𝑞𝐿/2)

𝑞𝐿/2

]︂2
, 𝑞 =

𝑚2
𝐴

2𝐸
. (7.107)

При цьому у даний вираз входить лише компонента магнiтного по-
ля 𝐵⊥, що перпендикулярна до напрямку розповсюдження фотона.
Вiдмiтимо також, що 𝑃𝐴→𝛾 = 𝑃𝛾→𝐴.

З зазначеного ефекту зокрема випливає, що в зонiшньому полi фо-
тон може проходити крiзь непрозору перешкоду (стiнку): перед стiн-
кою вiн перетворюється в аксiон, який легко проходить через перешко-
ду, а пiсля стiнки аксiон знову перетворюється у фотон, див. [211].

Для лаборатрних експериментiв беручи значення 𝑔𝑎𝛾 = 10−10...−11

ГеВ−1, 𝐵 = 10 Tесла, 𝐿 = 10 метрiв, отримуємо надзвичайну малу
ймовiрнiсть переходу 𝑃𝑎→𝛾 ∼ 10−17 − 10−20 для 𝑚𝐴 < 10−4 еВ.

Ймовiрнiсть аксiон-фотонних перетворень на галактичних масшта-
бах може бути суттєво бiльшою i може пояснити проблему "прозо-
ростi"Всесвiту для 𝛾-променiв високих енергiй. Проблема полягає у
тому, що фотони високих енергiй 𝐸𝛾 > 100 ГеВ, що утворюються
в активних ядрах галактик, повиннi сильно поглинатися при прохо-
дженнi до Землi за рахунок взаємодiї з фоновими фотонами у гала-
ктичному та мiжгалактичному просторi (iнфрачервоний та оптичний
дiапазон енергiй) за рахунок реакцiї 𝛾𝛾− → 𝑒𝑒+. Однак, по факту,
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ми спостерiгаємо потiк таких високоенергетичних фотонiв, амплiтуда
якого суттєво бiльша за теоретичнi передбачення [212].

В моделi аксiоноподiбних частинок високоенергетичнi фотони, що
утворилися в активних ядрах галактик, частково перетворюються в
аксiони в магнiтному полi галактики, проходять величезний шлях в
космосi не взаємодiючи з фоновими фотонами, i в нашiй галактицi пе-
ретворюються у фотони високих енергiй. При цьому на своєму шляху
вони могли проходити через iншi галактики з магнiтним полем, на-
прямок та амплiтуда якого точно не вiдомi, що звичайно ускладнює
математичнi розрахунки та передбачення ефекту.
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7.8 Портал Черн-Саймонса
Iдея створення порталу Черна-Саймонса базується на явищi ско-

рочення кiральної аномалiї у фiзичних теорiях, див. Роздiл 4.8. При
цьому теорiї з аномалiями, що не скорочуються, вважаються нефi-
зичними, оскiльки мають проблеми з перенормуванням, див., напри-
клад, [63]. Iнтерес до доданкiв, що генеруються кiральною аномалiєю
пояснюється тим, що їх вигляд не залежить вiд маси частинки, що
пробiгає по внутрiшнiй трикутнiй петлi. Це означає, що якщо iснує
дуже важка частинка, яка не може бути народжена в колайдерних
експериментах i напряму реєструватися, то вона може проявити себе
згенерувавши вiдповiдний кiральний доданок взаємодiї. Фактично це
єдиний спосiб, як можуть себе проявити у низькоенергетичних експе-
риментах важкi фермiони з масою, що може на багато порядкiв пе-
ревищувати можливостi сучасних прискорювачiв. Наприклад, якщо
припустити, що потужностей сучасних прискорювачiв не достатньо
для вiдкриття важкого 𝑡-кварка, то вiн би проявив себе як необхi-
дний додатковий доданок у спiввiдношеннi на скорочення кiральної
аномалiї в СМ, див. (4.142).

Оскiльки взаємодiї частинок з калiбрувальними полями в СМ до-
бре узгоджуються з експериментальними даними, нас буде цiкавити
можливiсть прояву взаємодiї нового векторного масивного калiбру-
вального поля 𝑋𝜇, наприклад, групи 𝑈𝑋(1), з частинками СМ, що
генерується умовою скорочення кiральної аномалiї.

Припустимо, що iснує пара нових важкiх кiральних фермiонiв 𝜓𝐿,
𝜓𝑅 та 𝜒𝐿, 𝜒𝑅 (тобто такi, в яких лiво- та право-кiральнi компоненти
мають рiзнi доданки взаємодiї), що зарядженi як вiдносно калiбру-
вальної групи СМ 𝑈𝑌 (1) × 𝑆𝑈𝑊 (2), так i вiдносно певної додаткової
групи 𝑈𝑋(1). Припустимо також iснування додаткового поля Хiггса
Φ, що заряджене лише вiдносно групи 𝑈𝑋(1). Фермiони СМ та СМ
поле Хiггса при цьому вважаються незарядженими вiдносно групи
𝑈𝑋(1) i, вiдповiдно, напряму не взаємодiють1 з полем 𝑋𝜇.

Оскiльки важкi фермiони не можуть проявити себе на сучасних
прискорювачах, то, здавалося б, i поле 𝑋𝜇 не може себе проявити при

1Початкова мотивацiя в роботi [213] полягала в тому, щоб в колайдерних екс-
периментах вiдносно легкi новi векторнi бозони 𝑋𝜇 не змогли б проявити себе як
резонанси в реакцiях типу 𝑞 + 𝑞 → 𝑋 → 𝑓 + 𝑓 . Насправдi, якщо пряма взаємодiя
буде забороненою, то СМ фермiони все одно будуть взаємодiяти з полем 𝑋𝜇 через
петльовi дiаграми, але така взаємодiя буде сильно подавлена.
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низьких енергiях. Однак, виявляється, що поле 𝑋𝜇 може себе проя-
вити у взаємодiї з калiбрувальними полями СМ завдяки трикутним
дiаграмам, що представленi на Рис.48 [213]. Вiдповiдний бозон 𝑋𝜇 та-
кож називають бозоном Черна-Саймонса або ЧС бозоном.

В трикутних петлях, представлених на на Рис.48, пробiгають важ-
кi фермiони нової фiзики. Для забезпечення скорочення кiральної
аномалiї в петлях з важкими фермiонами 𝜓 та 𝜒 вводиться взає-
модiя, що не подавлена масштабом мас важких фермiонiв та має
калiбрувально-iнварiантний вигляд, який можна представити за до-
помогою операторiв розмiрностi 6:

ℒ1 =
𝐶𝑌
Λ2
𝑌

·𝑋𝜇(D𝜈𝐻)+𝐻𝐵𝜆𝜌 · 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌 + ℎ.𝑐. (7.108)

ℒ2 =
𝐶𝑆𝑈(2)

Λ2
𝑆𝑈(2)

·𝑋𝜇(D𝜈𝐻)+𝐹𝜆𝜌𝐻 · 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌 + ℎ.𝑐., (7.109)

де Λ𝑌 , Λ𝑆𝑈(2) — новi масштабнi фактори теорiї, 𝐶𝑌 , 𝐶𝑆𝑈(2) — новi без-
розмiрнi сталi,𝐻 – дублет скалярного поля Хiггса;𝐵𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐵𝜈−𝜕𝜈𝐵𝜇,

𝐹𝜇𝜈 = −𝑖𝑔
3∑︁
𝑖=1

𝜏 𝑖

2
𝑉 𝑖𝜇𝜈 — тензори 𝑈𝑌 (1) та 𝑆𝑈𝑊 (2) вiдповiдних калiбру-

вальних полiв. Очевидно, що лагранжiани ℒ1 та ℒ2 є iнварiантними
вiдносно локальних калiбрувальних перетворень груп 𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1).
Iнварiантнiсть вiдносно калiбрувальної групи 𝑈𝑋(1) забезпечується
тим, що поле 𝑋𝜇 – є полем Штюкельберга, див. Роздiл 7.6.

Рис. 48: Дiаграми, що генерують взаємодiю типу Черна-Саймонса,
[213]. В трикутних дiаграмах пробiгають важкi фермiони, що не вхо-
дять в Стандартну Модель.

Незважаючи на те, що взаємодiя у лагранжiанах (7.108), (7.109) є
неперенормовною та являє собою оператори розмiрностi 6, в низько-
енергетичному наближеннi (пiсля спонтанного порушення симетрiя

281



поля Хiггса) серед утворених операторiв рiзної розмiрностi будуть
iснувати доданки-оператори розмiрностi 4. Такi доданки можна роз-
глядати окремо i записати як окрему ефективну взаємодiю, що схожа
на перенормовну1:

ℒ𝐶𝑆 = 𝑐𝑧𝜖
𝜇𝜈𝜆𝜌𝑋𝜇𝑍𝜈𝜕𝜆𝑍𝜌 + 𝑐𝛾𝜖

𝜇𝜈𝜆𝜌𝑋𝜇𝑍𝜈𝜕𝜆𝐴𝜌 + 𝑐𝑤𝜖
𝜇𝜈𝜆𝜌𝑋𝜇𝑊

−
𝜈 𝜕𝜆𝑊

+
𝜌 ,

(7.110)
де 𝐴𝜇, 𝑍𝜇, 𝑊𝜇 — поля фотонiв, 𝑊± and 𝑍-бозонiв вiдповiдно; 𝑐𝑧, 𝑐𝛾 –
деякi безрозмiрнi дiйснi коефiцiєнти, 𝑐𝑤 = 𝑅𝑒 𝑐𝑤+ 𝑖𝐼𝑚 𝑐𝑤 – безрозмiр-
ний комплексний коефiцiєнт. Тобто ефективний низькоенергетичний
лагранжiан (7.110) характеризується 5-ма невiдомими параметрами:
𝑐𝑧, 𝑐𝛾 , 𝑅𝑒 𝑐𝑤, 𝐼𝑚 𝑐𝑤 та масою бозона 𝑋𝜇.

Слiд вiдзначити, що лагранжiан (7.110) є iнварiантним лише вiд-
носно калiбрувальної групи СМ 𝑈𝐸𝑀 (1). Справдi, замiна 𝐴𝜇 → 𝐴′

𝜇 =

𝐴𝜇 + 𝜕𝜇𝑓 не змiнює лагранжiан, оскiльки 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝜕𝜆𝜕𝜌𝑓 = 0 внаслiдок
антисиметричних властивостей тензора Левi-Чевiта. Цим можна по-
яснити вiдсутнiсть взаємодiї типу 𝜖𝜇𝜈𝜆𝜌𝑋𝜇𝐴𝜈𝜕𝜆𝐴𝜌, яка б порушувала
зазначену калiбрувальну iнварiантнiсть.

Звертаємо увагу, що лагранжiан (7.110) являє собою взаємодiю но-
вого векторного бозона 𝑋𝜇 лише з векторними полями СМ, що пред-
ставлена на Рис.49.
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Рис. 49: Взаємодiї бозону 𝑋𝜇 з векторними полями СМ.

Iснуючi обмеження на параметри теорiї внаслiдок взаємо-
дiї ЧС бозонiв з векторними полями СМ

У випадку 𝑀𝑋 < 𝑀𝑊 ,𝑀𝑍 взаємодiя у формi (7.110) приводить до
появи додаткових каналiв розпаду бозонiв 𝑊± та 𝑍. А саме, дозво-
леними є такi процеси: 𝑍𝜇 → 𝑋𝜇 + 𝛾, 𝑊±

𝜇 → 𝑋𝜇 + 𝑞𝑛 + 𝑞𝑚, 𝑊+
𝜇 →

𝑋𝜇 + 𝑙𝑛 + 𝜈𝑙𝑛.

1Питання перенормовностi даної взаємодiї ще недостатньо дослiджено.
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Вiдповiдна ширина розпаду 𝑍-бозона легко обчислюється:

Γ(𝑍 → 𝑋𝛾) = 𝑐2𝛾
𝑀𝑍

96𝜋

(︂
1− 𝑀2

𝑋

𝑀2
𝑍

)︂3(︂
1 +

𝑀2
𝑍

𝑀2
𝑋

)︂
. (7.111)

В наближеннi малих 𝑀𝑋 , 𝑀𝑋/𝑀𝑍 ≪ 1, маємо

Γ𝑍𝑋 = 𝑐2𝛾
𝑀𝑍

96𝜋

(︂
𝑀𝑍

𝑀𝑋

)︂2

. (7.112)

Ширину розпаду бозона 𝑊± також можна аналiтично обчислити в
наближеннi безмасових кваркiв i лептонiв та без урахування ефектiв
адронiзацiї:

Γ(𝑊+ → 𝑋𝑢𝑑) =
𝑁𝐶𝑀

3
𝑊𝐺𝐹 |𝑉𝑢𝑑|2

3456
√
2𝜋3

[︀
Θ2
𝑊1𝐹1(𝑥) + Θ2

𝑊2𝐹2(𝑥)
]︀
, (7.113)

де 𝑥 =𝑀𝑊 /𝑀𝑋 , 𝑁𝐶 = 3 — число кольорiв кваркiв, а 𝐹1, 𝐹2 — безроз-
мiрнi функцiї:

𝐹1(𝑥) =
4

𝑥2
− 6 ln𝑥 (24− 108𝑥2 + 20𝑥4 − 𝑥6)−

− 392 + 639𝑥2 − 274𝑥4 + 23𝑥6+

3𝑥(14− 𝑥2)(4− 𝑥2)3/2
(︂
𝜋 − 2 arctan

𝑥(3− 𝑥2)√
4− 𝑥2(1− 𝑥2)

)︂
,

𝐹2(𝑥) = 4 + 6𝑥6 ln𝑥− 45𝑥2 + 18𝑥4 + 23𝑥6+

3𝑥3(20 + 2𝑥2 − 𝑥4)√
4− 𝑥2

(︂
𝜋 − 2 arctan

𝑥(3− 𝑥2)√
4− 𝑥2(1− 𝑥2)

)︂
.

Слiд зауважити, що у (7.113) вiдсутнi члени ∼ Θ𝑊1Θ𝑊2. Тобто внески
вiд дiйсної та уявної частин константи зв’язку 𝑐𝑤 не iнтерферують
одна з одною.

В наближеннi малих значень 𝑀𝑋 , 𝑀𝑋/𝑀𝑊 ≪ 1, отримуємо

Γ(𝑊+ → 𝑋𝑢𝑑) = Θ2
𝑊1

𝑁𝐶𝑀
3
𝑊𝐺𝐹 |𝑉𝑢𝑑|2

864
√
2𝜋3

(︂
𝑀𝑊

𝑀𝑋

)︂2

. (7.114)

Беручи до уваги канали розпаду бозона 𝑊 у 𝑋-бозон i кварки
(основний внесок вiд розпадiв у 𝑢, 𝑑 та 𝑐, 𝑠 через дiагональнi елемен-
ти матрицi ККМ), а також у три поколiння заряджених лептонiв та
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вiдповiднi нейтрино, повну ширину розпаду бозона 𝑊+ для випадку
𝑀𝑋/𝑀𝑊 ≪ 1 можна записати як [214]

Γ𝑊𝑋=Γ(𝑊+→𝑋𝑢𝑑)
(︀
|𝑉𝑢𝑑|2 + |𝑉𝑐𝑠|2 + 3/𝑁𝐶

)︀
≈ Θ2

𝑊1

𝑀3
𝑊𝐺𝐹

96
√
2𝜋3

𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑋

,

(7.115)
де 𝑁𝐶 = 3 – кiлькiсть кольорових станiв кваркiв.

Поточнi вимiрювання ширин розпаду бозонiв 𝑊± i 𝑍 узгоджую-
ться з передбаченнями Стандартної Моделi. Проте експериментальнi
результати мають певнi похибки [53]: Γ𝑊 = 2.085 ± 0.042 GeВ i Γ𝑍 =
2.4955±0.0023 GeВ. Тому новi можливi канали розпаду 𝑊±, 𝑍 у бозон
ЧС можуть iснувати лише за умов Γ𝑍𝑋 < 2∆Γ𝑍 та Γ𝑊𝑋 < 2∆Γ𝑊 , де
∆Γ𝑍 = 0.0023 GeВ, ∆Γ𝑊 = 0.042 GeВ. Звiдси можна грубо оцiнити
зверху величину сталих зв’язку [173]:

𝑐2𝛾 ≲ 10−6

(︂
𝑀𝑋

1GeВ

)︂2

, [Re 𝑐𝑤]
2 ≲ 10−2

(︂
𝑀𝑋

1GeВ

)︂2

. (7.116)

Слiд зазначити, що для 𝑐𝛾 значно сильнiше обмеження випливає з
вимiрювань на Large Electron–Positron Collider (LEP) однофотонних
подiй (в нашому випадку для реакцiї 𝑍𝜇 → 𝑋𝜇+𝛾) [215]. Було встанов-
лено верхню межу для такої реакцiї на рiвнi 𝐵𝑟 = Γ𝑍𝑋/Γ𝑍,total < 10−6

для фотонiв з енергiєю понад 15 ГеВ. Це приводить до суттєво силь-
нiшого обмеження 𝑐2𝛾 ≲ 10−9

(︀
𝑀𝑋

1 GeВ

)︀2
.

У випадку легких ЧС бозонiв (𝑀𝑋/𝑀𝑊 ≪ 1) очiкуються розпади
𝑍 → 𝑋𝛾 з енергiєю фотона 𝐸 ≲ 45 ГеВ.

Петльова взаємодiя ЧС бозонiв з фермiонами СМ
За рахунок петльової взаємодiї векторний бозон 𝑋𝜇 може також

взаємодiяти з фермiонами СМ та адронами, див. Рис.50.
До основних каналiв народження належать розпади важких мезо-

нiв з випромiненням бозона Черна-Саймонса, див. Рис.50f), а також
народження при нуклон-нуклонних взаємодiях, див. Рис.51.

Назва порталу походить вiд того, що взаємодiя полiв 𝑋𝜇 схожа на
взаємодiю зi струмами типу Черна-Саймонса (6.10), див. також [138],
але у спрощеному виглядi. Справа в тому, що у низькоенергетичному
наближеннi нас цiкавитиме лише тричастинкова взаємодiя на рiвнi
операторiв розмiрностi 4 (7.110).

Див. додатково [173,196,216–219].
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e) f)

Рис. 50: Петльовi взаємодiї бозона Черн-Саймонса з лептонами (a) та
кварками (b, c, d), а також взаємодiї з протонами (e) та мезонами
(розпад мезона, f).

q

q

i

j

X
p

Рис. 51: Дiаграми народження бозона Черна-Саймонса при нуклон-
нуклонних взаємодiях.
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7.9 Теорiї великого об’єднання на прикладi
теорiї групи 𝑆𝑈(5)

Як зазначалося у Роздiлi 6.2, поведiнка сталих зв’язку при вели-
ких енергiях дає пiдставу вважати, що група симетрiї СМ 𝑈𝑌 (1) ×
𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑆𝑈𝐶(3) є справедливою лише на вiдносно невеликому мас-
штабi енергiй, а на бiльшому масштабi енергiй фiзика елементарних
частинок може описуватися бiльш високою групою симетрiї. В дано-
му роздiлi ми розглянемо найпростiший випадок розширеної групи
симетрiї, а саме теорiю поля, iнварiантну вiдносно локальних калi-
брувальних перетворень групи 𝐺 = 𝑆𝑈(5).

Генератори та калiбрувальнi поля групи 𝑆𝑈(5)
Група 𝐺 = 𝑆𝑈(5) мiстить 52 − 1 = 24 генератори 𝑇 𝑎 = 𝐿𝑎/2

(𝑎 = 1, ..., 24), що можна представити у виглядi матриць розмiрностi
5× 5. Зручно обрати цi генератори у формi, що дозволить легко про-
трактувати вiдповiднi калiбрувальнi поля, див., наприклад, [146,220].
Оберемо першi 8 генераторiв у формi, щоб верхнi на дiагоналi блочнi
матрицi 3× 3 вiдповiдали генераторам групи 𝑆𝑈(3)

𝐿𝑎=1,...,8 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0

𝜆𝑎 0 0
0 0

0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (7.117)

де 𝜆𝑎 – матрицi Гелл-Манна. Виберемо нижнi на дiагоналi блочнi ма-
трицi 2× 2, що вони вiдповiдали генераторам групи 𝑆𝑈(2)

𝐿𝑎=9 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 1
0 0 0 1 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐿𝑎=10 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 −𝑖
0 0 0 𝑖 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (7.118)

При такому виборi явного вигляду генераторiв, генераторам 𝐿𝑎

(𝑎 = 1, ..., 8) можна поставити у вiдповiднiсть 8 глюонних полiв, а
генераторам (𝐿9 ± 𝐿10)/

√
2 поля 𝑊± бозонiв.

Група 𝑆𝑈(5) мiстить 5 − 1 = 4 дiагональнi матрицi-генератора.
Це будуть матицi 𝐿3 та 𝐿8 внаслiдок дiагональностi матиць 𝜆3 та
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𝜆8, див. (D1.40), а також двi дiагональнi матрицi, одна з яких (𝐿11)
мiстить третю матрицю Паулi, а iнша матриця (𝐿12) немає аналогiв
серед матриць 𝑆𝑈(3) та 𝑆𝑈(2) груп1

𝐿𝑎=11 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦, 𝐿𝑎=12 =
1√
15

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦.
(7.119)

Матриця 𝐿12, як генератор групи, має нульове значення згортки, тоб-
то суми дiагональних елементiв, а множник 1/

√
15 забезпечує вико-

нання умови нормування 𝑇𝑟[𝐿𝑎𝐿𝑏] = 2𝛿𝑎𝑏.
Генератору 𝐿11 можна поставити у вiдповiднiсть калiбрувальне по-

ле 𝑉 3
𝜇 СМ, а генератору 𝐿12 калiбрувальне поле 𝐵𝜇 СМ.

Таким чином, ми ввели 12 генераторiв групи 𝑆𝑈(5) i використали
для цього лише елементи блочних матриць 3 × 3 та 2 × 2. Очевидно,
що для iнших генераторiв треба використовувати елементи блочних
матриць 3× 2 та 2× 3 ⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

3× 3 3× 2

2× 3 2× 2

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
Вiдповiднi генератори 𝐿𝑎 обираються максимально просто, а са-

ме як матрицi, у яких лише один елемент дорiвнює 1, а iншi нулевi.
Позначимо такi матрицi як ∆𝑖𝑗 , що означає, що елемент матрицi 𝑖𝑗
дорiвнює одиницi, а iншi елементи дорiвнюють нулю.

Тодi нехай генераторам 𝐿13,14,15 =
√
2∆4𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 вiдповiда-

тимуть калiбрувальнi поля 𝑋𝑖
𝜇, а генераторам 𝐿16,17,18 =

√
2∆𝑖4, 𝑖 =

1, 2, 3 вiдповiдатимуть калiбрувальнi поля 𝑋̃𝑖
𝜇. Множник

√
2 пов’язаний

з умовою нормування 𝑇𝑟[𝐿𝑎𝐿𝑏] = 2𝛿𝑎𝑏.
1Насправдi тут є певна неоднозначнiсть з математичної точки зору. Можна

означити генератор 𝐿12, що вiдрiзняється на множник (−1) вiд нашого означення.
Це не змiнить спiввiдношення ортогональностi та нормування. Але, як буде далi
видно, саме означення (7.119) буде правильним з фiзичної точки зору.
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Аналогiчно, нехай генераторам 𝐿19,20,21 =
√
2∆5𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3 вiдпо-

вiдатимуть калiбрувальнi поля 𝑌 𝑖𝜇, а генераторам 𝐿22,23,24 =
√
2∆𝑖5,

𝑖 = 1, 2, 3 вiдповiдатимуть калiбрувальнi поля 𝑌 𝑖𝜇.
Вiдповiдно, матричне поле 𝑈𝜇 = 𝑇 𝑎𝑈𝑎𝜇 = 1√

2
𝐿𝑎√
2
𝑈𝑎𝜇 (𝑎 = 1, ..., 24)

набуває вигляду

1√
2
𝐿𝑎𝑈𝑎𝜇 =

1√
2

8∑︁
𝑎=1

𝐿𝑎𝐺𝑎𝜇 +
1√
2

11∑︁
𝑎=9

𝐿𝑎𝑉 𝑎−8
𝜇 +

1√
2
𝐿12𝐵𝜇

+
1√
2

15∑︁
𝑎=13

𝐿𝑎𝑋𝑎−12
𝜇 +

1√
2

18∑︁
𝑎=16

𝐿𝑎𝑋̃𝑎−15
𝜇 +

+
1√
2

21∑︁
𝑎=19

𝐿𝑎𝑌 𝑎−18
𝜇 +

1√
2

24∑︁
𝑎=22

𝐿𝑎𝑌 𝑎−21
𝜇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐺11
𝜇 − 2√

30
𝐵𝜇 𝐺12

𝜇 𝐺13
𝜇 𝑋̃1

𝜇 𝑌 1
𝜇

𝐺21
𝜇 𝐺22

𝜇 − 2√
30
𝐵𝜇 𝐺23

𝜇 𝑋̃2
𝜇 𝑌 2

𝜇

𝐺31
𝜇 𝐺31

𝜇 𝐺33
𝜇 − 2√

30
𝐵𝜇 𝑋̃3

𝜇 𝑌 3
𝜇

𝑋1
𝜇 𝑋2

𝜇 𝑋3
𝜇

𝑉 3
𝜇√
2
+ 3√

30
𝐵𝜇 𝑊+

𝜇

𝑌 1
𝜇 𝑌 2

𝜇 𝑌 3
𝜇 𝑊−

𝜇 −𝑉
3
𝜇√
2
+ 3√

30
𝐵𝜇

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
,

(7.120)

а подовжена похiдна в теорiї поля з 𝑆𝑈(5) iнварiантнiстю матиме ви-
гляд

𝐷𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖𝑔5
24∑︁
𝑎=0

𝑇 𝑎𝑈𝑎𝜇 = 𝜕𝜇 − 𝑖
𝑔5√
2

24∑︁
𝑎=0

𝐿𝑎√
2
𝑈𝑎𝜇 , (7.121)

де 𝑔5 – єдина стала зв’язку теорiї з 𝑆𝑈(5) iнварiантнiстю .
Така повна похiдна повинна дiяти на 5-компонентну спiнорну стовп-

чик-функцiю Ψ = (𝜓1, 𝜓2, 𝜓3, 𝜓4, 𝜓5)
𝑇 . Оскiльки при дiї повної похi-

дної верхнi три компоненти функцiї Ψ будуть взаємодiяти лише з по-
лями генераторiв групи 𝑆𝑈(3), а нижнi двi компоненти лише з полями
групи 𝑆𝑈(2), то верхнi три компоненти можна вважати триплетами
групи 𝑆𝑈(3) та синглетами групи 𝑆𝑈(2), а нижнi двi компоненти фун-
кцiї Ψ можна вважати синглетами групи 𝑆𝑈(3) та дублетами групи
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𝑆𝑈(2). Якщо так, то верхнi три компоненти можна вважати функцiєю
одного кварка в трьох кольорових станах, i кваркова функцiя тодi є
синглетом групи 𝑆𝑈(2). Нижнi двi компоненти можна вважати фун-
кцiєю двох лептонiв, що утворюють iзотопiчний дублет.

Розглянемо частину подовженої похiдної, що мiстить поля 𝐵𝜇, 𝑉 3
𝜇

𝜕𝜇 − 𝑖
𝑔5
2
[𝐿11𝑉 3

𝜇 + 𝐿12𝐵𝜇]. (7.122)

В СМ вiдбувається змiшування зазначених полiв, утворюючи поля
фотонiв та 𝑍-бозонiв, див. (4.54),

𝐵𝜇 = cos 𝜃𝑊𝐴𝜇 − sin 𝜃𝑊𝑍𝜇, 𝑉 3
𝜇 = sin 𝜃𝑊𝐴𝜇 + cos 𝜃𝑊𝑍𝜇,

де 𝜃𝑊 – кут змiшування Вайнберга. Використаємо цi ж формули для
змiшування i в теорiї поля з 𝑆𝑈(5) симетрiєю, тодi отримаємо

𝜕𝜇 − 𝑖
𝑔5
2
[𝐿11𝑉 3

𝜇 + 𝐿12𝐵𝜇] =

𝜕𝜇 − 𝑖
𝑔5
2
[(sin 𝜃𝑊𝐿

11 + cos 𝜃𝑊𝐿
12)𝐴𝜇 + (cos 𝜃𝑊𝐿

11 − sin 𝜃𝑊𝐿
12)𝑍𝜇]

= 𝜕𝜇 − 𝑖𝑒[𝑄𝐴𝜇 +𝑄𝑍𝑍𝜇], (7.123)

де 𝑒𝑄 = 𝑔5[sin 𝜃𝑊𝐿
11 + cos 𝜃𝑊𝐿

12]/2 – матриця електричного заряду,
𝑒𝑄𝑍 = 𝑔5[cos 𝜃𝑊𝐿

11 − sin 𝜃𝑊𝐿
12]/2 – матриця зарядiв для взаємодiї

фермiонiв з полем 𝑍-бозону, 𝑒 – електричний заряд протона, який
ми вважатимемо пов’язаним зi сталою 𝑔5 так само, як i в СМ 𝑒 =
𝑔5 sin 𝜃𝑊 .

Оскiльки матриця електричного заряду 𝑄 є лiнiйною комбiнацiєю
дiагональних генераторiв групи 𝑆𝑈(5), то вона має бути дiагональною
та повинна мати нульову згортку (бо всi генератори групи мають ну-
льову згортку)1 Отже, ми очiкуємо такий вигляд зарядової матрицi2

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑄𝑞 0 0 0 0
0 𝑄𝑞 0 0 0
0 0 𝑄𝑞 0 0
0 0 0 𝑄𝑒 0
0 0 0 0 𝑄𝜈

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ (7.124)

1В лiтературi оператор електричного заряду називають генератором групи
𝑆𝑈(5).

2Чому заряд електрона в передостаннiй стрiчцi, а нейтрино в останнiй, буде
пояснено пiзнiше.
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зi згорткою 𝑇𝑟[𝑄] = 3𝑄+𝑄𝜈+𝑄𝑒 = 3𝑄𝑞+𝑄𝑒 = 0. Отже, в теорiї поля
з групою симетрiї 𝑆𝑈(5) ми природним чином отримуємо дробове
значення електричного заряду кварка 𝑄𝑞 = −𝑄𝑒/3 = 1/3 в одиницях
заряду протону. Отже, 𝑞 є нижнiм антикварком СМ в 5-фермiоннiй
функцiї!

Знайдемо тепер значення кута Вайнберга з умови 𝑒𝑄 = 𝑔5 sin 𝜃𝑊𝑄 =
𝑔5
2 (sin 𝜃𝑊𝐿

11 + cos 𝜃𝑊𝐿
12), тобто

sin 𝜃𝑊

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1/3 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0
0 0 1/3 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ =

1

2

⎛⎜⎜⎜⎜⎝sin 𝜃𝑊
⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦+cos 𝜃𝑊√
15

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
−2 0 0 0 0
0 −2 0 0 0
0 0 −2 0 0
0 0 0 3 0
0 0 0 0 3

⎤⎥⎥⎥⎥⎦
⎞⎟⎟⎟⎟⎠ .

(7.125)
Запишемо рiвняння на заряд нейтрино (остання стрiчка матриць)

0 =
1

2

(︂
− sin 𝜃𝑊 + 3

cos 𝜃𝑊√
15

)︂
, (7.126)

звiдки автоматично отримуємо значення кута Вайнберга в тео-
рiї 𝑆𝑈(5)

tan 𝜃𝑊 =

√︂
3

5
, sin 𝜃𝑊 =

√︂
3

8
, cos 𝜃𝑊 =

√︂
5

8
. (7.127)

Можна переконатися, що при такому значеннi кута Вайнберга рiвня-
ння (7.125) виконується для всiх матричних компонент. Отже, маємо

sin2 𝜃𝑊 =
3

8
= 0.375, (7.128)

що не узгоджується зi значенням кута Вайнберга в СМ, див.
(4.201),

sin2 𝜃𝑊 = 1− 𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑍

≈ 0.223. (7.129)
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Однак, треба врахувати, що Теорiя Великого Об’єднання повинна
iснувати при дуже високих енергiях. Значення ж sin2 𝜃𝑊 в СМ вимi-
ряно при вiдносно низьких енергiях i зростає при зростаннi масштабу
енергiй, див. Рис.15.

Враховуючи, що 𝑒 = 𝑔5 sin 𝜃𝑊 , отримаємо значення вiдповiдної ста-
лої тонкої структури в теорiї з симетрiєю групи 𝑆𝑈(5)

𝛼1 =
𝑔25
4𝜋

=
8

3
𝛼, (7.130)

що узгоджується з виразом (6.35), а саме

𝛼1 =
5

3

𝑔′
2

4𝜋
=

5

3

𝛼

cos2 𝜃𝑊
=

5

3
· 8
5
𝛼 =

8

3
𝛼. (7.131)

Фермiонний сектор теорiї з 𝑆𝑈(5) симетрiєю
Отже, 5-фермiонна функцiя повинна складатися з трьох нижнiх

антикваркiв, нейтрино та електрона. Якщо вважати, що лептоннi фун-
кцiї (якi взаємодiють з полями 𝑊 , 𝑍 бозонiв) повиннi мати лiву кi-
ральнiсть i утворювати iзотопiчний дублет лiвих частинок, як i в СМ,
то функцiї нижнiх антикваркiв мають бути зарядовоспряженими фун-
кцiями iзотопiчних синглетiв нижнiх правих кваркiв (𝑑𝑟𝑅)

𝐶 = 𝑑𝑟𝐿. От-
же функцiї нижнiх кваркiв будуть функцiями антикваркiв з лiвою
кiральнiстю, оскiльки операцiя зарядового спряження змiнює кiраль-
нiсть частинок. Тодi

Ψ5̄ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝑑𝑟𝐿
𝑑𝑔𝐿
𝑑 𝑏̄𝐿
𝑒𝐿
−𝜈𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦ , (7.132)

де рисka над функцiєю означає античастинку, а рисka над кольоровим
iндексом означає антикольор.

У зв’язку з тим, що iзотопiчний дублет лiвих лептонiв в СМ має ви-
гляд (4.3), то природнє питання, яке одразу виникає, звучить так. Чо-
му функцiя електрона знаходиться вище за функцiю нейтрино, i чому
нейтринна функцiя входить зi знаком мiнус? Вiдповiдь наступна. За-
писаний 5 стовпчик (7.132) не є стовпчиком СМ, це стовпчик-функцiя

291



теорiї з 𝑆𝑈(5) симетрiєю. Розташування електронної та нейтринної
функцiї (а також знак мiнус) обранi для того, щоб пiсля спонтанного
порушення симетрiї 𝑆𝑈(5) → 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1) вiдновилася
структура СМ та лагранжiан СМ.

Запишемо спiввiдношення Гелл-Манна-Нiшиджими (4.19) для ча-
стинок антифундаментального мультиплета 5̄ (7.132)

𝑄 = 𝐼3 +
𝑌

2
, (7.133)

де матриця 𝐼3 задана генератором 1
2𝐿

11. Врахуємо, що для части-
нок антифундаментального представлення треба застосовувати спiв-
вiдношення Гелл-Манна-Нiшиджими як для античастинок, тобто 𝑄 =

−(𝐼3 + 𝑌
2 ) = −𝐼3 +

𝑌𝑆𝑈(5)

2 , де

𝑄 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
1/3 0 0 0 0
0 1/3 0 0 0
0 0 1/3 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , 𝐼3 =
1

2

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ . (7.134)

Виявляється, що на роль матрицi гiперзаряду пiдходить матриця 𝐿12,
а саме

𝑌𝑆𝑈(5) = −
√︂

5

3
𝐿12 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
2/3 0 0 0 0
0 2/3 0 0 0
0 0 2/3 0 0
0 0 0 −1 0
0 0 0 0 −1

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (7.135)

де коефiцiєнт 5
3 це той самий коефiцiєнт, на який вiдрiзняється стала

𝛼1 вiд 𝑔′2/(4𝜋) у (7.131). В лiтературi можна побачити твердження,
що це пов‘язано з iншим нормуванням оператора гiперзаряду в тео-
рiї з симетрiєю групи 𝑆𝑈(5). Матриця гiперзаряду 𝑌𝑆𝑈(5) вiдповiдає
гiперзарядам лептонiв та синглету нижнiх антикваркiв.

Зазначимо також, що 5 стовпчик (7.132) належить до антифунда-
ментального представлення1 групи 𝑆𝑈(5) [221]:

5̄→ (3̄,1,+2/3)⊕ (1,2,−1), (7.136)
1Тому й нижнiй iндекс у функцiї (7.132) 5̄.
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де цифри в дужках означають (кiлькiсть мультиплетних станiв по
групi 𝑆𝑈(3), кiлькiсть мультиплетних станiв по групi 𝑆𝑈(2), кiль-
кiсть мультиплетних станiв по групi 𝑈(1) (гiперзаряд)). Риска над
цифрою означає антифундаментальне представлення. Таким чином,
вираз (7.136) означає, що антифундаментальне представлення 5̄ мi-
стить три антикварки (синглети по 𝑆𝑈(2)) та два лептони (синглети
по 𝑆𝑈(3)), що ми й спостерiгаємо в (7.132).

Звертаємо увагу, що оскiльки 5 стовпчик (7.132) належить до анти-
фундаментального представленння, то вiн буде перетворюватися пiд
дiєю перетворень групи 𝑆𝑈(5) як

Ψ5̄ → Ψ′
5̄ = Ψ5̄𝑤

+, 𝑤 ∈ 𝑆𝑈(5), (7.137)

в той час як функцiя фундаментального представлення перетворюва-
лася б у бiльш звичному для нас виглядi, а саме як

Ψ5 → Ψ′
5 = 𝑤Ψ5, 𝑤 ∈ 𝑆𝑈(5), (7.138)

оскiльки цi два представлення є спряженими по вiдношенню один до
одного. Зазначимо, що у фундаментальне представлення 5 повиннi
були б входити частинки

Ψ5 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎣
𝑑𝑟𝐿
𝑑𝑔𝐿
𝑑𝑏𝐿

(𝑒𝐶)𝐿
(𝜈𝐶)𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎦ , (7.139)

але таких частинок в СМ немає, бо в СМ лiвi кварки входять в iзо-
топiчний дублет, а не в синглет, i не iснує антинейтрино з лiвою кi-
ральнiстю. Саме тому, в теорiї з 𝑆𝑈(5) симетрiєю, використовується
антифундаментальне представлення для фермiонiв 5̄.

Отже, тепер ми можемо записати вiдповiднi кiнетичнi доданки для
фермiонних полiв антифундаментального представлення 5̄ з подовже-
ною похiдною. Враховуючи, що поле 5̄ перетворюється як (7.137), то
подовжена похiдна має визначатися так само, як для поля 𝜙+ з Роз-
дiлу 2.2: 𝜕𝜇𝜑+ → (𝐷𝜇)

+𝜙+, тобто

𝐷+
𝜇 = (𝜕𝜇 +𝐴𝜇)

+ = (𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇)+ = 𝜕𝜇 + 𝑖𝑔𝑇 𝑎𝐴𝑎𝜇.
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Вiдповiдно

ℒ𝑘𝑖𝑛1 = 𝑖Ψ̄5̄𝛾
𝜇𝐷𝜇Ψ5̄ = 𝑖Ψ̄5̄𝛾

𝜇

(︃
𝜕𝜇 + 𝑖

𝑔5√
2

24∑︁
𝑎=0

𝐿𝑎√
2
𝑈𝑎𝜇

)︃
Ψ5̄ =

𝑖
(︁
(𝑑𝑟𝑅)

𝐶 , (𝑑𝑔𝑅)
𝐶 , (𝑑𝑏𝑅)

𝐶 , 𝜈𝐿, 𝑒𝐿

)︁
𝛾𝜇×

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝜕𝜇 + 𝑖 𝑔√
2

[︁
𝐺11
𝜇 + 2√

30
𝐵𝜇

]︁
𝐺12
𝜇 𝐺13

𝜇 𝑋̃1
𝜇 𝑌 1

𝜇

𝐺21
𝜇 𝜕𝜇 + 𝑖 𝑔√

2

[︁
𝐺22
𝜇 + 2√

30
𝐵𝜇

]︁
𝐺23
𝜇 𝑋̃2

𝜇 𝑌 2
𝜇

𝐺31
𝜇 𝐺31

𝜇 𝜕𝜇 + 𝑖 𝑔√
2

[︁
𝐺33
𝜇 + 2√

30
𝐵𝜇

]︁
𝑋̃3
𝜇 𝑌 3

𝜇

𝑋1
𝜇 𝑋2

𝜇 𝑋3
𝜇 𝜕𝜇 + 𝑖 𝑔√

2

[︁
𝑉 3
𝜇√
2
− 3√

30
𝐵𝜇

]︁
𝑊+
𝜇

𝑌 1
𝜇 𝑌 2

𝜇 𝑌 3
𝜇 𝑊−

𝜇 𝜕𝜇 + 𝑖 𝑔√
2

[︁
−𝑉

3
𝜇√
2
− 3√

30
𝐵𝜇

]︁

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

(𝑑𝑟𝑅)
𝐶

(𝑑𝑔𝑅)
𝐶

(𝑑𝑏𝑅)
𝐶

𝑒𝐿

−𝜈𝐿

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(7.140)

де слiд розумiти, що матриця 𝛾𝜇 стоїть на дiагоналi одиничної матрицi
5× 5.

Звертаємо увагу, що в даному лагранжiанi взаємодiї з усiма калi-
брувальними полями здiйснюються через одну й ту саму сталу зв’язку
𝑔. Так i має бути згiдно з Роздiлом 6.2, де вказано, що при високих
енергiях всi сталi зв’язку СМ можуть прямувати до одного значення.

Наступним кроком потрiбно коректно ввести в теорiю функцiї iн-
ших фермiонних частинок СМ. Для цього нам знадобляться знання
з алгебри групи 𝑆𝑈(5). Будемо слiдувати роботi [222], але спробуємо
не занурюватися в теорiю груп. Замiсть того, щоб працювати у Гiль-
бертовому просторi комплексних чисел C, ми використаємо 5-бiтний
код для опису частинок СМ. Цей код складається з вiдповiдей на 5
запитань (так -1, нi -0):

• Частинка має верхнiй (𝑢) iзоспiн?

• Частинка має нижнiй (𝑑) iзоспiн?

• Заряд частинки (𝑟) червоний?

• Заряд частинки (𝑔) зелений?

• Заряд частинки (𝑏) синiй?

Називатимемо цей код далi як 𝑢𝑑𝑟𝑔𝑏. Використаємо його для однозна-
чної iдентифiкацiї та опису частинок першого поколiння. Для спро-
щення можна записувати лише ненульовi значення коду. Наприклад,
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01100 (або 𝑑𝑟) – частинка з нижнiм iзотопiчним спiном та чер-
воним кольоровим зарядом, тобто це червоний кварк, що має лiву
кiральнiсть. Вiн нижнiй в iзотопiчному дублетi лiвих кваркiв, отже
це – 𝑑𝑟𝐿 кварк.

00100 (𝑟) – 𝑑𝑟𝑅 кварк з червоним зарядом, але правою кiральнiстю,
01111 (𝑑𝑟𝑔𝑏) – лiвий електрон 𝑒𝐿 (важатимемо, що електрон має

бiлий колiр, тобто три кольори одночасно),
10111 (𝑢𝑟𝑔𝑏) – лiве нейтрино 𝜈𝐿.
Домовимося, що античастинка вiдрiзняється вiд частинки замiною

всiх 1 на 0 та навпаки. Тодi, якщо всi лептони бiлi, то антилептони
будуть чорними (вiдсутнi кольоровi заряди, тобто нульовi). З цього
випливає також, що античервоний заряд антикварка це два кольо-
ри – зелений та синiй: 𝑟 = 𝑔𝑏. Функцiя античастинки визначається
через операцiю зарядового спряження. Пiд дiєю операцiї зарядового
спряження кiральнiсть частинки змiнюється на протилежну.

Гiпотетичне праве синглетне нейтрино повинно мати всi нульовi
значення 5-бiтного коду, а його антинейтрино, навпаки, повинно мати
всi одиничнi значення коду. Але тут є певна невизначенiсть, пов’язана
з тим, що вважати частинкою, а що античастинкою. Виявляється,
що зручнiше вважати, що праве синглетне нейтрино має всi одиничнi
значення 5-бiтного коду. Наведемо бiнарнi коди всiх частинок першого
поколiння в теорiї 𝑆𝑈(5) в Табл.6.

Бiнарнi коди для фермiонiв теорiї 𝑆𝑈(5)
1 2 3 4 5 6

𝜈𝐿 = 1 𝑒+𝑅 = 𝑢 𝑒+𝐿 = 𝑢𝑑 𝑒−𝑅 = 𝑟𝑔𝑏 𝑒−𝐿 = 𝑑𝑟𝑔𝑏 𝜈𝑅 = 𝑢𝑑𝑟𝑔𝑏

𝜈𝑅 = 𝑑 𝑢𝑐𝐿 = 𝑢𝑐 𝑢̄𝑐𝑅 = 𝑑𝑐 𝜈𝐿 = 𝑢𝑟𝑔𝑏

𝑑𝑐𝑅 = 𝑐 𝑑𝑐𝐿 = 𝑑𝑐 𝑑𝑐𝑅 = 𝑢𝑐 𝑑𝑐𝐿 = 𝑢𝑑𝑐

𝑢̄𝑐𝐿 = 𝑐 𝑢𝑐𝑅 = 𝑢𝑑𝑐

Табл. 6: Бiнарнi коди для фермiонiв першого поколiння теорiї 𝑆𝑈(5),
де 𝑐 = 𝑟, 𝑔, 𝑏 та 𝑐 = 𝑔𝑏, 𝑏𝑟, 𝑟𝑔, див. [222].
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Дана таблиця має 6 стовпчикiв. Риска над функцiєю означає анти-
частинку (або знак плюс для електронних функцiй). Iндекс 𝑐 має змiст
кольорового iндексу у кваркових функцiях. Таблиця має дзеркальну
симетрiю до замiни частинок на античастинки, тобто, наприклад, всi
частинки другого стовпчика переходять у античастинки п’ятого стов-
пчика того ж рядка, та навпаки. Вiдповiдно, першi три стовпчики
пов’язанi з останнiми трьома стовпчиками. I в якостi базису можна
взяти або першi три, або останнi три стовпчики. Вiдзначимо також,
що в межах стовпчика знаходяться частинки (античастинки) певної
кiральностi (лiвої або правої), i змiна кiральностi вiдбувається при пе-
реходi до сусiднього стовпчика (цим i пояснюється вибiр для правого
синглетного нейтрино всiх одиниць у бiнарному кодi).

В першому стовпчику мiститься лише одна частинка (античастин-
ка до правого синглетного нейтрино), що має бiнарний код, який скла-
дається лише з нулiв. В другому стовпчику мiстяться лише частин-
ки та античастинки, котрi мають два ненульових значення бiнарного
коду. Вiдповiдно, у третьому стовпчику мiстяться лише частинки та
античастинки, котрi мають три ненульових значення бiнарного коду
i так далi.

Можна побачити, що використаний ранiше стовпчик з 5 частинок
лiвої кiральностi (7.132), вiдповiдає частинкам (античастинкам) пер-
шого поколiння п’ятого стовпчика Табл.6.

Це значить, що новi частинки першого поколiння ми можемо взяти
з третього стовпчика (тодi вони також будуть частинками з лiвою кi-
ральнiстю). Це будуть 10 частинок: один лiвий синглет антиелектрона
𝑒+𝐿 , три лiвих верхнiх кварки iзотопiчного дублету 𝑢𝑐𝐿, три лiвих ни-
жнiх кварки iзотопiчного дублету 𝑑𝑐𝐿 та три лiвих верхнiх антикварки
iзотопiчного синглету 𝑢̄𝑐𝐿.

Оскiльки генератори групи 𝑆𝑈(5) є матрицями 5× 5 нам потрiбно
з 10 частинок утворити не 10-компонентний стовпчик, а антисиметри-
чну матрицю Ψ𝑖𝑗10 5 × 5, число незалежних компонент якої дорiвнює
потрiбнiй нам кiлькостi1 10.

Ситуацiя є дещо подiбною до того, як тензору моменту кiлькостi
руху ставиться у вiдповiднiсть вектор орбiтального моменту. Для ан-
тисиметричного тензора можна записати Ψ𝑖𝑗10 ∼ (𝜒𝑘𝜒𝑚−𝜒𝑚𝜒𝑘), де 𝜒𝑖

1Iснує також пiдхiд, в якому замiсть матрицi 5× 5 новi частинки записуються
у 10-компонентний стовпчик. При цьому треба змiнити представлення для гене-
раторiв групи, щоб вони стали матрицями 10× 10 [221].
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компоненти фермiонного 5 стовпчика. Така аналогiя дозволяє поба-
чити, що, наприклад, компонента матрицi 45 має бути пов’язана з ле-
птонними функцiями 4 та 5 компонент функцiї Ψ5. Справдi, ми бачи-
мо множення двох компонент iзотопiчного дублету лептонiв, яке дає
або симетричний триплетний стан з iзотопiчним спiном 1, або сингле-
тний антисиметричний стан з iзотопiчним спiном 0, тобто 2⊗2 = 3⊕1.
Симетричнiй матрицi можна поставити у вiдповiднiсть триплетний
стан (симетрична матриця 2 × 2 має три незалежнi компоненти), а
потрiбнiй нам антисиметричнiй матрицi вiдповiдає синглетний iзото-
пiчний стан (антисиметрична матриця 2× 2 має одну незалежну ком-
поненту). Тому компонента матрицi 45 має бути лептонним синглетом.
Якщо ми хочемо, щоб це була функцiя з лiвою кiральнiстю, як i ком-
поненти функцiї Ψ5̄, то це буде античастинка вiд правого синглетного
стану електрона.

Аналогiчно можна вiдновити змiст iнших компонент матрицi 5× 5
через добуток триплетних кольорових станiв. Наприклад, компонен-
та 12 має бути пов’язана з кварковою функцiєю iзотопiчного синглету
антикваркiв. Оскiльки ми матимемо добуток двох синглетних квар-
кових функцiй з кольоровими iндексами 𝑟 та 𝑔, то два кольорових
iндекси результуючої функцiї вiдповiдають одному кольоровому iн-
дексу функцiї антикварку 𝑏, що має бути iзотопiчним синглетом. З
наявних 10 частинок цим характеристикам задовольняє (𝑢𝑏𝑅)

𝐶 лiвий
антикварк вiд iзотопiчного синглету верхнього правого кварку СМ.

Аналогiчно, можна показати, що компонента 15 має бути пов’язана
з кварковою функцiєю iзотопiчного дублету кваркiв. Справдi, ми ма-
ємо добуток лептонної функцiї iзотопiчного дублету з нульовим ко-
льоровим зарядом на кваркову функцiю iзотопiчного синглету з ко-
льоровим iндексом. В результатi отримаємо стан з одним кольоровим
iндексом (кварк), що має й iзотопiчний iндекс. З наявних 10 части-
нок цим характеристикам задовольняє 𝑢𝑟𝐿 та 𝑑𝑟𝐿 кварки iзотопiчного
дублету лiвого кварку СМ. Для забезпечення коректного переходу
вiд теорiї з симетрiєю 𝑆𝑈(5) до 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1) потрiбно
спiвставити компонентi 15 матрицi функцiю 𝑑𝑟𝐿.

Остаточно, антисиметрична матриця Ψ𝑖𝑗10 фундаментального пред-
ставлення складається з функцiй частинок з лiвою кiральнiстю (зна-
ки ± обираються для коректного подальшого вiдтворення переходу
до теорiї 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑈𝑌 (1)) та має вигляд
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Ψ𝑖𝑗10 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
0 (𝑢𝑏𝑅)

𝐶 −(𝑢𝑔𝑅)𝐶 𝑢𝑟𝐿 𝑑𝑟𝐿
−(𝑢𝑏𝑅)𝐶 0 (𝑢𝑟𝑅)

𝐶 𝑢𝑔𝐿 𝑑𝑔𝐿
(𝑢𝑔𝑅)

𝐶 −(𝑢𝑟𝑅)𝐶 0 𝑢𝑏𝐿 𝑑𝑏𝐿
−𝑢𝑟𝐿 −𝑢𝑔𝐿 −𝑢𝑏𝐿 0 (𝑒𝑅)

𝐶

−𝑑𝑟𝐿 −𝑑𝑔𝐿 −𝑑𝑏𝐿 −(𝑒𝑅)𝐶 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ . (7.141)

З математичної точки зору фраза про те, що тензор Ψ𝑖𝑗10 належить
до фундаментального представлення, означає наступний закон при
групових перетвореннях

Ψ10 → 𝑤Ψ10𝑤
𝑇 , або Ψ𝑖𝑗10 = 𝑤𝑖𝑘𝑤

𝑗
𝑙Ψ

𝑘𝑙
10, 𝑤 ∈ 𝑆𝑈(5). (7.142)

Отже, тепер ми можемо записати вiдповiднi кiнетичнi доданки з
подовженою похiдною для функцiї1 Ψ10

ℒ𝑘𝑖𝑛2 = 𝑖
2 Ψ10,𝑖𝑗𝛾

𝜇𝐷𝜇Ψ
𝑖𝑗
10, (7.143)

де груповi iндекси 𝑖, 𝑗 змiнюються вiд 1 до 5, а загальний множник 1/2
пов’язаний з подвiйним рахуванням iндексiв у антисиметричному тен-
зорi Ψ10. Важливо вiдзначити, що iснує домовленiсть позначати Ψ10 з
верхнiми iндексами як величину, що належить до фундаментального
представлення групи, а Ψ̄10 позначається з нижнiми iндексами, що
пiдкреслює належнiсть до спряженого представлення групи.

Враховуючи, що поле Ψ10 (7.142) перетворюється не так, як фун-
кцiї стовпчики (𝜙 → 𝑤𝜑), i не так, як матричнi величини (𝐹𝜇𝜈 →
𝑤𝐹𝜇𝜈𝑤

−1) з Роздiлу 2.2, то подовжена похiдна в нашому випадку ма-
тиме iнший вигляд, що визначається умовою 𝐷𝜇Ψ

𝑖𝑗
10 → 𝑤(𝐷𝜇Ψ

𝑖𝑗
10)𝑤

𝑇 .
Зазначенiй умовi задовольнятиме означення повної похiдної в (7.121)
у виглядi, де похiдна подовжується з кожним з iндексiв:

𝐷𝜇𝜓
𝑖𝑗 = 𝜕𝜇𝜓

𝑖𝑗 − 𝑖𝑔5(𝑈𝜇)𝑖𝑘𝜓𝑘𝑗 − 𝑖𝑔5(𝑈𝜇)𝑗𝑘𝜓𝑖𝑘 = /𝑈𝜇 = 𝑈𝑎𝜇𝑇
𝑎/

= 𝜕𝜇𝜓
𝑖𝑗 − 𝑖𝑔5𝑈𝑎𝜇(𝑇 𝑎)𝑖𝑘𝜓𝑘𝑗 − 𝑖𝑔5𝑈𝑎𝜇(𝑇 𝑎)𝑗𝑘𝜓𝑖𝑘. (7.144)

Можна винести за дужки 𝑈𝑎𝜇 , тодi отримаємо

𝐷𝜇𝜓
𝑖𝑗 = 𝜕𝜇𝜓

𝑖𝑗 − 𝑖𝑔5𝑈𝑎𝜇
[︁
(𝑇 𝑎)𝑖𝑘𝜓

𝑘𝑗 + (𝑇 𝑎)𝑗𝑘𝜓
𝑖𝑘
]︁
. (7.145)

1Тут дiраковське спряження Ψ10 слiд розумiти, як дiраковське спряження еле-
ментiв матрицi Ψ10. Сама по собi матриця не транспонується!
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Врахувавши антисиметрiю по iндексах 𝑖↔ 𝑗 та означивши генератори
в представленнi 10 як

(𝑇 𝑎10)
𝑖𝑗
𝑘𝑙 = (𝑇 𝑎)𝑖𝑘 𝛿

𝑗
𝑙 + (𝑇 𝑎)𝑗𝑙 𝛿

𝑖
𝑘, (7.146)

отримаємо запис подовженої похiдної у звичному виглядi

𝐷𝜇𝜓
𝑖𝑗 = 𝜕𝜇𝜓

𝑖𝑗 − 𝑖𝑔5𝑈𝑎𝜇(𝑇 𝑎10)𝑖𝑗𝑘𝑙 𝜓𝑘𝑙. (7.147)

Верхнi та нижнi iндекси в матрицях генераторах слiд сприймати фор-
мально, для демонстрацiї згорток за груповими iндексами.

Скалярний сектор теорiї з 𝑆𝑈(5) симетрiєю
Оскiльки ми маємо фермiонну функцiю у виглядi 5 стовпчика,

подовжену похiдну у виглядi матрицi 5 × 5 (яка дiятиме i на поле
Хiггса), то очiкується, що i поле Хiггса матиме вигляд 5 стовпчика з
комплексниими компонентами у фундаментальному представленнi 5
та стрiчки у антифундаментальному представленнi

𝐻5 =

⎛⎜⎜⎜⎜⎝
𝑇 1

𝑇 2

𝑇 3

𝐻+

𝐻0

⎞⎟⎟⎟⎟⎠ , 𝐻5̄ = 𝐻†
5 =

(︀
𝑇 1 *, 𝑇 2 *, 𝑇 3 *, 𝐻−, 𝐻0 *)︀ , (7.148)

де 𝑇 1,2,3 — кольоровi (триплетнi) компоненти (пiсля спонтанного по-
рушення симетрiї набувають дуже великих мас та не проявляють себе
при низьких енергiях), 𝐻+ та 𝐻0 — звичайний SU(2)𝐿-дублет Хiггса
СМ. При групових перетвореннях вони змiнюються як

𝐻5 → 𝐻 ′
5 = 𝑈𝐻5, 𝐻5̄ → 𝐻 ′

5̄ = 𝐻5̄𝑈
†, 𝑈 ∈ 𝑆𝑈(5). (7.149)

Однак, виявляється, що для коректного опису переходу 𝑆𝑈(5) →
𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1) потрiбнi додатковi поля Хiггса, котрi можна
ввести, ввiвши скалярне поле у виглядi матрицi Σ, що перетворюється
за приєднаним представленням групи 𝑆𝑈(5)

Σ =

24∑︁
𝐴=1

𝑇𝐴Σ𝐴, (7.150)
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де Σ𝐴 – 24 нових дiйсних скалярних полiв1.
Таким чином, сектор скалярних полiв теорiї з 𝑆𝑈(5) симетрiєю

можна записати як

ℒ𝑠𝑐𝑎𝑙𝑎𝑟 = (𝐷𝜇𝐻5)
†(𝐷𝜇𝐻5) + 1

2 Tr
[︀
(𝐷𝜇Σ)(𝐷

𝜇Σ)
]︀
− 𝑉 (𝐻5,Σ), (7.151)

де подовжена похiдна дiє на скалярне поле в приєднаному представ-
леннi Σ згiдно з загальним правилом (2.56)

𝐷𝜇Σ = 𝜕𝜇Σ+ [𝑈𝜇,Σ], (7.152)

а потенцiал взаємодiї, в загальному випадку, має громiздкий вигляд
та складається з 𝑆𝑈(5)-iнварiантних комбiнацiй польових функцiй,
що є операторами не вище 4 розмiрностi:

𝑉 (𝐻5,Σ) = 𝜇2
𝐻 𝐻

†
5𝐻5 + 𝜆𝐻(𝐻†

5𝐻5)
2+

+
𝑚2

Σ

2 TrΣ2 + 𝑎
3 TrΣ

3 + 𝑏
4 (TrΣ

2)2 +
𝑐

2
TrΣ4+

+ 𝛼𝐻†
5Σ

2𝐻5 + 𝛽 𝐻†
5Σ𝐻5 + 𝛾 𝐻†

5𝐻5 TrΣ
2. (7.153)

При калiбрувальних перетвореннях поле Σ перетворюється стан-
дартним чином (2.54)

Σ→ Σ′ = 𝑤Σ𝑤−1 = 𝑤Σ𝑤+, (7.154)

бо 𝑤 є матрицею унiтарної групи.

1Таке матричне скалярне поле в приєднаному представленнi групи 𝑆𝑈(2) мо-
жна було б ввести i в СМ Δ = 1

2
𝜏⃗Δ⃗. Вiдповiдне розширення отримало назву моделi

скалярного триплету, або моделi Georgi–Machacek [?]. В зазначене розширення СМ
входить додатковий скалярний триплет з iзотопiчним спiном 1.
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Юкавiвська взаємодiя в 𝑆𝑈(5) теорiї
В загальному випадку взаємодiю мiж фермiонними полями та по-

лем Хiггса можна записати у виглядi1

ℒYuk = 1
4 𝑌

𝛼𝛽
𝑢 Ψ𝐶10,𝛼

𝑖𝑗
Ψ 𝑘𝑙

10,𝛽 𝐻
𝑚
5 𝜖𝑖𝑗𝑘𝑙𝑚 + 𝑌 𝛼𝛽𝑑 Ψ𝐶

5̄,𝛽

𝑖
Ψ 𝑖𝑗

10,𝛼𝐻
𝑗
5̄
+ h.c.

(7.155)
де 𝐶 – оператор зарядового спряження, 𝑌𝑢 — матриця Юкавiвських
констант для верхнiх кваркiв, 𝑌𝑑 — матриця Юкавiвських констант
для нижнiх кваркiв та лептонiв, 𝛼, 𝛽 = 1, 2, 3 – iндекси фермiонних
поколiнь.

Покажемо iнварiантнiсть доданкiв юкавiвської взаємодiї (7.155)
при перетвореннях групи 𝑆𝑈(5). Для цього використаємо, що

𝐻5 → 𝑤𝐻5, Ψ10 → 𝑤Ψ10𝑤
𝑇 , Ψ𝐶10 → 𝑤Ψ𝐶10𝑤

𝑇 . (7.156)

1) Перший доданок в (7.155) перетвориться як

𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒
(︀
Ψ𝐶10

𝑎𝑏)︀(︀
Ψ𝑐𝑑10

)︀
𝐻𝑒

5 → 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒
(︀
𝑤𝑎𝑝𝑤𝑏𝑞Ψ𝐶10

𝑝𝑞)︀(︀
𝑤𝑐𝑟𝑈𝑑𝑠Ψ𝑟𝑠10

)︀ (︀
𝑤𝑒𝑡𝐻𝑡

5

)︀
= 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑤

𝑎𝑝𝑤𝑏𝑞𝑤𝑐𝑟𝑤𝑑𝑠𝑤𝑒𝑡Ψ𝐶10
𝑝𝑞

Ψ𝑟𝑠10𝐻
𝑡
5. (7.157)

Використавши означення детермiнанта матрицi 5× 5

det𝐴 =
1

5!
𝜀𝑖1𝑖2𝑖3𝑖4𝑖5 𝜀𝑗1𝑗2𝑗3𝑗4𝑗5 𝐴𝑖1𝑗1 𝐴𝑖2𝑗2 𝐴𝑖3𝑗3 𝐴𝑖4𝑗4 𝐴𝑖5𝑗5 (7.158)

та властивостi символа Левi-Чивiти можна показати, що

𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒𝑤
𝑎𝑝𝑤𝑏𝑞𝑤𝑐𝑟𝑤𝑑𝑠𝑤𝑒𝑡 = (det𝑤) 𝜀𝑝𝑞𝑟𝑠𝑡.

Врахувавши, що детермiнант елемента групи 𝑆𝑈(5) дорiвнює одиницi

(det𝑤 = 1), можна побачити, що 𝜀𝑎𝑏𝑐𝑑𝑒
(︀
Ψ𝐶10

𝑎𝑏)︀(︀
Ψ𝑐𝑑10

)︀
𝐻𝑒

5 є iнварiантним
при перетвореннях групи 𝑆𝑈(5).

2) Другий доданок в (7.155) є iнварiантним, оскiльки

Ψ𝐶
5̄

𝑖
Ψ 𝑖𝑗

10𝐻
𝑗
5̄
→ Ψ𝐶

5̄

𝑖
(𝑤†)𝑖𝑘 · 𝑤𝑘𝑝 𝑤ℓ𝑞 Ψ𝑝𝑞10 · (𝑤†)𝑚ℓ𝐻𝑚

5̄ =

Ψ𝐶
5̄

𝑖[︀
(𝑤†)𝑖𝑘𝑤𝑘𝑝

]︀[︀
(𝑤†)𝑚ℓ𝑤ℓ𝑞

]︀
Ψ𝑝𝑞10𝐻

𝑚
5̄ =/𝑤†𝑤 = 1/=Ψ𝐶

5̄

𝑖
Ψ 𝑖𝑗

10𝐻
𝑗
5̄
. (7.159)

1Поле Σ не бере участi в генерацiї мас фермiонних полiв, воно забезпечує пра-
вильний перехiд 𝑆𝑈(5) → 𝑆𝑈𝐶(3)× 𝑆𝑈𝑊 (2)× 𝑈𝑌 (1).
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Розпад протона
В теорiї з iнварiантнiстю вiдносно перетворень групи 𝑆𝑈(5) до-

статньо складна взаємодiя фермiонiв з калiбрувальними полями, див.
(7.140) та (7.143). Для опису розпаду протона нам потрiбно видiли-
ти лептон-кваркову взаємодiю, що вiдбувається через векторнi поля,
яких немає в СМ 𝑋𝜇, 𝑋̃𝜇, 𝑌𝜇, 𝑌𝜇. Цi поля називають також лептоквар-
ковими калiбрувальними бозонами (leptoquark gauge bosons). Зробимо
це в схематичному виглядi, не вдаючись в деталi. Для початку пред-
ставимо матрицю калiбрувальних полiв 𝑈𝜇 = 𝑇 𝑎𝑈𝑎𝜇 (7.120) у блочному
виглядi

𝑈𝜇 =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣
𝐺𝜇 𝑋̃𝜇

𝑋𝜇 𝑊𝜇

,

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
де 𝐺𝜇 це глюоннi поля сильної взаємодiї (матриця розмiрностi 3 × 3,
що характеризується кольоровими iндексами 𝑎 = 1, 2, 3), 𝑊𝜇 – поля
слабкої взаємодiї (матриця розмiрностi 2 × 2, що характеризується
лептонними iндексами 𝑚 = 4, 5), 𝑋𝜇 – лептокварковi поля (матриця
розмiрностi 2 × 3, що характеризується кольоровими та лептонними
iндексами).

Запишемо також в спрощеному виглядi фермiоннi поля Ψ5̄ (7.132)
та антисиметричну матрицю Ψ𝑖𝑗10 (7.141)

Ψ5̄ =

[︃
𝑑𝐶,𝑎𝑅

𝐿𝑚

]︃
, Ψ𝑖𝑗10 =

[︂
𝑢𝐶,𝑎𝑏𝑅 𝑄𝑎𝑚

−𝑄𝑚𝑎 ℓ𝑚𝑛

]︂
(7.160)

де 𝑑𝐶,𝑎𝑅 – зарядово спряженi нижнi правi кварки (𝑎 = 1, 2, 3 – кольоро-
вий iндекс), 𝐿𝑚 – дублет лiвих лептонiв (𝑚 = 4, 5 – iндекс в дублетi),
𝑄 – матриця 2 × 3 з дублету лiвих кваркiв, 𝑢𝐶,𝑎𝑏𝑅 – антисиметрична
матриця 3 × 3 з верхнiх зарядовоспряжених правих кваркiв, ℓ𝑚𝑛 –
антисиметрична матриця зарядовоспряжених правих лептонiв 2× 2 з
ненульовими елементами ℓ45 = −ℓ54 = 𝑒𝐶𝑅.

Знайдемо для початку доданки кварк-лептонної взаємодiї, що об-
умовленi лептокварковими полями. Доданок 𝑖Ψ̄5̄𝛾

𝜇𝐷𝜇Ψ5̄ (7.140) мi-
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стить взаємодiю типу

Ψ̄5̄𝑈𝜇Ψ5̄ = (𝑑𝐶𝑅, 𝑒𝐿, 𝜈𝐿)

⎡⎣ 𝐺𝜇 𝑋̃𝜇 𝑌𝜇
𝑋𝜇

𝑌𝜇 𝑊𝜇

⎤⎦⎡⎣ 𝑑𝐶𝑅𝑒𝐿
−𝜈𝐿

⎤⎦ =

= 𝑑𝐶𝑅(𝑋̃𝜇𝑒𝐿 − 𝑌𝜇𝜈𝐿) + (𝑒𝐿𝑋𝜇 − 𝜈𝐿𝑌𝜇)𝑑𝐶𝑅 + ... (7.161)

Доданок 𝑖
2 Ψ10,𝑖𝑗𝛾

𝜇𝐷𝜇Ψ
𝑖𝑗
10 (7.143) мiстить взаємодiю типу

Ψ10,𝑖𝑗(𝑈𝜇Ψ10 +Ψ10𝑈
𝑇
𝜇 )

𝑖𝑗 . (7.162)

Запишемо 𝑈𝜇Ψ10 +Ψ10𝑈
𝑇
𝜇 , залишивши лише лептокварковi поля⎡⎣ 0 𝑋̃𝜇 𝑌𝜇

𝑋𝜇 0 0
𝑌𝜇 0 0

⎤⎦⎡⎣ 0 𝑢𝐿 𝑑𝐿
−𝑢𝐿 0 𝑒𝐶𝑅
−𝑑𝐿 𝑒𝐶𝑅 0

⎤⎦+
⎡⎣ 0 𝑢𝐿 𝑑𝐿
−𝑢𝐿 0 𝑒𝐶𝑅
−𝑑𝐿 𝑒𝐶𝑅 0

⎤⎦⎡⎣ 0 𝑋𝜇 𝑌𝜇
𝑋̃𝜇 0 0

𝑌𝜇 0 0

⎤⎦
=

⎡⎣ 0 −𝑌𝜇𝑒𝐶𝑅 𝑋̃𝑒𝐶𝑅
𝑌𝜇𝑒

𝐶
𝑅 0 𝑋𝜇𝑑𝐿 − 𝑌𝜇𝑢𝐿

−𝑋̃𝜇𝑒
𝐶
𝑅 −(𝑋𝜇𝑑𝐿 − 𝑌𝜇𝑢𝐿) 0

⎤⎦ . (7.163)

Тодi Ψ10,𝑖𝑗(𝑈𝜇Ψ10 +Ψ10𝑈
𝑇
𝜇 )

𝑖𝑗 дорiвнюватиме

⎡⎣ 0 𝑢̄𝐿 𝑑𝐿

−𝑢̄𝐿 0 𝑒𝐶𝑅
−𝑑𝐿 𝑒𝐶𝑅 0

⎤⎦
𝑖𝑗

⎡⎣ 0 −𝑌𝜇𝑒𝐶𝑅 𝑋̃𝑒𝐶𝑅
𝑌𝜇𝑒

𝐶
𝑅 0 𝑋𝜇𝑑𝐿 − 𝑌𝜇𝑢𝐿

−𝑋̃𝜇𝑒
𝐶
𝑅 −(𝑋𝜇𝑑𝐿 − 𝑌𝜇𝑢𝐿) 0

⎤⎦𝑖𝑗 =
= 2[−𝑢̄𝐿𝑌𝜇𝑒𝐶𝑅 + 𝑑𝐿𝑋̃𝜇𝑒

𝐶
𝑅 + 𝑒𝐶𝑅𝑋𝜇𝑑𝐿 − 𝑒𝐶𝑅 𝑌𝜇𝑢𝐿]. (7.164)

Тепер запишемо доданки кварк-кваркової взаємодiї, що обумовленi
лептокварковими полями. Такi доданки мiстяться у Ψ10,𝑖𝑗(Ψ10𝑈

𝑇
𝜇 )

𝑖𝑗 .
Справдi, якщо вiдновити кольоровий сектор фермiонiв, отримаємо

Ψ10𝑈
𝑇
𝜇 =

⎡⎣ 𝑢𝐶𝑅
⎤⎦⎡⎣ 0 𝑋𝜇 𝑌𝜇

⎤⎦ =

⎡⎣ 𝑢𝐶𝑅𝑋𝜇 𝑢𝐶𝑅𝑌𝜇
⎤⎦ .

(7.165)
Вiдповiдно

Ψ10,𝑖𝑗(Ψ10𝑈
𝑇
𝜇 )

𝑖𝑗 = 𝑢̄𝐿𝑋𝜇𝑢
𝐶
𝑅 + 𝑑𝐿𝑌𝜇𝑢

𝐶
𝑅 + ... (7.166)
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Розглянувши тепер доданки взаємодiї (7.161), (7.164) та (7.166) як
вершини дiаграм Фейнмана можна побачити, що в доданках 𝑑𝐿𝑌𝜇𝑢𝐶𝑅
та 𝑒𝐶𝑅 𝑌𝜇𝑢𝐿 можна об’єднати лiнiї векторного поля 𝑌 утворивши вiд-
повiдний пропагатор. Тодi, вважаючи, що маса поля 𝑌𝜇 достатньо ве-
лика, отримаємо ефективний оператор вигляду

𝑔25
𝑀2
𝑌

(𝑑𝐿𝑢
𝐶
𝑅)(𝑒

𝐶
𝑅 𝑢𝐿), (7.167)

що описує розпад протона в домiнуючому каналi 𝑝→ 𝜋0 + 𝑒+, або на
рiвнi елементарних частинок 𝑢(𝑢𝑑)→ 𝑢𝑢̄+ 𝑒+.

Враховуючи, що iмпульси кiнцевих частинок порядку 1 ГеВ, ви-
раз для ширини розпаду протона можна легко оцiнити з розмiрних
мiркувань1

Γ𝑝 = 𝛼2
𝐺𝑈𝑇

𝑚5
𝑝

𝑀4
𝑌

, (7.168)

де 𝛼𝐺𝑈𝑇 = 𝑔25/(4𝜋). Наведений наївний вираз досить непогано узго-
джується з результатом точних розрахункiв i може використовувати-
ся для якiсних оцiнок.

Як видно з Рис.22 значення сталих зв’язку в СМ приймають близь-
кi значення ≈ 1/40 при масштабi енергiй 1014−16 ГеВ. Але в рамках
теорiї суперсиметричного великого об’єднання три сталих зв’язку 𝛼𝑖
в СМ стають рiвними мiж собою i дорiвнюють ≈ 1/20, див. [148,149].
В нашому випадку можна приблизно покласти2 𝛼𝐺𝑈𝑇 = 1/25. Суча-
снi експериментальнi обмеження часу життя протона дають значення
𝜏 > 2.4·1034 рокiв [224]. Пiдставивши цi значення в (7.168), отримаємо
характерний масштаб мас лептокваркових полiв

𝑀𝑌 > 6 · 1015 ГеВ.

Це значення приблизно вiдповiдає енергетичному масштабу, за яко-
го сталi зв’язкiв в СМ мають близькi значення. Вiдповiдно, в рамках
𝑆𝑈(5) теорiї очiкується 𝑀𝑋,𝑌 ≈ 1015−16 ГеВ. Якщо ж нижнє значення

1Звичайно, повний розрахунок дає суттєво складнiшу формулу, яка наведена,
наприклад, в [223].

2Точне значення 𝛼𝐺𝑈𝑇 нам i не потрiбно для оцiнки маси лептокваркового
поля.
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часу життя протона буде суттєво збiльшено, то теорiя з 𝑆𝑈(5) iнварi-
антнiстю не зможе це пояснити. Бiльшi значення часу життя протона
дає суперсиметричне розширення СМ з 𝑆𝑈(5) iнварiантнiстю.

Необхiдно вiдзначити, що необхiдний оператор (7.167) також гене-
рується через доданки юкавiвської взаємодiї (7.155) завдяки взаємодiї
через кольоровi (триплетнi) бозони Хiггса (7.148). Розпад протона по
цьому каналу має парцiальну ширину

Γ′
𝑝 ≈

(𝑌𝑢𝑌𝑑)
2

𝑀4
𝑇

𝑚5
𝑝, (7.169)

де для оцiнки можна взяти значення юкавiвських сталих зв’язку для
кваркiв першого поколiння такi як i в СМ, тобто 𝑌𝑢 = 𝑌𝑑 ≈ 10−5.
Тодi отримаємо, що при значеннi 𝑀𝑇 = 1015 ГеВ канал розпаду про-
тона через юкавiвську взаємодiю є дуже подавленим. З iншого боку,
з (7.169) випливає, що маса 𝑀𝑇 не може бути малою. Оскiльки для
кваркiв другого поколiння юкавiвськi стали бiльшi, то бiльш ймовiр-
ний розпад протона в цьому випадку вiдбуватиметься через канал
𝑝 → 𝐾+𝜈. Вiдповiдно, обмеження на масу кольорового бозона Хiггса
становитиме 𝑀𝑇 > 1011−12 ГеВ.

Спонтанне порушення симетрiї в 𝑆𝑈(5) теорiї
Для початку розглянемо спонтанне порушення симетрiї для ска-

лярного поля Σ. Як вже зазначалося, це поле не взаємодiє з фермiон-
ними полями. Вiдповiдно, його вакуумне середнє не може генерувати
масовi доданки фермiонiв. Однак поле Σ взаємодiє з векторними поля-
ми теорiї 𝑆𝑈(5) i може генерувати їх масу. Справдi, кiнетичнi доданки
в (7.151) мiстять подовжену похiдну з вiдповiдною взаємодiєю

𝐷𝜇Σ = 𝜕𝜇Σ+ [𝑈𝜇,Σ] = 𝜕𝜇Σ+ 𝑈𝐴𝜇 [𝑇𝐴,Σ]. (7.170)

Вiдповiдно, векторнi поля набуватимуть маси, якщо вiдповiднi їм ге-
нератори не комутуватимуть з вакуумним середнiм поля Σ. I навпаки,
векторнi поля залишатимуться безмасовими, якщо вiдповiднi їм гене-
ратори комутуватимуть з вакуумним середнiм поля Σ.

Згiдно зi спектральною теоремою з лiнiйної алгебри, будь-яку ермi-
тову матрицю можна дiагоналiзувати унiтарним перетворенням 𝑈𝐴𝑈+

= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎1, 𝑎2, ...). Оскiльки теорiя, що розглядається, є iнварiантною
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вiдносно калiбрувальних перетворень (7.154), а матриця Σ є ермiто-
вою, то, правильним вибором калiбрування вакуумне середне поля Σ
можна зробити дiагональною матрицею.

Ми хочемо зробити значення вакуумного середнього поля Σ та-
ким, щоб забезпечити перехiд 𝑆𝑈(5) → 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1).
При цьому в теорiї 𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑆𝑈𝑊 (2) × 𝑈𝑌 (1) поля глюонiв та полiв
групи 𝑆𝑈𝑊 (2) безмасовi. Вiдповiдно, генератори груп 𝑆𝑈𝐶(3) (знахо-
дяться у верхньому блоцi 3× 3 на дiагоналi матрицi 5× 5) та 𝑆𝑈𝑊 (2)
(знаходяться у нижньому блоцi 2 × 2 на дiагоналi матрицi 5 × 5) по-
виннi комутувати з вакуумним середнiм матрицi < Σ >. Очевидно,
що це може буде лише за умови < Σ >= 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝑎, 𝑎, 𝑎, 𝑏, 𝑏).

Оскiльки 𝜎 = 𝑇 𝑎Σ𝑎, а генератори безслiдовi, то матриця Σ також
має бути безслiдова, отже

< Σ >= 𝜈Σ 𝑑𝑖𝑎𝑔(2, 2, 2,−3,−3) (7.171)

i є пропорцiйною до оператора гiперзаряду (7.135). Оскiльки маса ле-
птокваркових полiв генерується полем Σ, то 𝑀𝑋,𝑌 ∼ 𝜈Σ i ми очiкуємо
𝜈Σ ≈ 1015−16 ГеВ.

Розглянемо тепер, яким має бути вакуумне середнє поля 𝐻5 з ура-
хуванням того факту, що кiнетичнi доданки у формi (7.140) генерують
маси калiбрувальних полiв.

Генератори сильної взаємодiї являють собою першi 8 генераторiв
групи 𝑆𝑈(5), див. (7.117). З вимоги, щоб масова матриця глюонних
полiв дорiвнювала нулевi, див. (3.81), випливає умова

<𝐻5>
+ 𝑇 𝑎𝑇 𝑏 <𝐻5>= 0, 𝑎, 𝑏 = 1, .., 8 (7.172)

Ця умова задовольняється лише тодi, коли верхнi три компоненти по-
ля <𝐻5>= 0. Щоб забезпечити коректний перехiд 𝑆𝑈(5)→ 𝑆𝑈𝐶(3)×
𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1), нижнi двi компоненти поля Хiггса повиннi набути та-
кого ж вакуумного середнього, як i для поля Хiггса в СМ, див. Роздiл
(4.11). Вiдповiдно, для стовпчика <𝐻5> отримаємо

⟨𝐻5⟩ = (0, 0, 0, 0, 𝑣𝐻/
√
2)𝑇 . (7.173)
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Розглянемо значення мас компонент скалярного поля 𝐻5.
Запишемо потенцiал скалярних полiв (7.174) у спрощеному виглядi

та видiлимо доданки ∼ 𝐻+
5 𝐻5

𝑉 (𝐻5,Σ) = 𝜇2
𝐻 𝐻

†
5𝐻5 + 𝛼𝐻†

5Σ
2𝐻5 + 𝛽 𝐻†

5Σ𝐻5. (7.174)

Використавши явний вираз для стовпчика 𝐻5 (7.148) та вираз для
вакуумного середнього поля Σ (7.171), отримаємо

𝑉 (𝐻5,Σ) = 𝜇2
𝐻(𝑇+𝑇+𝐻+

𝑊𝐻)+𝛼 𝑣2Σ(9𝑇
+𝑇+4𝐻+

𝑊𝐻)+𝛽𝑣Σ(2𝑇
+𝑇−3𝐻+

𝑊𝐻),
(7.175)

де 𝑇 – являє собою стовпчик з трьох верхнiх, а 𝐻𝑆𝑀 – з двох нижнiх
компоненти поля 𝐻5. Вiдповiдно, маси кольорових полiв Хiггса 𝑇 та
поля Хiггса в СМ 𝐻𝑆𝑀 дорiвнюють

𝑀2
𝑇 = 𝜇2

𝐻 + 9𝛼 𝑣2Σ + 2𝛽𝑣Σ, (7.176)

𝑀2
𝐻𝑆𝑀 = 𝜇2

𝐻 + 4𝛼 𝑣2Σ − 3𝛽𝑣Σ. (7.177)

Однак ми знаємо, що 𝑀𝑇 > 1011−12 ГеВ, а 𝑀𝐻𝑆𝑀 ∼ 100 ГеВ. Це дивно,
бо з останнiх рiвнянь випливає, що для реалiзацiї таких значень
скалярних полiв має бути сильного fine-turning (тонка пiд-
стройка) параметрiв лагранжiана взаємодiї (𝜇𝐻 , 𝑣Σ, 𝛼, 𝛽), що
виглядає неприродно.

Генерацiя мас фермiонних частинок в 𝑆𝑈(5) теорiї.
Лагранжiан юкавiвської взаємодiї (7.155) генерує масовi доданки

фермiонiв

ℒmass = 𝑌 𝛼𝛽𝑢
𝑣𝐻√
2
𝑢𝑅𝛼 𝑢𝐿𝛽 + 𝑌 𝛼𝛽𝑑

𝑣𝐻√
2
𝑑𝑅𝛼 𝑑𝐿𝛽 + 𝑌 𝛼𝛽𝑑

𝑣𝐻√
2
ℓ𝑅𝛼 ℓ𝐿𝛽 + h.c.

(7.178)
Звiдки видно, що в моделi 𝑆𝑈(5) виконується спiввiдношення 𝑌 𝑑 =
𝑌 ℓ, що приводить до передбачення рiвностi мас нижнiх квар-
кiв та заряджених лептонiв, тобто

𝑚𝑑 = 𝑚𝑒, 𝑚𝑠 = 𝑚𝜇, 𝑚𝑏 = 𝑚𝜏 (7.179)

на масштабi великого об’єднання — спiввiдношення, яке не узгоджу-
ється з експериментальними даними при низьких енергiях (особливо
для перших двох поколiнь!), але може бути виправлене за допомогою
додаткових полiв в подальшiй модифiкацiї моделi [225–227].
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Переваги та недолiки моделi з 𝑆𝑈(5) симетрiєю
Давайте зробимо короткий пiдсумок розглянутого розширення СМ

з симетрiєю вiдносно перетворень за групою 𝑆𝑈(5).
До переваг моделi безумовно слiд вiднести наступнi

• вiдносна простота моделi в порiвняннi з iншими моделями Ве-
ликого об’єднання;

• при великих енергiях модель об’єднує групи симетрiї СМ в одне
цiле в рамках групи 𝑆𝑈(5). Тобто сильнi, слабкi та електрома-
гнiтнi взаємодiї мають одну природу. Вони описуються спiльною
сталою зв’язку 𝑔5;

• лептони та кварки мають одну природу та об’єднуються в одну
структуру 5-стовпчика або матрицi 10×10. Вiдповiдно мiж ними
виникає взаємодiя завдяки новим лептокварковим полям;

• модель пояснює дробовi кварковi заряди, якi в СМ лише посту-
люються;

• модель передбачає розпад протона, або процеси з незбереженням
барiонного числа, що на якiсному рiвнi може пояснити барiонну
асиметрiю Всесвiту;

• модель передбачає iснування частинок з масами набагато бiль-
шими за маси частинок СМ, що виглядає природним. СМ не
передбачає нових частинок з масами в промiжку вiд електро-
слабкого масштабу до планкiвської маси;

• модель природно пояснює розрахунки в межах СМ по зближен-
ню значень сталих зв’язкiв рiзних взаємодiй при великих енергi-
ях. В моделi 𝑆𝑈(5), за означенням, всi три сталi зв’язку повиннi
стати рiвними при великих енергiях.

До недолiкiв моделi безумовно слiд вiднести наступнi

• модель передбачає рiвностi мас нижнiх кваркiв та заряджених
лептонiв на масштабi великого об’єднання — спiввiдношення,
яке не узгоджується з експериментальними даними при низьких
енергiях, особливо для частинок перших двох поколiнь;
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• модель вимагає тонкої пiдстройки параметрiв для одночасного
пояснення великої маси кольорового триплету бозонiв Хiггса i
маси бозона Хiггса в СМ;

• розрахована в рамках моделi барiонна асиметрiя є недостатньо
великою;

• занадто швидкий розпад протона (час розпаду збiльшується в
суперсиметричному розширеннi теорiї 𝑆𝑈(5));

• якщо робити перехiд вiд єдиної сталої зв’язку 𝑔5 при масштабi
великого об’єднання до низьких енергiй, ми отримаємо значення
сталих зв’язку сильної, ЕМ та слабкої взаємодiї, що не дорiвню-
ють експериментальним даним. Якщо ж взяти правильнi значе-
ння сталих зв’язку в СМ при низьких енергiях i розглядати їх
еволюцiю при збiльшеннi масштабу енергiй в пiдходi ренормалi-
зацiйної групи, то цi сталi зв’язкiв не збiгатимуться до одного
значення. Проблема вирiшується в суперсиметричному розши-
реннi теорiї 𝑆𝑈(5);

• модель не пояснює наявнiсть мас у нейтрино;

• вмоделi вiдсутнi частинки темної матерiї. В мiнiмальнiй 𝑆𝑈(5)
теорiї є новi важкi частинки (лептокварковi поля, кольоровий
триплет Хiггса, компоненти поля Σ), але вони нестабiльнi. Немає
механiзму (симетрiї), що забороняв би їх розпад.

Отже, можна зробити висновок, що мiнiмальна 𝑆𝑈(5) — це досить
проста теорiя, яка не пояснює всi данi спостережень, але на якiсному
рiвнi каже, що теорiї Великого об’єднання є перспективними напрям-
ками дослiджень i потребують великої уваги. Покращеним варiан-
том теорiї 𝑆𝑈(5) є її суперсиметричне розширення: 𝑆𝑈𝑆𝑌 𝑆𝑈(5). Ще
бiльш покращеними теорiями Великого об’єднання є моделi з бiльш
складними групами симетрiї, наприклад, 𝑆𝑂(10), 𝐸6. Зазначенi по-
кращенi теорiї Великого об’єднання мiстять велику кiлькiсть нових
частинок за межами СМ, мають кандидатiв на частинки темної ма-
терiї, мiстять масивнi нейтрино, але також мають проблеми з тонкою
настройкою параметрiв теорiї, яких стає ще бiльше.
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Додаток 1. Елементи теорiї груп

У цьому додатку наведено мiнiмальнi вiдомостi з теорiї груп, що
є необхiдними для розумiння основного матерiалу. Бiльш детально з
теорiєю груп можна ознайомитися, наприклад, за пiдручниками [60,
70,228,229].

Визначення
Групою 𝐺 називається множина елементiв (𝑎, 𝑏, 𝑐, ...), для якої ви-

значена операцiя добутку (групового добутку), що має наступнi вла-
стивостi:

1. замкнутiсть: якщо елементи 𝑎 та 𝑏 належать групi 𝐺, то й еле-
мент 𝑐 = 𝑎𝑏 також повинен належати групi 𝐺;

2. асоцiативнiсть: 𝑎(𝑏𝑐) = (𝑎𝑏)𝑐;

3. iснування одиничного елемента: у групi 𝐺 повинен iснувати та-
кий елемент 𝑒, що 𝑒𝑎 = 𝑎𝑒 = 𝑎 для довiльного елемента 𝑎 групи
𝐺;

4. iснування оберненого елемента: для довiльного елемента 𝑎 групи
𝐺 iснує такий елемент 𝑎−1 групи 𝐺, що 𝑎−1𝑎 = 𝑎𝑎−1 = 𝑒.

Якщо значення добутку елементiв групи не залежить вiд порядку
множникiв 𝑎𝑏 = 𝑏𝑎, то групу називають абелевою, iнакше — неабеле-
вою.

Iзоморфнi групи. Двi групи вважаються iзоморфними, якщо мiж
їх елементами iснує обернено-однозначна вiдповiднiсть.

Гомоморфнi групи. Двi групи є гомоморфними, якщо мiж їх еле-
ментами вiдповiднiсть не є обернено-однозначною: тобто елементи пер-
шої групи однозначно визначаються через елементи другої групи, але
елементи другої групи неоднозначно визначаються через елементи
першої групи.

Приклади груп
Група 𝐺𝐿(𝑛,𝑅) являє собою групу дiйсних матриць з ненульовим

детермiнантом розмiрностi 𝑛. У цьому випадку операцiя множення
вiдповiдає звичайному множенню матриць, а одиничним елементом є
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одинична матриця. Умова ненульового детермiнанта забезпечує iсну-
вання обернених елементiв. Умова замкнутостi виконується автома-
тично.

Група ZN – циклiчна група порядку 𝑁 , представляє собою групу
елементiв, що утворюються шляхом повторення однiєї й тiєї самої ба-
зової операцiї, тобто 𝐺 = {𝑒, 𝑔, 𝑔2, 𝑔3, ..., 𝑔𝑁−1} та 𝑔𝑁 = 𝑒. Група може
бути реалiзована через комплекснi числа виду 𝑔 = 𝑒𝑖2𝜋

𝑘
𝑁 , де 𝑘, 𝑁 –

цiлi числа. Тодi одиничний елемент це 𝑔 = 𝑒𝑖2𝜋
0
𝑁 = 1, 𝑔 = 𝑒𝑖2𝜋

1
𝑁 ,

𝑔2 = 𝑒𝑖2𝜋
2
𝑁 , 𝑔𝑁 = 𝑒𝑖2𝜋

𝑁
𝑁 = 𝑒𝑖2𝜋 = 1, а обернений елемент визначається

як 𝑔−𝑘 = 𝑒𝑖2𝜋
−𝑘
𝑁 . Добуток елементiв визначається як 𝑔𝑛 · 𝑔𝑘 = 𝑔𝑘+𝑛.

Група 𝑈(𝑁) являє собою групу унiтарних матриць 𝑈+𝑈=𝑈𝑈+=𝐼
розмiрностi 𝑁×𝑁 , де 𝐼 — одинична матриця. Справдi, якщо 𝑈1 та 𝑈2

є унiтарними матрицями, то i їх добуток 𝑈1𝑈2 буде унiтарною матри-
цею: 𝑈1𝑈2(𝑈1𝑈2)

+ = 𝑈1(𝑈2𝑈
+
2 )𝑈+

1 = 𝑈1𝑈
+
1 = 𝐼. Одиничним елемен-

том є одинична матриця. Оберненим елементом до матрицi 𝑈 є 𝑈+.
Для 𝑁 > 1 група 𝑈(𝑁) є неабелевою.

Групою 𝑈(1) є множина комплексних чисел iз модулем, що дорiв-
нює одиницi. Такi числа можна задати у виглядi 𝑧 = 𝑒𝑖𝛼, де 𝛼 дiйсне
число. Операцiя множення є звичайним множенням комплексних чи-
сел. Одиничним елементом є одиниця. Дана група є абелевою.

Група 𝑆𝑈(𝑁) являє собою групу унiтарних матриць розмiрностi
𝑁 × 𝑁 з одиничним детермiнантом 𝑑𝑒𝑡 𝑈 = 1. Для 𝑁 > 1 вона є не-
абелевою. Група 𝑆𝑈(𝑁) знайшла широке застосування у фiзицi еле-
ментарних частинок.

Група 𝑆𝑂(𝑁) являє собою групу дiйсних ортогональних матриць
𝑂𝑇𝑂 = 1 розмiрностi 𝑁 × 𝑁 з одиничним детермiнантом 𝑑𝑒𝑡𝑂 = 1.
Для 𝑁 > 1 вона є неабелевою. Група 𝑆𝑂(3) є групою обертань у
тривимiрному просторi.

Представлення групи. Приклади з життя
1. Група танцювальних рухiв
Розглянемо умовний танець, що складається з елементарних рухiв:

повороту на 180°, кроку вперед та кроку назад. Кожен окремий рух
можна розглядати як перетворення положення танцiвника в просторi.
Послiдовне виконання двох рухiв (виступає як добуток двох елементiв
групи) породжує новий рух — наприклад, спочатку поворот, а потiм
крок вперед.
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Множина всiх можливих послiдовностей таких рухiв утворює гру-
пу, оскiльки виконуються три умови. По-перше, композицiя будь-яких
двох послiдовностей рухiв знову є елементом групи (довшою послiдов-
нiстю рухiв). По-друге, iснує нейтральний елемент — «не виконувати
жодного руху», який залишає положення танцiвника незмiнним. По-
третє, для кожного руху iснує обернений рух: наприклад, крок уперед
має обернений крок назад, а поворот на 180° є сам собi оберненим.

2. Група перемикань лампочки
Уявiмо електричну лампу, що має лише два стани: увiмкнено та

вимкнено. Єдина нетривiальна операцiя — це перемикання вимикача,
яке змiнює стан лампи на протилежний.

Якщо позначити цю операцiю через (П ), то виконання її двiчi по-
вертає лампу у початковий стан. Крiм того, iснує операцiя «нiчого не
робити», яка не змiнює стану лампи. Отже, маємо множину з двох
елементiв: «нiчого не робити» (𝐼) та перемикання (П ). Послiдоне за-
стосування (груповий добуток) цих операцiй задовольняє означенню
групи: будь-яка послiдовнiсть перемикань знову є елементом групи,
iснує одиничний елемент (𝐼), а кожна операцiя має обернену (для (П )
це знову (П )).

3. Циклiчна група днiв тижня
Розглянемо послiдовнiсть днiв тижня: понедiлок, вiвторок, середа,

четвер, п’ятниця, субота, недiля. Введемо операцiю «перейти на на-
ступний день». Застосовуючи її один раз, ми перемiщуємося вiд поне-
дiлка до вiвторка; застосувавши сiм разiв, повертаємося до понедiлка.

У цьому випадку множина всiх можливих зсувiв на (𝑛) днiв (де
(𝑛 = 0, 1, . . . , 6)) утворює циклiчну групу. Нейтральний елемент вiд-
повiдає зсуву на нуль днiв, а обернений до зсуву на (𝑛) днiв — це зсув
на (7− 𝑛) днiв. Хоча цю групу можна формально позначити як (Z7),
її елементи мають наочний змiст: це реальнi часовi зсуви у календарi.

4. Приклад iзоморфної групи. Група 𝐺1 являє собою цiлi числа
{0, 1, 2, 3} з додаванням по модулю 4. Тобто сума елементiв має бути
в межах вiд 0 до 3, наприклад, (2+3) = 5 = 1+4 = 1. Група 𝐺2 являє
собою повороти квадрата на кути {00, 900, 1800, 2700} по модулю 2𝜋.
Група 𝐺1 та 𝐺2 iзоморфнi, бо це одна й та сама циклiчна група з
точнiстю до перейменування елементiв.

5. Приклад гомоморфної групи. Група 𝐺1 поворотiв на площинi
𝑆𝑂(2) по модулю 2𝜋 та група 𝐺2 поворотiв квадрата на кути {00, 900,
1800, 2700} по модулю 2𝜋. Маємо взаємно однозначну вiдповiднiсть
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при переходi вiд 𝐺2 до 𝐺1, але не при переходi вiд 𝐺1 до 𝐺2, бо гру-
па 𝐺1 мiстить нескiнченну кiлькiсть елементiв (поворити на довiльнi
кути, а не лише на 900).

Представлення групи (математичне означення) — конкретна ре-
алiзацiя закону множення групових елементiв. Якщо представлення
групи є матричним, то кожному елементу 𝑔 групи 𝐺 ставиться у вiд-
повiднiсть матриця 𝑔 → 𝐷(𝑔). При цьому, якщо для елементiв 𝑎, 𝑏, 𝑐,
групи 𝐺 є справедливим спiввiдношення 𝑎𝑏 = 𝑐, то воно має викону-
ватись i на матричному рiвнi 𝐷(𝑎)𝐷(𝑏) = 𝐷(𝑐), де операцiя множення
в матричному представленнi є звичайним множенням матриць.

Звiдне представлення. Якщо представлення 𝐷(𝑔) може бути зве-
дене до блочно-дiагональної форми (за допомогою певної матрицi 𝑀 ,
що не залежить вiд групових елементiв)

𝑀𝐷(𝑔)𝑀−1 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝐷1(𝑔) 0 0 · · ·

0 𝐷2(𝑔) 0 · · ·
0 0 𝐷3(𝑔) · · ·
...

...
...

. . .

⎞⎟⎟⎟⎠ , для всiх 𝑔 ∈ 𝐺,

(D1.1)
то його називають звiдним представленням i записують у виглядi пря-
мої суми 𝐷(𝑔) = 𝐷1(𝑔)⊕𝐷2(𝑔)⊕𝐷3(𝑔)⊕ · · · незвiдних представлень
(тобто представлень, якi не можна представити у виглядi (D1.1)).

У подальшому представлення 𝐷(𝑔) групи 𝐺 ми будемо записувати
просто як 𝑔.

Пiдгрупа 𝐻 групи 𝐺 — пiдмножина групи 𝐺, що сама являє собою
групу.

Прямим добутком груп 𝐺1 × 𝐺2 називають множину пар {𝑔, ℎ}
(де 𝑔 ∈ 𝐺1, ℎ ∈ 𝐺2), у якiй операцiї множення та взяття оберненого
елемента мають вигляд

{𝑔, ℎ}{𝑔′, ℎ′} = {𝑔𝑔′, ℎℎ′}, {𝑔, ℎ}−1 = {𝑔−1, ℎ−1}, (D1.2)

одиничним елементом є пара {𝑒1, 𝑒2}, де 𝑒1, 𝑒2 – одиничнi елементи
груп 𝐺1 та 𝐺2 вiдповiдно. Прямий добуток груп 𝐺1 × 𝐺2 є також
групою. При цьому група 𝐺1 є пiдгрупою групи 𝐺1 × 𝐺2, або, бiльш
точнiше, вона є iзоморфною пiдгрупi 𝐺1 × 𝐺2, котра складається з
елементiв {𝑔, 𝑒2}. Аналогiчно, група𝐺2 є iзоморфною пiдгрупi𝐺1×𝐺2,
що складається з елементiв {𝑒1, ℎ}.
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Для матричних представлень груп прямий добуток груп може бу-
ти реалiзований наступним чином. Нехай елементи 𝑔 є матрицями
розмiром 𝑛𝑔 × 𝑛𝑔, а ℎ – матрицями 𝑛ℎ × 𝑛ℎ. Тодi пара {𝑔, ℎ} може
бути реалiзована у виглядi блочно-дiагональної матрицi

{𝑔, ℎ} =
(︂

𝑔 𝑂𝑛𝑔×𝑛ℎ
𝑂𝑛ℎ×𝑛𝑔 ℎ

)︂
,

де 𝑂𝑖×𝑘 — нульова матриця розмiрностi 𝑖× 𝑘. Як легко переконатися(︂
𝑔 𝑂
𝑂 ℎ

)︂
·
(︂
𝑔′ 𝑂
𝑂 ℎ′

)︂
=

(︂
𝑔𝑔′ 𝑂
𝑂 ℎℎ′

)︂
у вiдповiдностi з (D1.2).

Група Лi — неперервна група, кожен елемент якої можна задати
за допомогою скiнченої кiлькостi неперервних дiйсних параметрiв. Не-
хай 𝑎(𝜃) = 𝑎(𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛) елемент групи , що залежить вiд 𝑛 дiйсних
неперервних параметрiв. Одиничним елементом вважається елемент
𝑎(0). Закон групового множення1 має вигляд 𝑎(𝜃)𝑎(𝜑⃗) = 𝑎(𝜉). Розмiр-
нiсть групи Лi дорiвнює кiлькостi неперервних дiйсних параметрiв,
за допомогою яких її можна охарактеризувати. До груп Лi належать,
наприклад, групи 𝑈(𝑁), 𝑆𝑈(𝑁), 𝑆𝑂(𝑁).

Генератори групи Лi. Нехай 𝑔(𝜃) = 𝑔(𝜃1, 𝜃2, ..., 𝜃𝑛) елемент групи
𝐺, що є групою Лi та 𝑔(⃗0) = 1. Обмежимося випадком, коли група 𝐺
може бути представлена за допомогою унiтарних матриць. Тодi гене-
раторами 𝑋𝑘 групи 𝐺 будуть

𝑋𝑘 =
1

𝑖
lim

𝜃1,𝜃2,...,𝜃𝑛→0

𝜕𝑔(𝜃)

𝜕𝜃𝑘
, 𝑘 = 1, 2, ..., 𝑛. (D1.3)

Число генераторiв групи дорiвнює розмiрностi групи. Вiдповiдно, до-
вiльний елемент групи 𝐺 в околi 0⃗ можна задати у виглядi

1При цьому має iснувати зв’язок мiж параметрами у виглядi певної функцiї
𝑓(𝜃, 𝜑⃗) = 𝜉, що повинна мати наступнi властивостi: 1) 𝑓(0, 𝜃) = 𝑓(𝜃, 0) = 𝜃

(вiдповiдає множенню на одиничний елемент 𝑎(0)𝑎(𝜃) = 𝑎(𝜃)𝑎(0) = 𝑎(𝜃));
2) 𝑓(𝜃, 𝑓(𝜑⃗, 𝜉)) = 𝑓(𝑓(𝜃, 𝜑⃗), 𝜉) (вiдповiдає закону асоцiативного множення
𝑎(𝜃)[𝑎(𝜑⃗)𝑎(𝜉)] = [𝑎(𝜃)𝑎(𝜑⃗)]𝑎(𝜉)); 3) 𝑓(𝜃, 𝜃′) = 0, якщо 𝑎(𝜃′) = 𝑎−1(𝜃). Функцiя 𝑓
має бути аналiтичною функцiєю.

314



𝑔(𝜃) = 𝐼 + 𝑖

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘𝜃𝑘 = 𝐼 + 𝑖𝑋⃗𝜃, 𝜃 → 0. (D1.4)

Якщо 𝑔 є матрицею, то й 𝑋𝑘 мають бути лiнiйно незалежними
матрицями. Оскiльки група 𝐺 може бути представлена за допомогою
унiтарних матриць, то генератори повиннi бути ермiтовими матриця-
ми (𝑋+

𝑘 = 𝑋𝑘). Справдi,

𝑔(𝜃)𝑔+(𝜃) = (𝐼 + 𝑖𝑋⃗𝜃)(𝐼 − 𝑖𝑋⃗+𝜃) = 𝐼 + 𝑖(𝑋⃗ − 𝑋⃗+)𝜃 +𝑂(𝜃2) = 𝐼.

Можна сказати, що ермiтовiсть генераторiв групи Лi забезпечує дiй-
снiсть параметрiв 𝜃𝑘, що задають елемент групи.

Можна показати, що детермiнант унiтарного оператора 𝑈̂ = 𝑒𝑖𝐹 ,
де 𝐹 – ермiтова матриця, можна представити у виглядi

det 𝑈̂ = 𝑒𝑖𝑇𝑟𝐹 . (D1.5)

Тодi, з умови одиничного детермiнанту елемента групи Лi випливає,
що генератури групи Лi мають нульовий слiд1 𝑇𝑟[𝑋𝑘] = 0.

Генератори групи Лi можна вибрати так, щоб вони утворювали
ортонормований базис, а саме:

𝑇𝑟[𝑋𝑖𝑋𝑗 ] =
𝛿𝑖𝑗
2
. (D1.6)

Оскiльки генератори 𝑋𝑘 лiнiйно незалежнi, то комутатор генера-
торiв повинен виражатися через iншi генератори групи Лi

[𝑋𝑗 , 𝑋𝑘] = 𝑖

𝑛∑︁
𝑙=1

𝐶𝑗𝑘𝑙𝑋𝑙, (D1.7)

де 𝐶𝑗𝑘𝑙 — структурнi константи групи, що є дiйсними числами та
однозначно визначаються структурою даної групи. Справедливе й
обернене твердження, що структурнi константи цiлком характеризу-
ють певну групу Лi.

Структурнi константи є антисиметричними по перестановцi пер-
ших двох iндексiв унаслiдок їх визначення через комутатор генерато-
рiв

𝐶𝑗𝑘𝑙 = −𝐶𝑘𝑗𝑙. (D1.8)
1Альтернативним чином, це можна було отримати зi спiввiдношення для малих

𝜃: 𝑑𝑒𝑡[𝑔(𝜃)] = 𝑑𝑒𝑡
[︁
𝐼 + 𝑖𝑋⃗𝜃

]︁
≈ 1+𝑖

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑇𝑟[𝑋𝑘]𝜃𝑘 = 1, звiдки матимемо 𝑇𝑟[𝑋𝑘] = 0.
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Використавши умову (D1.6), структурнi константи можна записати у
виглядi

𝐶𝑗𝑘𝑙 = −2𝑖𝑇 𝑟[[𝑋𝑗 , 𝑋𝑘]𝑋𝑙] = −2𝑖(𝑇𝑟[𝑋𝑗𝑋𝑘𝑋𝑙]− 𝑇𝑟[𝑋𝑘𝑋𝑗𝑋𝑙]). (D1.9)

Тодi для перестановки двох останнiх iндексiв матимемо

𝐶𝑗𝑙𝑘=−2𝑖(𝑇𝑟[𝑋𝑗𝑋𝑙𝑋𝑘]−𝑇𝑟[𝑋𝑙𝑋𝑗𝑋𝑘])=/циклiчно переставляємо/=
= −2𝑖(𝑇𝑟[𝑋𝑘𝑋𝑗𝑋𝑙]− 𝑇𝑟[𝑋𝑗𝑋𝑘𝑋𝑙]) = −𝐶𝑗𝑘𝑙. (D1.10)

Отже, структурнi константи становлять тензор, що є антисиметри-
чним при перестановцi двох сусiднiх iндексiв (повнiстю антисиметри-
чний тензор):

𝐶𝑗𝑘𝑙 = −𝐶𝑗𝑙𝑘 = 𝐶𝑙𝑗𝑘. (D1.11)

Алгебра Лi — дотичний простiр для групи Лi в одиничному елемен-
тi. Згiдно з (D1.4), алгеброю Лi є елементи 𝑖𝑋⃗𝜃, де 𝜃 — дiйснi числа.
Отже, алгебра Лi складається з матриць, котрi є лiнiйною комбiнацi-
єю її генераторiв, помножених на уявну одиницю.

Розмiрнiсть алгебри Лi дорiвнює кiлькостi неперервних дiйсних
параметрiв, за допомогою яких її можна охарактеризувати, або до-
рiвнює кiлькостi генераторiв групи Лi.

Пряма сума алгебр Лi. Нехай ми маємо двi алгебри Лi 𝐴 та 𝐵 роз-
мiрностi 𝑁𝐴 та 𝑁𝐵 вiдповiдно, а 𝑇𝐴𝑖 (𝑖 = 1, ..., 𝑁𝐴) та 𝑇𝐵𝑗 (𝑗 = 1, ..., 𝑁𝐵)
є повними наборами генераторiв алгебр Лi 𝐴 та 𝐵. Нехай елемен-
ти алгебри 𝐴 — матрицi розмiрностi 𝑛𝐴 × 𝑛𝐴, а елементи алгебри
𝐵 — матрицi 𝑛𝐵 × 𝑛𝐵 . Тодi наступний набiр матриць розмiрностi
(𝑛𝐴 + 𝑛𝐵)× (𝑛𝐴 + 𝑛𝐵)(︂

𝑇𝐴𝑖 𝑂𝑛𝐴×𝑛𝐵
𝑂𝑛𝐵×𝑛𝐴 𝑂𝑛𝐵×𝑛𝐵

)︂
𝑖=1,...,𝑁𝐴

та
(︂
𝑂𝑛𝐵×𝑛𝐵 𝑂𝑛𝐴×𝑛𝐵
𝑂𝑛𝐵×𝑛𝐴 𝑇𝐵𝑗

)︂
𝑗=1,...,𝑁𝐵

загальною кiлькiстю 𝑁𝐴+𝑁𝐵 , де 𝑂𝑖×𝑘 — нульова матриця розмiрностi
𝑖× 𝑘, i є прямою сумою алгебр 𝐴+𝐵.

Можна показати, що для групи Лi 𝐺 = 𝐺1 × 𝐺2, що є прямим
добутком груп Лi 𝐺1 та 𝐺2, алгебра Лi групи 𝐺 iзоморфна прямiй
сумi алгебр Лi груп 𝐺1 та 𝐺2.

Пiдалгебра Лi алгебри Лi 𝐴 є пiдпростiр в 𝐴, замкнений вiдносно
операцiї комутацiї, тобто пiдпростiр, що сам є алгеброю Лi.
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Можна показати, що для пiдгрупи Лi 𝐻 групи Лi 𝐴 алгебра пiд-
групи 𝐻 є пiдалгеброю групи 𝐴.

Iнварiантна пiдалгебра Лi. Пiдалгебра Лi 𝐶 в алгебрi 𝐴 є iнварi-
антною пiдалгеброю, якщо для всiх 𝑐 ∈ 𝐶, 𝑎 ∈ 𝐴 виконується умова
[𝑐, 𝑎] ∈ 𝐶.

Представлення групи Лi. Нехай 𝐺 — група Лi, що реалiзується за
допомогою матриць 𝐷(𝑔), де 𝑔 — елементи групи 𝐺. Незвiдне пред-
ставлення, що реалiзується за допомогою матриць найменшої розмiр-
ностi називається фундаментальним представленням. Фраза "з най-
меншою розмiрнiстю" є важливою, оскiльки, якщо 𝐷2(𝑔) є представ-
ленням групи, то й, наприклад, представлення

𝐷1(𝑔) =

(︂
𝐷2(𝑔) 0

0 1

)︂
, для всiх 𝑔 ∈ 𝐺, (D1.12)

також є представленням групи.
Якщо ми маємо довiльне представлення 𝐷(𝑔) групи 𝐺, то, вико-

навши комплексне спряження всiх матриць представлення, отримаємо
нове представлення𝐷*(𝑔), що є спряженим представленням до пред-
ставлення 𝐷(𝑔) i в загальному випадку є нееквiвалентним до пред-
ставлення 𝐷(𝑔). Справдi, для представлення 𝐷(𝑔), в околi одиничного
елемента, маємо 𝐷(𝑔(𝜃))|𝜃→0 = 𝐼 + 𝑖

∑︀𝑛
𝑘=1𝑋𝑘𝜃𝑘, де 𝑋𝑘 — генератори

групи. Для представлення 𝐷*(𝑔), в околi одиничного елемента, маємо
𝐷*(𝑔(𝜃))|𝜃→0 = 𝐼 − 𝑖∑︀𝑛

𝑘=1𝑋
*
𝑘𝜃𝑘. Отже, представлення 𝐷(𝑔) та 𝐷*(𝑔)

будуть однаковими лише за умови

𝑋𝑘 = −𝑋*
𝑘 . (D1.13)

Для групи 𝑆𝑈(𝑁) представлення 𝐷(𝑔) та 𝐷*(𝑔) є еквiвалентними
[228], тобто iснує така обернена матриця 𝑆, що

𝐷*(𝑔) = 𝑆𝐷(𝑔)𝑆−1, 𝑔 ∈ 𝐺. (D1.14)

З розкладу матрицi в околi одиничного елемента випливає, що

𝑋*
𝑘 = −𝑆𝑋𝑘𝑆−1. (D1.15)

Легко переконатися, що для генераторiв 𝑆𝑇 𝑎𝑆−1 справедливi тi самi
спiввiдношення, що й для генераторiв 𝑋𝑘, див. (D1.6) та (D1.7).
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Нехай представлення 𝐷(𝑔) (позначатимемо як 𝑔) групи 𝐺 та ал-
гебра 𝐴𝐺 групи 𝐺 являють собою матрицi певної розмiрностi. Тодi
приєднане представлення групи Лi задається як

𝐴𝑑(𝑔)𝐴 = 𝑔𝐴𝑔−1, 𝐴 ∈ 𝐴𝐺, 𝑔 ∈ 𝐺. (D1.16)

Утворенi новi елементи 𝐴𝑑(𝑔)𝐴 належать алгебрi Лi (елементи групи
Лi отримуються за допомогою спiввiдношення (D1.4)). Справдi, роз-
глянемо такий елемент групи 𝐺: ℎ(𝜃) = 𝑔𝑔𝐴(𝜃)𝑔

−1, де 𝑔𝐴(𝜃) = 𝐼 +𝐴𝜃,
𝐴 ∈ 𝐴𝐺, 𝜃 – дiйсний параметр, обраний так, що ℎ(0) = 𝑔𝐼𝑔−1 = 𝐼. В
околi одиничного елемента маємо ℎ(𝜃) = 𝑔(𝐼 + 𝐴𝜃)𝑔−1 = 𝐼 + 𝑔𝐴𝑔−1𝜃.
З iншого боку, оскiльки ℎ(𝜃) — елемент групи 𝐺, то в околi одини-
цi вiн може бути записаний у виглядi ℎ(𝜃) = 𝐼 + 𝐴ℎ𝜃, де 𝐴ℎ ∈ 𝐴𝐺.
Порiвнюючи двi форми запису, бачимо 𝑔𝐴𝑔−1 = 𝐴ℎ ∈ 𝐴𝐺.

Компактна алгебра Лi. Алгебра Лi компактна лише тодi, коли в
нiй можна задати додатньо визначений скалярний добуток, що є iн-
варiантним вiдносно дiї приєднаного представлення групи. Група, що
вiдповiдає компактнiй алгебрi Лi, є компактною групою Лi.

Дане визначення можна записати так: компактна, i лише компа-
ктна, алгебра Лi 𝐴𝐺 мiстить таку бiлiнiйну форму (𝐴,𝐵), що для всiх
елементiв групи Лi 𝑔 ∈ 𝐺 та всiх елементiв 𝐴,𝐵 ∈ 𝐴𝐺 справедливим
є запис

(𝐴𝑑(𝑔)𝐴,𝐴𝑑(𝑔)𝐵) = (𝐴,𝐵)

та для всiх 𝐴 ∈ 𝐴𝐺 (𝐴,𝐴) ≥ 0. При цьому рiвнiсть нулю реалiзується
лише для нульового елемента алгебри 𝐴 = 0.

Для матричних груп Лi такий скалярний добуток можна реалiзу-
вати за допомогою згортки. Справдi,

(𝐴𝑑(𝑔)𝐴,𝐴𝑑(𝑔)𝐵) = (𝑔𝐴𝑔−1, 𝑔𝐵𝑔−1) =

= 𝑇𝑟(𝑔𝐴𝑔−1𝑔𝐵𝑔−1) = 𝑇𝑟(𝐴𝐵) = (𝐴,𝐵),

однак умова додатньої визначеностi не є тривiальною.
Важливим є те, що довiльне представлення компактної групи Лi

еквiвалентне унiтарному представленню, а представлення для гене-
раторiв компактної алгебри Лi еквiвалентнi ермiтовим представле-
нням. Цi властивостi є важливими для теорiї калiбрувальних полiв.
Зокрема, до компактних груп Лi належать групи 𝑈(1), 𝑆𝑈(𝑁) (для
𝑁 > 1), 𝑆𝑂(𝑁) (для 𝑁 > 2).
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Проста компактна алгебра Лi — компактна алгебра Лi, що не
мiстить iнварiантних пiдалгебр.

Напiвпроста компактна алгебра Лi — компактна алгебра Лi, що
не мiстить абелевих iнварiантних пiдалгебр.

Важливими є наступнi твердження:
1. Усi абелевi компактнi алгебри Лi є прямими сумами алгебр 𝑈(1).
2. Будь-яку компактну алгебру Лi 𝐴 можна представити однозна-

чним способом у виглядi прямої суми пiдалгебр 𝑈(1) i простих пiдал-
гебр

𝐴 = 𝑈(1) + 𝑈(1) + ...+ 𝑈(1) +𝐴1 + ...+𝐴𝑛, (D1.17)

де 𝐴𝑖 — простi алгебри. Iншими словами, кожну компактну групу Лi𝐺
можна представити однозначним способом у виглядi прямого добутку

𝐺 = 𝑈(1)× 𝑈(1)× ...× 𝑈(1)×𝐺1 × ...×𝐺𝑛, (D1.18)

де 𝐺𝑛 — простi групи Лi (їм вiдповiдають простi алгебри Лi).
Ранг групи Лi — максимальне число генераторiв групи Лi, що ко-

мутують мiж собою. Якщо група не має хоча б двох генераторiв, котрi
комутують мiж собою, то ми матимемо групу першого рангу, оскiль-
ки довiльний генератор групи в цьому випадку буде комутувати лише
сам iз собою.

Оператор Казимира — оператор 𝐶𝑘, що побудований iз комбiнацiї
добуткiв 𝑘 генераторiв групи та комутує з усiма генераторами групи.
Число операторiв Казимира дорiвнює рангу групи. Довiльна група
Лi завжди матиме хоча б один оператор Казимира 𝐶2. Оператори
Казимира використовують у теоретичнiй фiзицi у зв’язку з тим, що
гамiльтонiан системи можна виразити через генератори групи Лi, i
тому оператори Казимира комутуватимуть iз гамiльтонiаном i визна-
чатимуть iнтеграли руху фiзичної системи. Незвiднi представлення
групи Лi можна класифiкувати за значеннями операторiв Казимира.

Розглянемо детальнiше окремi групи Лi, що цiкавi для нас у фiзицi
елементарних частинок.

Група 𝑈(𝑁)
Насамперед, знайдемо кiлькiсть незалежних параметрiв, за допо-

могою яких її можна охарактеризувати.
Довiльна комплексна матриця розмiрностi 𝑁 × 𝑁 має 2𝑁2 неза-

лежних параметрiв. Для унiтарної матрицi 𝑈(𝑁) iз рiвнянь 𝑈+𝑈 =
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𝑈𝑈+ = 𝐼 випливає, що незалежними залишаються лише 𝑁2 параме-
трiв. Вiзьмемо детермiнант iз лiвої та правої частин умови унiтарно-
стi 𝑈𝑈+ = 𝐼 для групи 𝑈(𝑁), використавши властивiсть: 𝑑𝑒𝑡(𝐴𝐵) =
𝑑𝑒𝑡(𝐴)𝑑𝑒𝑡(𝐵). Отримаємо 𝑑𝑒𝑡𝑈𝑑𝑒𝑡𝑈+ = |𝑑𝑒𝑡𝑈 |2 = 1, отже, |𝑑𝑒𝑡𝑈 | = 1
та 𝑑𝑒𝑡𝑈 = 𝑒𝑖𝛼, де 𝛼 — довiльне дiйсне число. Отже, групу 𝑈(𝑁) мо-
жна представити як прямий добуток елементiв груп 𝑆𝑈(𝑁) та 𝑈(1):
𝑈(𝑁) = 𝑈(1)× 𝑆𝑈(𝑁).

Довiльну унiтарну матрицю 𝑈 групи Лi 𝑈(𝑁) можна представити
у виглядi

𝑈 = 𝑒𝑖
∑︀𝑁
𝑘=1𝑋𝑘𝜃𝑘 , (D1.19)

де 𝑋𝑘 — генератори групи 𝑈(𝑁), що є ермiтовими матрицями; 𝜃𝑘 —
дiйснi неперервнi параметри, що задають елемент групи 𝑈(𝑁).

Група 𝑆𝑈(𝑁)
Унiтарна матриця розмiрностi 𝑁×𝑁 характеризується за допомо-

гою 𝑁2 незалежних параметрiв. Для матрицi з одиничним детермi-
нантом додаткова умова 𝑑𝑒𝑡 𝑈 = 1 робить незалежними 𝑁2 − 1 пара-
метри. Отже, унiтарна матриця групи 𝑆𝑈(𝑁) характеризується 𝑁2−1
незалежними параметрами.

Умова одиничного детермiнанта накладає додаткову умову на ге-
нератори групи 𝑑𝑒𝑡𝑈 = 1 + 𝑖

∑︀𝑁
𝑘=1 𝑇𝑟[𝑋𝑘]𝜃𝑘 = 1, а саме згортка вiд

генераторiв групи 𝑆𝑈(𝑁) дорiвнює нулю

𝑇𝑟[𝑋𝑘] = 0. (D1.20)

Використавши останнє спiввiдношення та спiввiдношення (D1.6) мо-
жна отримати простий вираз для коефiцiєнтiв розкладу довiльної ма-
трицi 𝑁 ×𝑁 за генераторами групи 𝑆𝑈(𝑁)

𝐴 = 𝑐0𝐼 +

𝑁∑︁
𝑖=1

𝑐𝑖𝑋𝑖; 𝑐𝑘 = 2𝑇𝑟[𝐴𝑋𝑘]; 𝑐0 = 𝑇𝑟[𝐴]/𝑁. (D1.21)

Так само, як i у випадку групи унiтарних матриць 𝑈(𝑁), унiтар-
ну матрицю з одиничним детермiнантом 𝑈 групи Лi 𝑆𝑈(𝑁) можна
представити у виглядi (D1.19), де 𝑋𝑘 — генератори групи 𝑆𝑈(𝑁), що
є ермiтовими матрицями з нульовою згорткою.

Фундаментальне представлення групи 𝑆𝑈(𝑁) реалiзується за до-
помогою матриць 𝑔 розмiрностi 𝑁 ×𝑁 . Якщо 𝑉 — простiр стовпчикiв
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iз 𝑁 компонент

𝜙 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝜙1

𝜙2

...
𝜙𝑁

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

то фундаментальне представлення групи дiє на простiр 𝑉 за правилом

𝜙𝑖 → 𝜙′
𝑖 = (𝑔𝜙)𝑖 = 𝑔𝑖𝑗𝜙𝑗 , (D1.22)

а представлення спряжене до фундаментального дiє на простiр стов-
пцiв 𝑉 як

𝜙𝑖 → 𝜙′
𝑖 = (𝑔*𝜙)𝑖 = 𝑔*𝑖𝑗𝜙𝑗 , (D1.23)

або на простiр рядкiв

𝜑𝑖 → 𝜑′𝑖 = (𝜑𝑔+)𝑖,= 𝜑𝑗𝑔
+
𝑗𝑖. (D1.24)

Приєднане представлення групи 𝑆𝑈(𝑁) дiє за правилом (D1.16).
Алгебру групи 𝑆𝑈(𝑁) становлять матрицi розмiрностi 𝑁 × 𝑁 , що є
лiнiйною комбiнацiєю її генераторiв 𝑖𝑋⃗𝜃, де 𝜃𝑘 — дiйснi числа.

Група 𝑆𝑈(𝑁) мiстить 𝑁2−1 генераторiв групи, з яких лише 𝑁−1
є дiагональними. Вiдповiдно, максимальна кiлькiсть генераторiв, що
комутують мiж собою, є 𝑁 − 1, що й дорiвнює рангу групи. Незвi-
днi представлення групи 𝑆𝑈(𝑁) характеризуються значеннями 𝑁 − 1
операторiв Казимира.

Корисно навести значення добутку матриць генераторiв групи 𝑆𝑈(𝑁)

𝑛∑︁
𝑎=1

(𝑋𝑎)𝑖𝑗(𝑋
𝑎)𝑘𝑙 =

1

2

(︂
𝛿𝑖𝑙𝛿𝑗𝑘 −

1

2𝑁
𝛿𝑖𝑗𝛿𝑘𝑙

)︂
, 𝑓𝑎𝑖𝑗𝑓𝑎𝑖𝑙 = 3𝛿𝑗𝑙. (D1.25)

Група 𝑆𝑈(2)
Фундаментальне представлення групи реалiзується за допомогою

матриць розмiрностi 2×2. У якостi трьох (𝑁2−1 = 4−1) генераторiв
групи виступають ермiтовi матрицi з нульовою згорткою 𝑇𝑗 =

1
2𝜏𝑗 , де

𝜏𝑗 — матрицi Паулi:

𝜏1 =

(︂
0 1
1 0

)︂
, 𝜏2 =

(︂
0 −𝑖
𝑖 0

)︂
, 𝜏3 =

(︂
1 0
0 −1

)︂
. (D1.26)

321



Вони мають наступнi властивостi:

𝜏𝑖𝜏𝑗 = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝜏𝑘 + 𝛿𝑖𝑗𝐼, [𝜏𝑖, 𝜏𝑗 ]− = 2𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝜏𝑘, [𝜏𝑖, 𝜏𝑗 ]+ = 2𝛿𝑖𝑗𝐼. (D1.27)

Генератори групи 𝑆𝑈(2) задовольняють наступним комутацiйним
спiввiдношенням:

[𝑇𝑖, 𝑇𝑗 ] = 𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝑇𝑘, (D1.28)

де 𝜖𝑖𝑗𝑘 — повнiстю антисиметричний тензор третього рангу (𝜖123 = 1).
Отже, структурними константами групи 𝑆𝑈(2) є 𝐶𝑖𝑗𝑘 = 𝜖𝑖𝑗𝑘.

Корисно навести значення згорток за одним, двома або трьома
iндексами вiд добуткiв структурних констант групи 𝑆𝑈(2)

𝜖𝛼𝛽𝛾𝜖𝜆𝜇𝛾 = 𝛿𝛼𝜆𝛿𝛽𝜇 − 𝛿𝛼𝜇𝛿𝛽𝜆, 𝜖𝛼𝛽𝛾𝜖𝜆𝛽𝛾 = 2𝛿𝛼𝜆, 𝜖𝛼𝛽𝛾𝜖𝛼𝛽𝛾 = 6. (D1.29)

Довiльний елемент групи 𝑆𝑈(2) можна задати двома рiвнозначни-
ми способами

𝑈 = 𝑒𝑖𝑇𝜃 = 𝑒𝑖𝑇 𝜆⃗𝜃, (D1.30)

де 𝜃 = (𝜃1, 𝜃2, 𝜃3) — дiйснi параметри; 𝜆 – одиничний вектор, що задає
вiсь в iзотопiчному просторi, навколо якої здiйснюється поворот на
кут 𝜃. Розклад даного виразу в ряд Тейлора з урахуванням (D1.27)
дає

𝑒±𝑖𝑇 𝜆⃗𝜃 = 𝐼 cos
|𝜆⃗|
2
𝜃 ± 𝑖 𝜏⃗ 𝜆⃗

|𝜆⃗|
sin
|𝜆⃗|
2
𝜃. (D1.31)

Важливим є те, що для перетворень спряжених елементiв групи
𝑆𝑈(2) використовується спряжене представлення, тобто

𝜙
′* = 𝑈*𝜙*. (D1.32)

У зв’язку з тим, що 𝑇 * ̸= −𝑇 , див. (D1.13), закони перетворень полiв
𝜙 та 𝜙* є рiзними. Щоб зробити перетворення однаковими, використа-
ємо той факт, що iснує перетворення (D1.15), яке поєднує мiж собою
матрицi Паулi та спряженi матрицi Паулi. Справдi, врахувавши

𝜏1 = 𝜏*1 , 𝜏2 = −𝜏*2 , 𝜏3 = 𝜏*3 (D1.33)

та спiввiдношення (D1.27), отримаємо 𝜏*𝑖 = −𝜏2𝜏𝑖𝜏2, див. (D1.15). Вiд-
повiдно

𝑈* = 𝑒−𝑖𝑇
*𝜃 = 𝑒𝑖𝜏2𝑇𝜏2𝜃 = 𝜏2𝑒

𝑖𝑇𝜃𝜏2 = 𝜏2𝑈𝜏2. (D1.34)
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Тодi вираз (D1.32) можемо записати як

(𝜏2𝜙
′*) = 𝑈(𝜏2𝜙

*). (D1.35)

Обидвi частини цiєї рiвностi домножимо на уявну одиницю (щоб у
функцiї не помiнялися мiсцями дiйсна та уявна частина) i отримаємо

𝜙′ = 𝑈𝜙, 𝜙 = 𝑖𝜏2𝜙
*. (D1.36)

Отже, функцiя 𝑖𝜏2𝜙* перетворюється за фундаментальним представ-
ленням групи 𝑆𝑈(2) так само, як i функцiя 𝜙.

Незвiднi представлення групи 𝑆𝑈(2) характеризуються значенням
лише одного оператора Казимира:

𝑇 2 = 𝑇 2
1 + 𝑇 2

2 + 𝑇 2
3 . (D1.37)

У фiзицi елементарних частинок генераторам 𝑇𝑗 вiдповiдають опе-
ратори 𝑇𝑗 , що вiдповiдають проекцiям вектора спiну (⃗𝑡 ) (або iзото-
пiчного спiну) на вiсi (𝑒1, 𝑒2, 𝑒3). Власне значення оператора 𝑇 2 це
𝑡(𝑡 + 1), де 𝑡 — значення спiну (iзотопiчного спiну) системи за мо-
дулем, що може набувати цiлих або напiвцiлих невiд’ємних значень.
При фiксованому значеннi спiну 𝑡 система може мати 2𝑡 + 1 значень
проекцiй спiну на вiсь1 𝑒3: 𝑡3 = −𝑡,−𝑡 + 1, ..., 𝑡 − 1, 𝑡. Вiдповiдно роз-
мiрнiсть незвiдного представлення для системи зi спiном (iзотопiчним
спiном) 𝑡 також буде дорiвнювати 2𝑡+1. Це i є мiнiмальна розмiрнiсть
матриць, за допомогою яких можна реалiзувати представлення.

Фундаментальне представлення групи 𝑆𝑈(2) використовується для
опису симетрiйних властивостей частинок зi значенням iзотопiчного
спiну 𝑡 = 1/2. Наприклад, протон та нейтрон мають iзотопiчний спiн
𝑡 = 1/2 та утворюють iзотопiчний дублет. При цьому для протона
𝑡3 = +1/2, а для нейтрона 𝑡3 = −1/2. Тодi в iзотопiчному просторi

хвильову функцiю протона можна представити у виглядi Ψ𝑝 =
(︂

1
0

)︂
,

нейтрона – Ψ𝑛 =

(︂
0
1

)︂
. У цьому випадку, ми автоматично отримуємо

𝑇3Ψ𝑝 =
1

2

(︂
1 0
0 −1

)︂(︂
1
0

)︂
= +

1

2

(︂
1
0

)︂
= +

1

2
Ψ𝑝 (D1.38)

1Значення проекцiї спiну на третю вiсь є видiленим, оскiльки вiдповiдний ге-
нератор 𝑇3 є дiагональним.
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𝑇3Ψ𝑛 =
1

2

(︂
1 0
0 −1

)︂(︂
0
1

)︂
= −1

2

(︂
0
1

)︂
= −1

2
Ψ𝑛. (D1.39)

Значення оператора Казимира для фундаментального представле-
ння також легко отримати:

𝑇 2 =
(︁𝜏1
2

)︁2
+
(︁𝜏2
2

)︁2
+
(︁𝜏3
2

)︁2
=

3

4
𝐼.

Так i має бути, оскiльки 𝑇 2 = 𝑡(𝑡+ 1) = 3/4.
Зазначимо, що iснує однозначна процедура [60, 229] побудови не-

звiдних представлень групи 𝑆𝑈(2) для систем iз довiльним значенням
спiну (iзотопiчного спiну) 𝑡 за допомогою матриць розмiрностi 2𝑡+ 1.

Група 𝑆𝑈(3)
Фундаментальне представлення групи 𝑆𝑈(3) реалiзується за до-

помогою матриць розмiрностi 3× 3. У якостi восьми (𝑁2 − 1 = 9− 1)
генераторiв групи виступають ермiтовi матрицi з нульовою згорткою
𝑇𝑗 =

1
2𝜆𝑗 , де 𝜆𝑗 (𝑗 = 1, ..., 8) — матрицi Гелл-Манна:

𝜆1 =

⎛⎝ 0 1 0
1 0 0
0 0 0

⎞⎠ ; 𝜆2 =

⎛⎝ 0 −𝑖 0
𝑖 0 0
0 0 0

⎞⎠ ; 𝜆3 =

⎛⎝ 1 0 0
0 −1 0
0 0 0

⎞⎠ ;

𝜆4 =

⎛⎝ 0 0 1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ ; 𝜆5 =

⎛⎝ 0 0 −𝑖
0 0 0
𝑖 0 0

⎞⎠ ; 𝜆6 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 1
0 1 0

⎞⎠ ;

𝜆7 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 −𝑖
0 𝑖 0

⎞⎠ ; 𝜆8 =
1√
3

⎛⎝ 1 0 0
0 1 0
0 0 −2

⎞⎠ . (D1.40)

Вони мають властивiсть 𝑇𝑟[𝜆𝑖𝜆𝑘] = 2𝛿𝑖𝑘 та задовольнять наступним
комутацiйним спiввiдношенням:

[𝑇𝑖, 𝑇𝑗 ] = 𝑖𝑓𝑖𝑗𝑘𝑇𝑘, (D1.41)

де структурнi константи 𝐶𝑖𝑗𝑘 = 𝑓𝑖𝑗𝑘 антисиметричнi вiдносно пере-
становок iндексiв. Їх ненульовi значення (для випадку коли iндекси
послiдовно зростають) дорiвнюють:
𝑓123 = 1; 𝑓458 = 𝑓678 =

√
3/2;

𝑓147 = 𝑓246 = 𝑓257 = 𝑓345 = 𝑓516 = 𝑓637 = 1/2. (D1.42)
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Ненульовими є також величини, що отримуються послiдовною пере-
становкою iндексiв з урахуванням антисиметричних властивостей.

Оскiльки у випадку групи 𝑆𝑈(3) iснують два дiагональнi генера-
тори (𝑛−1 = 2), вiдповiдно, незвiднi представлення характеризуються
за допомогою двох чисел.

Група 𝑆𝑂(𝑁)

Фундаментальне представлення групи 𝑆𝑂(𝑁) реалiзується за до-
помогою дiйсних ортогональних матриць 𝑂𝑇𝑂 = 1 розмiрностi 𝑁 ×𝑁
з одиничним детермiнантом 𝑑𝑒𝑡𝑂 = 1. Довiльний елемент групи 𝐺 в
околi 0⃗ може бути заданий у виглядi

𝑔(𝜃) = 1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝑋𝑘𝜃𝑘 = 1 + 𝑋⃗𝜃, 𝜃 → 0, (D1.43)

де 𝑋𝑘 – генератори групи 𝑆𝑂(𝑁), 𝜃 – дiйснi параметри.
Умова ортогональностi дає

𝑔𝑇 𝑔 = (1 + 𝑋⃗𝑇 𝜃)(1 + 𝑋⃗𝜃) = 1 +

𝑛∑︁
𝑘=1

𝜃𝑘(𝑋
𝑇
𝑘 +𝑋𝑘) = 1, (D1.44)

тобто генератори групи обертань повиннi бути антисиметричними ма-
трицями. Умова одиничного детермiнанта накладає додаткову умову
на генератори групи 𝑑𝑒𝑡𝑂 = 1 +

∑︀𝑛
𝑘=1 𝑇𝑟[𝑋𝑘]𝜃𝑘 = 1, а саме, згортка

вiд генераторiв групи дорiвнює нулю.
Отже, довiльний елемент групи 𝐺 в околi 0⃗ може бути заданий у

виглядi 𝑔 = 1 + 𝐴, де 𝐴 — антисиметрична матриця. Для фундамен-
тального представлення елемент групи можна представити у виглядi
матриць 𝑁 ×𝑁 , вiдповiдно, антисиметрична матриця 𝐴 характеризу-
ється 𝑛 = 𝑁(𝑁−1)/2 незалежними параметрами. Тобто група 𝑆𝑂(𝑁)
задається 𝑁(𝑁 −1)/2 параметрами 𝜃𝑘 та має 𝑁(𝑁 −1)/2 генераторiв.

Група 𝑆𝑂(3)

Фундаментальне представлення групи 𝑆𝑂(3) реалiзується за до-
помогою дiйсних ортогональних матриць 𝑂𝑇𝑂 = 1 розмiрностi 3× 3.
У якостi трьох 3 = 3(3− 1)/2 генераторiв групи виступають наступнi
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антисиметричнi матрицi з нульовою згорткою

𝑇1 =

⎛⎝ 0 0 0
0 0 1
0 −1 0

⎞⎠ ; 𝑇2 =

⎛⎝ 0 0 −1
0 0 0
1 0 0

⎞⎠ ; 𝑇3 =

⎛⎝ 0 1 0
−1 0 0
0 0 0

⎞⎠
(D1.45)

iз комутацiйними спiввiдношеннями

[𝑇𝑖, 𝑇𝑗 ] = −𝜀𝑖𝑗𝑘𝑇𝑘. (D1.46)

Вiдповiдно, довiльний елемент групи 𝐺 в околi 0⃗ може бути заданий
у виглядi

𝑔(𝜃) = 1 + 𝑇1𝜃1 + 𝑇2𝜃2 + 𝑇3𝜃3, 𝜃 → 0, (D1.47)

де 𝜃𝑘 – дiйснi параметри.
Незвiднi представлення групи 𝑆𝑂(3) характеризуються значенням

лише одного оператора Казимира

𝑇 2 = 𝑇 2
1 + 𝑇 2

2 + 𝑇 2
3 , (D1.48)

який для фундаментального представлення дорiвнює 𝑇 2 = −2𝐼.
Змiна координат радiус-вектора 𝑟⃗ = (𝑥, 𝑦, 𝑧) при поворотi вiдносно

𝑖-ої координатної вiсi на скiнченний кут 𝜃𝑖 визначається спiввiдноше-
нням 𝑟⃗ → 𝑟⃗ ′ = 𝑅𝑖𝑟⃗, де

𝑅𝑥=

⎛⎝ 1 0 0
0 𝑐1 𝑠1
0 −𝑠1 𝑐1

⎞⎠; 𝑅𝑦=

⎛⎝ 𝑐2 0 −𝑠2
0 1 0
𝑠2 0 𝑐2

⎞⎠ ; 𝑅𝑧=

⎛⎝ 𝑐3 𝑠3 0
−𝑠3 𝑐3 0
0 0 1

⎞⎠
(D1.49)

та 𝑐𝑖 = cos 𝜃𝑖, 𝑠𝑖 = sin 𝜃𝑖. Очевидно, що при 𝜃𝑘 → 0, 𝑅𝑘 → 𝐼+𝑇𝑘𝜃𝑘 (без
пiдсумовування), де 𝑇𝑘 генератори групи 𝑆𝑂(3) (D1.45).

Вiдповiдно послiдовнi повороти, наприклад, спочатку навколо вi-
сi 𝑂𝑋, а потiм навколо вiсi 𝑂𝑌 будуть описуватися 𝑎⃗ ′ = 𝑅𝑦𝑅𝑥𝑎⃗; а
повороти спочатку навколо вiсi 𝑂𝑌 , а потiм навколо вiсi 𝑂𝑋 будуть
описуватися 𝑎⃗ ′ = 𝑅𝑥𝑅𝑦𝑎⃗. Оскiльки генератори групи 𝑆𝑂(3) не кому-
тують i група 𝑆𝑂(3) є неабелевою, то 𝑅𝑦𝑅𝑥 ̸= 𝑅𝑥𝑅𝑦 i має значення у
якiй послiдовностi вiдбуваються повороти.
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Додаток 2. Група 𝑆𝑈(2). Iнфiнiтоземальний
пiдхiд

Розглянемо найпростiшу ситуацiю, коли в системi iснують лише
вiльнi фермiоннi поля 𝜓𝑝, 𝜓𝑛, чиї кванти вiдповiдають частинкам, що
утворюють iзотопiчний дублет, наприклад, нейтрону та протону (𝑛; 𝑝).
Кожне з цих полiв задовольняє вiльне рiвняння Дiрака:{︂

(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓𝑝 = 0
(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓𝑛 = 0

(D2.1)

Останнiй вираз можна компактно записати, якщо ввести восьми-

компонентну фермiонну функцiю iзотопiчного дублету Ψ =

(︂
𝜓𝑝

𝜓𝑛

)︂
.

У цьому випадку рiвняння (D2.1) можна записати як

(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)Ψ = 0, (D2.2)

де останнiй запис слiд розумiти як такий, у якому кожен iз доданкiв
є помноженим на одиничну матрицю 2× 2, тобто[︂(︂

𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 0
0 𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇

)︂
−
(︂
𝑚 0
0 𝑚

)︂]︂(︂
𝜓𝑝

𝜓𝑛

)︂
= 0. (D2.3)

Аналогiчним чином лагранжiан двох вiльних фермiонних полiв,
що утворюють iзотопiчний дублет, можна записати як

ℒ = 𝜓𝑝(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓𝑝 + 𝜓𝑛(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚)𝜓𝑛 = Ψ̄[𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚]Ψ =

= (𝜓𝑝, 𝜓𝑛)

[︂
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚 0

0 𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚

]︂(︂
𝜓𝑝

𝜓𝑛

)︂
. (D2.4)

Даний лагранжiан, очевидно, є iнварiантним вiдносно наступних
глобальних перетворень

Ψ→ Ψ′ = 𝑤Ψ, Ψ̄→ Ψ̄′ = Ψ̄𝑤+, (D2.5)

ℒ′ = Ψ̄′[𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚]Ψ′ = Ψ̄𝑤+

[︂
𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚 0

0 𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚

]︂
𝑤Ψ =

= Ψ̄[𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇 −𝑚]𝑤+𝑤Ψ = ℒ, (D2.6)
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де 𝑤 — унiтарна матриця групи 𝑈(2) розмiрностi 2×2 (𝑤 ̸= 𝑤(𝑥)), що
змiшує компоненти 𝜓𝑝, 𝜓𝑛 iзотопiчного дублету Ψ. Матриця 𝑤 кому-
тує з 𝛾-матрицями, оскiльки вони дiють у рiзних просторах. Справдi,
у даному випадку 𝛾-матрицi формально виступають як звичайнi чи-
сла, помноженi на одиничну матрицю розмiрностi 2× 2.

Група 𝑈(2) може бути представлена у виглядi 𝑈(2) = 𝑈(1)×𝑆𝑈(2).
Нас буде цiкавити iнварiантнiсть вiдносно глобальних перетворень
групи 𝑆𝑈(2), а саме поворотiв у iзотопiчному просторi1. У цьому ви-
падку

𝑤 = 𝑒𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗
2 , 𝑤+ = 𝑒−𝑖

𝜏⃗ 𝜆⃗
2 ,

де 𝜆⃗ = 𝜆𝜈⃗; 𝜈⃗ = (𝜈1, 𝜈2, 𝜈3) — одиничний вектор, що визначає напрямок
осi, вiдносно якої робиться поворот в iзотопiчному просторi; 𝜆 — кут
повороту в радiанах; 𝜏⃗ = (𝜏1, 𝜏2, 𝜏3) — матрицi Паулi, див. Додаток 1.
Вiдповiдно, матимемо {︃

Ψ→ Ψ′ = 𝑒𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗
2 Ψ

Ψ̄→ Ψ̄′ = Ψ̄𝑒−𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗
2

. (D2.7)

Як ми вже переконалися у (D2.6), лагранжiан (D2.4) має iнварi-
антнiсть вiдносно глобальних перетворень групи 𝑆𝑈(2), тобто коли
𝜆⃗ ̸= 𝜆⃗(𝑥). У випадку, коли кут повороту 𝜆⃗ може бути рiзним в окре-
мих точках простору, тобто коли 𝜆⃗ = 𝜆⃗(𝑥), iнварiантнiсть лагранжiана
(D2.4) вiдносно перетворень (D2.7) порушується:

ℒ′ = Ψ̄𝑤+(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇−𝑚)𝑤Ψ= Ψ̄𝑤+(𝑖𝛾𝜇[𝑤𝜕𝜇+𝜕𝜇𝑤]−𝑚𝑤)Ψ ̸=ℒ. (D2.8)

Для того, щоб зробити лагранжiан iзотопiчних полiв iнварiантним
вiдносно локальних калiбрувальних перетворень, уведемо взаємодiю
з новим полем 𝐵⃗𝜇 = (𝐵1

𝜇, 𝐵
2
𝜇, 𝐵

3
𝜇) – у подальшому буде показано, що

воно є калiбрувальним – шляхом подовження похiдної, а саме

ℒ → ℒ = Ψ̄
(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
𝜏⃗ 𝐵⃗𝜇

)︁
−𝑚

)︁
Ψ, (D2.9)

1Якщо вiдсторонитися вiд електромагнiтних взаємодiй i розглядати лише силь-
нi взаємодiї, то протон та нейтрон поводять себе однаково. Вiдповiдно, вважалося,
що це – стани однiєї частинки (нуклону), котрi мають рiзнi значення проекцiї iзо-
топiчного спiну: ±1/2. Оскiльки сильна взаємодiя для них реалiзується однаково,
то система має бути iнварiантною вiдносно поворотiв у iзотопiчному просторi, що
й реалiзується за допомогою лагранжiана (D2.4).
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де 𝑔 – константа зв’язку поля 𝐵⃗𝜇 з iзотопiчним дублетом Ψ. Як ба-
чимо, поле 𝐵𝑖𝜇 повинно мати також груповий iндекс iзотопiчної групи
𝑆𝑈(2): 𝑖 = 1, 2, 3.

З’ясуємо, яким чином має перетворюватися поле 𝐵⃗𝜇 для того, щоб
лагранжiан (D2.9) залишався iнварiантним вiдносно локальних калi-
брувальних перетворень

Ψ→ Ψ′ = 𝑒𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗
2 Ψ, Ψ̄→ Ψ̄′ = Ψ̄𝑒−𝑖

𝜏⃗ 𝜆⃗
2 , 𝐵⃗𝜇 → 𝐵⃗′

𝜇. (D2.10)

Розглянемо спрощений випадок нескiнченно малих, або iнфiнiте-
зимальних значень кутiв поворотiв1, тобто коли 𝜆⃗→ 0:

ℒ′ = Ψ̄𝑒−𝑖
𝜆⃗𝜏⃗
2

(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚

)︁
𝑒+𝑖

𝜆⃗𝜏⃗
2 Ψ = /𝜆→ 0/ =

= Ψ̄

(︃
1− 𝑖 𝜏⃗ 𝜆⃗

2

)︃(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚

)︁(︃
1 + 𝑖

𝜏⃗ 𝜆⃗

2

)︃
Ψ. (D2.11)

Розпишемо добуток останнiх двох дужок у (D2.11):

(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚

)︁(︃
1 + 𝑖

𝜏⃗ 𝜆⃗

2

)︃
= 𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚+

+ 𝑖𝛾𝜇

(︃
𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗

2
𝜕𝜇 + 𝑖

𝜏⃗

2
𝜕𝜇𝜆⃗+

𝑔

4
(𝐵⃗′

𝜇𝜏⃗)(𝜏⃗ 𝜆⃗)

)︃
− 𝑖 𝜏⃗ 𝜆⃗

2
𝑚. (D2.12)

Використаємо комутацiйнi властивостi матриць Паулi (D1.28) та отри-
маємо

(𝐵⃗′
𝜇𝜏⃗)(𝜏⃗ 𝜆⃗) = 𝐵′𝑖

𝜇𝜆
𝑗𝜏 𝑖𝜏 𝑗 = (𝜏⃗ 𝜆⃗)(𝐵⃗′

𝜇𝜏⃗) + 2𝑖𝜖𝑖𝑗𝑘𝐵′𝑖
𝜇𝜆

𝑗𝜏𝑘 =

= (𝜏⃗ 𝜆⃗)(𝐵⃗′
𝜇𝜏⃗) + 2𝑖𝜏⃗ [𝐵⃗′

𝜇 × 𝜆⃗], (D2.13)

де ми використали означення векторного добутку векторiв

[𝐴⃗× 𝐵⃗]𝑘 =

3∑︁
𝑖,𝑗=1

𝜖𝑖𝑗𝑘𝐴𝑖𝐵𝑗 .

1У випадку, коли 𝜆 не прямує до нуля, для доведення твердження потрiбно
буде взяти всi доданки розкладу в ряд Тейлора (D1.31).
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Отже, вираз (D2.12) можна записати так:

𝑖𝛾𝜇
(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚+

+ 𝑖𝛾𝜇

(︃
𝑖
𝜏⃗ 𝜆⃗

2
𝜕𝜇 + 𝑖

𝜏⃗𝜕𝜇𝜆⃗

2
+
𝑔

4
(𝜏⃗ 𝜆⃗)(𝐵⃗′

𝜇𝜏⃗) + 𝑖
𝑔

2
𝜏⃗ [𝐵⃗′

𝜇 × 𝜆⃗]
)︃
− 𝑖 𝜏⃗ 𝜆⃗

2
𝑚.

(D2.14)

Знайдемо тепер добуток величин у трьох дужках виразу (D2.11).
Нехтуючи доданками другого порядку малостi, отримаємо(︃

1− 𝑖 𝜏⃗ 𝜆⃗
2

)︃
× (D2.14) =

(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚

)︁
+

+ 𝑖𝛾𝜇

(︃
𝑖
𝜏⃗𝜕𝜇𝜆⃗

2
+ 𝑖

𝑔

2
𝜏⃗ [𝐵⃗′

𝜇 × 𝜆⃗]
)︃
. (D2.15)

Для того, щоб лагранжiан (D2.11) був iнварiантним вiдносно калi-
брувальних перетворень групи 𝑆𝑈(2), повинна виконуватись рiвнiсть

𝑒−𝑖
𝜆⃗𝜏⃗
2

(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗′

𝜇)
)︁
−𝑚

)︁
𝑒+𝑖

𝜆⃗𝜏⃗
2 =

(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
(𝜏⃗ 𝐵⃗𝜇)

)︁
−𝑚

)︁
.

Для випадку нескiнченно малих перетворень вираз лiворуч задається
(D2.15). Використавши його, отримаємо

𝑔𝐵⃗′
𝜇 − 𝜕𝜇𝜆⃗− 𝑔[𝐵⃗′

𝜇 × 𝜆⃗] = 𝑔𝐵⃗𝜇. (D2.16)

Будемо шукати закон перетворення поля 𝐵⃗′
𝜇 у виглядi 𝐵⃗′

𝜇 = 𝐵⃗𝜇 +

𝐶⃗𝜇, де 𝐶⃗𝜇 — мала добавка1 до поля 𝐵⃗𝜇. Нехтуючими доданками з
добутком 𝐶⃗𝜇 та 𝜆⃗ як величинами другого порядку малостi, отримаємо

𝐶⃗𝜇 =
1

𝑔
𝜕𝜇𝜆⃗+ [𝐵⃗𝜇 × 𝜆⃗]. (D2.17)

1Так i повинно бути, оскiльки ми працюємо в наближеннi, коли параметр ка-
лiбрувальних перетворень 𝜆⃗→ 0.
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Отже, закон перетворень поля 𝐵⃗𝜇 при нескiнченно малих локальних
калiбрувальних перетвореннях2 групи 𝑆𝑈(2) (D2.10) має вигляд:

𝐵⃗′
𝜇 = 𝐵⃗𝜇 + 𝐶⃗𝜇 = 𝐵⃗𝜇 +

1

𝑔
𝜕𝜇𝜆⃗+ [𝐵⃗𝜇 × 𝜆⃗]. (D2.18)

Таким чином, ми ввели компенсуюче калiбрувальне безмасове ве-
кторне поле 𝐵⃗𝜇, що робить лагранжiан (D2.4) iнварiантним вiдносно
локальних калiбрувальних перетворень групи 𝑆𝑈(2). Це нове поле, з
яким ми досi не мали справи, тому будемо намагатися поводитися з
ним так само, як i з калiбрувальним полем групи 𝑈(1) — електрома-
гнiтним полем, яке для нас уже є вiдомим i звичним.

Отже, як i у випадку електромагнiтного поля, у лагранжiанi (D2.4)
повиннi iснувати доданки, що описують вiльне компенсуюче поле 𝐵⃗𝜇.
Звичайно, ми будемо вимагати, щоб лагранжiан вiльного поля 𝐵⃗𝜇 був
калiбрувально iнварiантним i був подiбним до лагранжiана електро-
магнiтного поля. Запишемо його у виглядi

ℒ𝐵 = −1

4
𝐺⃗𝜇𝜈𝐺⃗

𝜇𝜈 , (D2.19)

де 𝐺𝑖𝜇𝜈 — аналог антисиметричного тензора Максвелла для електро-
магнiтного поля (𝜇, 𝜈 = 0, 1, 2, 3 – тензорнi iндекси, 𝑖 = 1, 2, 3 – iндекс
групи 𝑆𝑈(2)).

Тензор 𝐺⃗𝜇𝜈 у формi тензора Максвелла 𝐺⃗𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐵⃗𝜈 − 𝜕𝜈𝐵⃗𝜇 не є
iнварiантним вiдносно калiбрувалних перетворень (D2.18). Бiльш то-
го, не є iнварiантною, навiть в першому порядку малостi, величина
𝐺⃗′
𝜇𝜈𝐺⃗

′𝜇𝜈 , а отже не є iнварiантим i лагранжiан вiльного калiбруваль-
ного поля. Щоб виправити ситуацiю, потрiбно модифiкувати явний
вигляд тензора 𝐺⃗𝜇𝜈 , а саме

𝐺⃗𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐵⃗𝜈 − 𝜕𝜈𝐵⃗𝜇 + 𝑔[𝐵⃗𝜇 × 𝐵⃗𝜈 ]. (D2.20)

Запропонований тензор 𝐺⃗𝜇𝜈 не є iнварiантним до калiбрувальних пе-
ретворень1

𝐺⃗′
𝜇𝜈 = /(D2.18)/ = 𝐺⃗𝜇𝜈 + [𝐺⃗𝜇𝜈 × 𝜆⃗], 𝜆⃗→ 0, (D2.21)

2Вираз, що пов’язує величини 𝐵⃗𝜇 через 𝐵⃗′
𝜇 отримується з (D2.18) замiною 𝜆⃗→

−𝜆⃗ та має вигляд 𝐵⃗𝜇 = 𝐵⃗′
𝜇 − 1

𝑔
𝜕𝜇𝜆⃗− [𝐵⃗′

𝜇 × 𝜆⃗].
1При доведеннi даного виразу потрiбно використати наступне спiввiдношення:∑︁

𝑘

𝜀𝑖𝑗𝑘𝜀𝑚𝑛𝑘 = 𝛿𝑖𝑚𝛿𝑗𝑛 − 𝛿𝑖𝑛𝛿𝑗𝑚, 𝛿𝑖𝑗 – символ Кронекера.
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але забезпечує iнварiантнiсть величини 𝐺⃗𝜇𝜈𝐺⃗𝜇𝜈 в межах точностi про-
ведення наших розрахункiв

𝐺⃗′
𝜇𝜈𝐺⃗

′𝜇𝜈 = 𝐺⃗𝜇𝜈𝐺⃗
𝜇𝜈 + [𝐺⃗𝜇𝜈 × 𝜆⃗][𝐺⃗𝜇𝜈 × 𝜆⃗] = 𝐺⃗𝜇𝜈𝐺⃗

𝜇𝜈 +𝑂(𝜆⃗ 2). (D2.22)

Остаточно лагранжiан, що є iнварiантним вiдносно локальних ка-
лiбрувальних перетворень групи 𝑆𝑈(2), має вигляд

ℒ = Ψ̄
(︁
𝑖𝛾𝜇

(︁
𝜕𝜇 − 𝑖

𝑔

2
𝜏⃗ 𝐵⃗𝜇

)︁
−𝑚

)︁
Ψ− 1

4
𝐺⃗𝜇𝜈𝐺⃗

𝜇𝜈 . (D2.23)
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Додаток 3. Перетворення полiв пiд дiєю
групи Пуанкаре

Перетвореннями Лоренца (групою Лоренца) називають перетворе-
ння з однiєї системи вiдлiку в iншу шляхом поворотiв у 4-вимiрному
просторi-часi. Якщо до 4-поворотiв додати перетворення трансляцiї у
4-просторi, утворюється група перетворень Пуанкаре.

Нагадаємо закони перетворення рiзних типiв полiв при переходi з
однiєї системи вiдлiку (поле 𝑈 в точцi 𝑥 = (𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3)) в iншу (поле
𝑈 ′ в точцi 𝑥′ = (𝑥

′0, 𝑥
′1, 𝑥

′2, 𝑥
′3)) завдяки поворотам у 4-вимiрному

просторi та трансляцiям.
Скалярне поле не змiнюється:

𝜑′(𝑥′) = 𝜑(𝑥). (D3.1)

Векторне поле перетворюється як:⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
𝐴

′𝜇(𝑥′) =
𝜕𝑥

′𝜇

𝜕𝑥𝜈
𝐴𝜈(𝑥),

𝐴′𝜇(𝑥
′) =

𝜕𝑥𝜈

𝜕𝑥′𝜇
𝐴𝜈(𝑥).

(D3.2)

Тензорнi поля перетворюються як добуток векторних полiв:

𝑇
′𝜇𝜈(𝑥′) =

𝜕𝑥
′𝜇

𝜕𝑥𝛼
𝜕𝑥

′𝜈

𝜕𝑥𝛽
𝑇𝛼𝛽(𝑥), 𝑇′𝜇𝜈(𝑥

′) =
𝜕𝑥𝛼

𝜕𝑥′𝜇

𝜕𝑥𝛽

𝜕𝑥′𝜈
𝑇𝛼𝛽(𝑥). (D3.3)

Спiнорне поле:
a) при перетвореннях трансляцiї не змiнюється: Ψ′(𝑥′) = Ψ(𝑥);
б) при просторових поворотах у площинi 𝑖𝑘 (𝑖, 𝑘 = 1, 2, 3), коли по-
вертаємо систему вiдлiку вiд орта 𝑒⃗ 𝑖 до орта 𝑒⃗ 𝑘 на кут |𝜙⃗| (напрямок
вектора 𝜙⃗ спiвпадає з напрямком вектора 𝑒⃗ 𝑖 × 𝑒⃗ 𝑘):{︃

Ψ′(𝑥′) = Λ(𝜙⃗)Ψ(𝑥), Ψ̄′(𝑥′) = Ψ̄(𝑥)Λ−1(𝜙⃗)

Λ(𝜙) = 𝑒𝑖Σ⃗· 𝜙⃗2 , Λ−1(𝜙) = 𝑒−𝑖Σ⃗· 𝜙⃗2
, (D3.4)

або у матричному виглядi:⎧⎪⎨⎪⎩
Ψ′(𝑥′) = Λ(𝜙⃗)Ψ(𝑥) =

[︁
cos |𝜙⃗|

2 + 𝑖 𝜙⃗|𝜙⃗| ·Σ⃗ sin |𝜙⃗|
2

]︁
Ψ(𝑥)

Ψ̄′(𝑥′) = Ψ̄(𝑥)Λ−1(𝜙⃗) = Ψ̄(𝑥)𝑒−𝑖Σ⃗· 𝜙⃗2 = Ψ̄(𝑥)
[︁
cos |𝜙⃗|

2 − 𝑖
𝜙⃗
|𝜙⃗| ·Σ⃗ sin |𝜙⃗|

2

]︁ ;

(D3.5)
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в) при поворотах у площинi 0, 𝑖 на кут |𝜙⃗| (лоренцевi бусти), коли
вiдбувається перехiд у систему вiдлiку, що рухається вiдносно поча-
ткової системи вiдлiку зi швидкiстю 𝑉 = th𝜙 уздовж осi 𝑖 (напрямок
𝜙⃗ спiвпадає з напрямком просторового орту 𝑒𝑖){︃

Ψ′(𝑥′) = Λ0(𝜙⃗)Ψ(𝑥), Ψ̄′(𝑥′) = Ψ̄(𝑥)Λ−1
0 (𝜙⃗)

Λ0(𝜙) = 𝑒−𝛼⃗·
𝜙⃗
2 , Λ−1

0 (𝜙) = 𝑒𝛼⃗·
𝜙⃗
2 , 𝛼⃗ = 𝛾0𝛾⃗

, (D3.6)

або у матричному виглядi:⎧⎪⎨⎪⎩
Ψ′(𝑥′) = Λ(𝜙⃗)Ψ(𝑥) =

[︁
cosh |𝜙⃗|

2 −
𝜙⃗
|𝜙⃗| ·𝛼⃗ sinh |𝜙⃗|

2

]︁
Ψ(𝑥)

Ψ̄′(𝑥′) = Ψ̄(𝑥)Λ−1(𝜙⃗) = Ψ̄(𝑥)
[︁
cosh |𝜙⃗|

2 + 𝜙⃗
|𝜙⃗| ·𝛼⃗ sinh |𝜙⃗|

2

]︁
.

(D3.7)

Явний вигляд матриць Σ⃗ та 𝛼⃗ наведено в перелiку позначень на
стор. 14. Перетворення координат 𝑥 → 𝑥′ при рiзних перетвореннях
Лоренца наведено у [58].

Окрiм 4-поворотiв та трансляцiй, до перетворень системи вiдлiку
належать також просторова iнверсiя 𝑃 (𝑥0, 𝑥⃗) → (𝑥0,−𝑥⃗) та часова
iнверсiя 𝑇 (𝑥0, 𝑥⃗)→ (−𝑥0, 𝑥⃗).

По вiдношенню до перетворень просторової iнверсiї на скалярнi та
векторнi поля вводять додатковi означення:

𝑃𝜙(𝑥0, 𝑥⃗) = ±𝜙(𝑥0,−𝑥⃗) (D3.8)

(де знак (+) вiдноситься до випадку скалярних полiв, а знак (−) – до
випадку псевдоскалярних полiв);

𝑃𝑈𝜇(𝑥0, 𝑥⃗) = ±𝑈𝜇(𝑥0,−𝑥⃗), (D3.9)

(де знак (+) вiдноситься до випадку векторних полiв, а знак (−) – до
випадку псевдовекторних полiв). При цьому звичайнi та псевдополя
поводять себе однаково при перетвореннях групи Пуанкаре.

Для аналiзу лагранжiанiв КТП корисно пам’ятати, що при згортцi
iндексiв тензор переходить у тензор меншого рангу (у тому числi ве-
ктор чи скаляр), а добуток елементiв векторiв утворює тензор: 𝐹𝜇𝜈𝐹𝜇𝜈
– скаляр, 𝐹𝜇𝜈𝐴𝜈 = 𝐵𝜇 – вектор, 𝐴𝜇𝐵𝜈 = 𝑇𝜇𝜈 – тензор. По вiдношен-
ню до фермiонного поля: 𝜓𝜓 – скаляр, 𝜓𝛾5𝜓 – псевдоскаляр, 𝜓𝛾𝜇𝜓 –
вектор, 𝜓𝛾5𝛾𝜇𝜓 – псевдовектор.
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Додаток 4. Кiральнi стани фермiонiв
У довiльному представленнi 𝛾-матриць незалежнi компоненти фер-

мiонної функцiї можна видiлити за допомогою проекцiйних операто-
рiв1

𝑃𝐿 =
1− 𝛾5

2
, 𝑃𝑅 =

1 + 𝛾5

2
, (D4.1)

для яких виконуються спiввiдношення

𝑃𝐿 + 𝑃𝑅 = 𝐼; 𝑃𝐿𝑃𝐿 = 𝑃𝐿; 𝑃𝑅𝑃𝑅 = 𝑃𝑅; 𝑃𝐿𝑃𝑅 = 𝑃𝑅𝑃𝐿 = 0. (D4.2)

Тодi незалежними компонентами хвильової функцiї будуть Ψ𝐿 = 𝑃𝐿Ψ,
та Ψ𝑅 = 𝑃𝑅Ψ.

Функцiї Ψ𝐿(𝑥) та Ψ𝑅(𝑥) є власними функцiями оператора кiраль-
ностi 𝛾5. Якщо 𝛾5Ψ=−Ψ, то це функцiя Ψ𝐿(𝑥) iз лiвою кiральнiстю
(𝑃+Ψ𝐿 = 0). Якщо 𝛾5Ψ = +Ψ, то це функцiя Ψ𝑅(𝑥) iз правою кiраль-
нiстю (𝑃−Ψ𝑅 = 0).

У кiральному представленнi проекцiйнi оператори та функцiї Ψ𝐿
та Ψ𝑅 мають наступний вигляд:

𝑃− =

(︂
𝐼 0
0 0

)︂
; 𝑃+ =

(︂
0 0
0 𝐼

)︂
; (D4.3)

Ψ =

(︂
Ψ𝐿
Ψ𝑅

)︂
; 𝑃−Ψ =

(︂
Ψ𝐿
0

)︂
; 𝑃+Ψ =

(︂
0
Ψ𝑅

)︂
. (D4.4)

У представленнi Дiрака, вiдповiдно, маємо:

𝑃− =
1

2

(︂
𝐼 −𝐼
−𝐼 𝐼

)︂
; 𝑃+ =

1

2

(︂
𝐼 𝐼
𝐼 𝐼

)︂
; (D4.5)

Ψ =

(︂
Ψ1

Ψ2

)︂
; 𝑃−Ψ =

1

2

(︂
Ψ1 −Ψ2

−(Ψ1 −Ψ2)

)︂
; 𝑃+Ψ =

1

2

(︂
Ψ1 +Ψ2

Ψ1 +Ψ2

)︂
.

(D4.6)
Як легко побачити, функцiї Ψ𝐿 та Ψ𝑅 у кожному iз представлень

справдi є незалежними. Окрiм цього, данi компоненти функцiї при пе-
ретвореннях неоднорiдної групи Лоренца (трансляцiї, просторовi по-
вороти та лоренцевi бусти) будуть перетворюватися незалежно одна
вiд одної.

1Вiдзначимо, що можна зустрiти альтернативне позначення для проекцiйних
операторiв 𝑃− = 𝑃𝐿, 𝑃+ = 𝑃𝑅, що явно вказує на знак перед матрицею 𝛾5.
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Вiдзначимо, що оператор кiральностi для масивних частинок не є
iнтегралом руху ([𝐻̂, 𝛾5]− ̸= 0), але його значення є лоренц-iнварiантною
величиною.

Запишемо ряд корисних спiввiдношень для кiральних функцiй:

Ψ = Ψ𝐿 +Ψ𝑅, Ψ̄ = Ψ̄𝐿 + Ψ̄𝑅; (D4.7)

Ψ𝐿 = 𝑃−Ψ, Ψ𝑅 = 𝑃+Ψ; (D4.8)

Ψ̄𝐿=(Ψ𝐿)
+𝛾0=Ψ+ 1−𝛾5

2
𝛾0=Ψ+𝛾0

1+𝛾5

2
=Ψ̄𝑃+, Ψ̄𝑅=Ψ̄𝑃−; (D4.9)

Ψ̄𝐿Ψ𝐿 = Ψ̄𝑅Ψ𝑅 = 0 ⇒ Ψ̄Ψ = Ψ̄𝑅Ψ𝐿 + Ψ̄𝐿Ψ𝑅; (D4.10)
Ψ̄𝐿𝛾

𝜇Ψ𝑅 = Ψ̄𝑅𝛾
𝜇Ψ𝐿 = 0 ⇒ Ψ̄𝛾𝜇Ψ = Ψ̄𝑅𝛾

𝜇Ψ𝑅 + Ψ̄𝐿𝛾
𝜇Ψ𝐿; (D4.11)

Ψ̄𝐿Ψ𝑅 = Ψ̄𝑃+𝑃+Ψ = Ψ̄𝑃+Ψ, Ψ̄𝑅Ψ𝐿 = Ψ̄𝑃−Ψ; (D4.12)

Ψ̄𝐿𝛾
𝜇Ψ𝐿 = Ψ̄𝑃+𝛾

𝜇𝑃−Ψ = Ψ̄𝛾𝜇𝑃−𝑃−Ψ = Ψ̄𝛾𝜇𝑃−Ψ; (D4.13)

Ψ̄𝑅𝛾
𝜇Ψ𝑅 = Ψ̄𝛾𝜇𝑃+Ψ. (D4.14)

Також вiдзначимо, що квантовий стан фермiонiв, окрiм значення
енергiї та iмпульсу, також характеризується квантовим числом спiра-
льностi, що дорiвнює знаку проекцiї спiну на напрямок руху1±1.

Можна переконатися, що для випадку масивних фермiонiв кван-
тове число спiральностi є iнтегралом руху,

[︁
𝐻̂, Σ⃗ 𝑘⃗

|⃗𝑘|

]︁
−
= 0, однак не є

лоренц-iнварiантним. Справдi, перейшовши в систему вiдлiку, що ру-
хається уздовж напрямку руху частинки, але з бiльшою швидкiстю,
ми отримаємо, що проекцiя спiну на напрямок руху змiнить знак. Iз
наведених мiркувань вiдразу випливає, що для безмасових частинок,
якi рухаються зi швидкiстю свiтла, ситуацiя змiнюється, i значення
квантового числа спiральностi буде лоренц-iнварiантним iнтегралом
руху.

У випадку безмасових частинок (наприклад, нейтрино, у СМ),
квантовi числа кiральностi та спiральностi спiвпадають i є як лоренц-
iнварiантною величиною, так i iнтегралом руху.

1У випадку, коли iмпульс частинки дорiвнює нулю, все сказане залишається
справедливим, але квантове число 𝜇 дорiвнює знаку проекцiї спiну не на напрямок
руху, а на довiльний, фiксований у просторi напрямок.
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2. J. Chadwick, Intensitätsverteilung im magnetischen spectrum der
𝛽-strahlen von radium B + C, Verhandl. Dtsch. Phys. Ges. 16
(1914) 383.

3. W. Pauli, Open letter to radioactive persons, English translation in
L.M. Brown, Physics Today 31, 27 (1978), 1930.

4. J. Chadwick, Possible existence of a neutron, Nature 129 (1932)
312.

5. E. Fermi, Versuch einer theorie der 𝛽-strahlen. I, Z. Phys. 88
(1934) 161.

6. H. Bethe and R. Peierls, The neutrino, Nature 133 (1934) 532.

7. G. Gamow and E. Teller, Selection rules for the beta-disintegration,
Phys. Rev. 49 (1936) 895.

8. H.R. Crane and J. Halpern, New experimental evidence for the
existence of a neutrino, Phys. Rev. 53 (1938) 789.

9. C.L.J. Cowan, F. Reines, F.B. Harrison, H.W. Kruse and
A.D. McGuire, Detection of the free neutrino: a confirmation,
Science 124 (1956) 103.

10. G. Danby, J.-M. Gaillard, K. Goulianos, L.M. Lederman,
N.B. Mistry, M. Schwartz et al., Observation of high-energy
neutrino reactions and the existence of two kinds of neutrinos,
Phys. Rev. Lett. 9 (1962) 36.

11. C.S. Wu, E. Ambler, R.W. Hayward, D.D. Hoppes and
R.P. Hudson, Experimental test of parity conservation in beta
decay, Phys. Rev. 105 (1957) 1413.

12. H. Frauenfelder et al., Parity and the polarization of electrons from
𝐶𝑜60, Phys. Rev. 106 (1957) 386.

337

https://doi.org/10.1098/rspa.1927.0039
https://doi.org/10.1038/129312a0
https://doi.org/10.1038/129312a0
https://doi.org/10.1007/BF01351864
https://doi.org/10.1007/BF01351864
https://doi.org/10.1038/133532a0
https://doi.org/10.1103/PhysRev.49.895
https://doi.org/10.1103/PhysRev.53.789
https://doi.org/10.1126/science.124.3212.103
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.9.36
https://doi.org/10.1103/PhysRev.105.1413
https://doi.org/10.1103/PhysRev.106.386


13. T.D. Lee and C.N. Yang, Parity nonconservation and a
two-component theory of the neutrino, Phys. Rev. 105 (1957) 1671.

14. L.D. Landau, On one possibility for polarization properties of the
neutrino, Zh. Eksp. Teor. Fiz. 32 (1957) 407.

15. A. Salam, On parity conservation and neutrino mass, Nuovo Cim.
5 (1957) 299.

16. M. Goldhaber, L. Grodzins and A.W. Sunyar, Helicity of neutrinos,
Phys. Rev. 109 (1958) 1015.

17. C.S. Wu and S.A. Moszkowski, Beta Decay, Interscience Publishers,
New York (1966).

18. R.P. Feynman and M. Gell-Mann, Theory of the Fermi interaction,
Phys. Rev. 109 (1958) 193.

19. R.E. Marshak and E.C.G. Sudarshan, Chirality invariance and the
universal Fermi interaction, Phys. Rev. 109 (1958) 1860.

20. J.J. Sakurai, Mass reversal and weak interactions, Nuovo Cim. 7
(1958) 649.

21. J. Byrne, An overview of neutron decay, Proc. of the workshop
"Quark-Mixing, CKM-Unitarity " , Heidelberg, Germany (2002),
hep-ph/0312124.

22. J. Schwinger, A theory of the fundamental interactions, Ann. Phys.
2 (1957) 407.

23. T.D. Lee and C.N. Yang, Possible nonlocal effects in 𝜇 decay, Phys.
Rev. 108 (1957) 1611.

24. L.B. Okun, Leptons and Quarks, North-Holland (1982).

25. M. Gell-Mann, The Eightfold Way, Westview Press (2000).

26. M. Gell-Mann, The eightfold way: A theory of strong interaction
symmetry, Tech. Rep. CTSL-20, California Institute of Technology
Synchrotron Laboratory (1961).

338

https://doi.org/10.1103/PhysRev.105.1671
https://doi.org/10.1007/BF02812841
https://doi.org/10.1007/BF02812841
https://doi.org/10.1103/PhysRev.109.1015
https://doi.org/10.1103/PhysRev.109.193
https://doi.org/10.1103/PhysRev.109.1860.2
https://doi.org/10.1007/BF02781569
https://doi.org/10.1007/BF02781569
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0312124
https://doi.org/10.1016/0003-4916(57)90015-5
https://doi.org/10.1016/0003-4916(57)90015-5
https://doi.org/10.1103/PhysRev.108.1611
https://doi.org/10.1103/PhysRev.108.1611


27. Y. Ne’eman, Derivation of strong interactions from a gauge
invariance, Nucl. Phys. 26 (1961) 222.

28. G. Zweig, An SU(3) model for strong interaction symmetry and its
breaking, Tech. Rep. TH-401, CERN, Geneva (1964).

29. G. Zweig, An SU(3) model for strong interaction symmetry and its
breaking. II, Tech. Rep. TH-412, CERN, Geneva (1964).

30. G. Zweig, An SU(3) model for strong interaction symmetry and its
breaking II, in Developments in the Quark Theory of Hadrons,
D. Lichtenberg and S. Rosen, eds., vol. 1, (Nonantum, Mass.),
pp. 22–101, Hadronic Press (1980).

31. M. Gell-Mann, A schematic model of baryons and mesons, Phys.
Lett. 8 (1964) 214.

32. S.L. Glashow, J. Iliopoulos and L. Maiani, Weak interactions with
lepton–hadron symmetry, Phys. Rev. D 2 (1970) 1285.

33. M. Kobayashi and T. Maskawa, CP violation in the renormalizable
theory of weak interaction, Prog. Theor. Phys. 49 (1973) 652.

34. H. Harari, A new quark model for hadrons, Phys. Lett. B 57 (1975)
265.

35. C.N. Yang and R.L. Mills, Conservation of isotopic spin and
isotopic gauge invariance, Phys. Rev. 96 (1954) 191.

36. P.W. Higgs, Broken symmetries and the masses of gauge bosons,
Phys. Rev. Lett. 13 (1964) 508.

37. P.W. Higgs, Spontaneous symmetry breakdown without massless
bosons, Phys. Rev. 145 (1966) 1156.

38. F. Englert and R. Brout, Broken symmetry and the mass of gauge
vector mesons, Phys. Rev. Lett. 13 (1964) 321.

39. G.S. Guralnik, C.R. Hagen and T.W.B. Kibble, Global conservation
laws and massless particles, Phys. Rev. Lett. 13 (1964) 585.

40. V.L. Ginzburg and L.D. Landau, On the theory of
superconductivity, Sov. Phys. JETP 20 (1950) 1064.

339

https://doi.org/10.1016/0029-5582(61)90134-1
https://doi.org/10.1016/S0031-9163(64)92001-3
https://doi.org/10.1016/S0031-9163(64)92001-3
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.2.1285
https://doi.org/10.1143/PTP.49.652
https://doi.org/10.1016/0370-2693(75)90072-6
https://doi.org/10.1016/0370-2693(75)90072-6
https://doi.org/10.1103/PhysRev.96.191
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.13.508
https://doi.org/10.1103/PhysRev.145.1156
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.13.321
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.13.585


41. J. Bardeen, L.N. Cooper and J.R. Schrieffer, Microscopic theory of
superconductivity, Phys. Rev. 106 (1957) 162.

42. N.N. Bogoliubov, A new method in the theory of superconductivity,
Sov. Phys. JETP 7 (1958) 41.

43. M. Tinkham, Introduction to the Theory of Superconductivity,
McGraw-Hill (1996).

44. Y. Nambu and G. Jona-Lasinio, Dynamical model of elementary
particles based on an analogy with superconductivity. I, Phys. Rev.
122 (1961) 345.

45. Y. Nambu and G. Jona-Lasinio, Dynamical model of elementary
particles based on an analogy with superconductivity. II, Phys. Rev.
124 (1961) 246.

46. S.L. Glashow, Partial symmetries of weak interactions, Nucl. Phys.
22 (1961) 579.

47. S. Weinberg, A model of leptons, Phys. Rev. Lett. 19 (1967) 1264.

48. A. Salam in Proceedings of the 8th Nobel Symposium, N. Svartholm,
ed., (Stockholm), p. 367, Almquist and Wiksells, 1968.

49. F.J. Hasert et al., Search for elastic muon-neutrino electron
scattering, Phys. Lett. B 46 (1973) 121.

50. F.J. Hasert et al., Observation of neutrino-like interactions without
muon or electron in the gargamelle neutrino experiment, Phys.
Lett. B 46 (1973) 138.

51. M.L. Perl et al., Evidence for anomalous lepton production in 𝑒+𝑒−

annihilation, Phys. Rev. Lett. 35 (1975) 1489.

52. K. Kodama et al., Observation of tau neutrino interactions, Phys.
Lett. B 504 (2001) 218 [hep-ex/0012035].

53. Particle Data Group. http://pdg.lbl.gov.

54. Y. Fukuda et al., Evidence for oscillation of atmospheric neutrinos,
Phys. Rev. Lett. 81 (1998) 1562 [hep-ex/9807003].

340

https://doi.org/10.1103/PhysRev.106.162
https://doi.org/10.1103/PhysRev.122.345
https://doi.org/10.1103/PhysRev.122.345
https://doi.org/10.1103/PhysRev.124.246
https://doi.org/10.1103/PhysRev.124.246
https://doi.org/10.1016/0029-5582(61)90469-2
https://doi.org/10.1016/0029-5582(61)90469-2
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.19.1264
https://doi.org/10.1016/0370-2693(73)90494-2
https://doi.org/10.1016/0370-2693(73)90499-1
https://doi.org/10.1016/0370-2693(73)90499-1
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.35.1489
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(01)00307-0
https://doi.org/10.1016/S0370-2693(01)00307-0
https://arxiv.org/abs/hep-ex/0012035
http://pdg.lbl.gov
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.81.1562
https://arxiv.org/abs/hep-ex/9807003


55. E. Matsinos, A brief history of the pion-nucleon coupling constant
(2019), nucl-th/1901.01204.

56. N.N. Bogoliubov and D.V. Shirkov, Introduction to the Theory of
Quantized Fields, Wiley-Interscience (1980).

57. I.M. Gelfand and S.V. Fomin, Calculus of Variations, Prentice-Hall
(1963).

58. L.D. Landau and E.M. Lifshitz, The Classical Theory of Fields,
vol. 2 of Course of Theoretical Physics, Butterworth-Heinemann
(Elsevier), 4 ed. (2000).

59. V.B. Berestetskii, E.M. Lifshitz and L.P. Pitaevskii, Quantum
Electrodynamics, vol. 4 of Course of Theoretical Physics,
Butterworth-Heinemann (Elsevier), 2 ed. (1982).

60. T.P. Cheng and L.F. Li, Gauge theory of elementary particle
physics, Oxford University Press (2006).

61. G. Landi and A. Zampini, Linear Algebra and Analytic Geometry
for Physical Sciences, Springer (2018).

62. J. Goldstone, A. Salam and S. Weinberg, Broken symmetries, Phys.
Rev. 127 (1962) 965.

63. L.H. Ryder, Quantum Field Theory, Cambridge University Press,
2 ed. (1996).

64. P.A.M. Dirac, Lectures on Quantum Mechanics, Snowball
Publishing (2012).

65. H. Ruegg and M. Ruiz-Altaba, The Stückelberg field, Int. J. Mod.
Phys. A 19 (2004) 3265 [hep-th/0304245].

66. G.D. Kribs, G. Lee and A. Martin, Effective field theory of
Stückelberg vector bosons, Phys. Rev. D 106 (2022) 055020
[2204.01755].

67. В.М. Горкавенко, Дiаграмна технiка Фейнмана. Ймовiрнiсть
розпаду та перерiз розсiяння частинок, ВПЦ “Київський
унiверситет”, К. (2014).

341

https://arxiv.org/abs/nucl-th/1901.01204
https://doi.org/10.1103/PhysRev.127.965
https://doi.org/10.1103/PhysRev.127.965
https://doi.org/10.1142/S0217751X04019755
https://doi.org/10.1142/S0217751X04019755
https://arxiv.org/abs/hep-th/0304245
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.106.055020
https://arxiv.org/abs/2204.01755


68. M.E. Peskin and D.V. Schroeder, An Introduction to Quantum
Field Theory, Addison-Wesley (1995).

69. C. Itzykson and J. Zuber, Quantum Field Theory, McGraw-Hill
(1980).

70. V.A. Rubakov, Classical Theory of Gauge Fields, Princeton
University Press (2002).

71. P. Langacker, The Standard Model and beyond, CRC Press (2010).

72. T. Nakano and K. Nishijima, Charge independence for v-particles,
Prog. Theor. Phys. 10 (1953) 581.

73. K. Nishijima, Charge independence theory of v particles, Prog.
Theor. Phys. 13 (1955) 285.

74. M. Gell-Mann, The interpretation of the new particles as displaced
charge multiplets, Nuovo Cim. 4 (1956) 848.

75. D.S. Gorbunov and V.A. Rubakov, Introduction to the Theory of
the Early Universe: Hot Big Bang Theory, World Scientific,
Singapore (2017).

76. Y. Nagashima, Elementary particle physics: foundations of the
Standard model, Wiley (2013).

77. J. Horejsi, Introduction to electroweak unification. Standard model
from tree unitarity, World Scientific (1994).

78. S.M. Bilenky and S.T. Petcov, Massive neutrinos and neutrino
oscillations, Rev. Mod. Phys. 59 (1987) 671.

79. F. Wilczek, Origins of Mass, Central Eur. J. Phys. 10 (2012) 1021
[1206.7114].

80. J.E. Kim, P. Langacker, M. Levine and H.H. Williams, A
theoretical and experimental review of the weak neutral current: a
determination of its structure and limits on deviations from the
minimal 𝑆𝑈(2)𝐿 × 𝑈(1) electroweak theory, Rev. Mod. Phys. 53
(1981) 211.

342

https://doi.org/10.1143/PTP.10.581
https://doi.org/10.1143/PTP.13.285
https://doi.org/10.1143/PTP.13.285
https://doi.org/10.1007/BF02748000
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.59.671
https://doi.org/10.2478/s11534-012-0121-0
https://arxiv.org/abs/1206.7114
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.53.211
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.53.211


81. О.М. Боярський, К.В. Бондаренко, “Iнтенсив зi Стандартної
Моделi для студентiв спецiалiзацiї "квантова теорiя поля"
фiзичного факультету КНУ iм. Т. Шевченка.”

82. S.F. Novaes, Standard Model: An introduction, in Proceedings of the
X J. A. Swieca Summer School, World Scientific, Singapore (2000)
[hep-ph/0001283].

83. W. Greiner, Relativistic quantum mechanics. Wave equations,
Springer (2000).

84. D.J. Griffiths, Introduction to Elementary Particles, Wiley-VCH,
2nd revised ed. (2008).

85. J. Brandt, 𝑇 -invariant static Yang-Mills equations, Phys. Rev. D
19 (1979) 3067.

86. S. Mele, Measurements of the running of the electromagnetic
coupling at LEP (2006), hep-ex/0610037.

87. CMS Collaboration, Measurement and QCD analysis of
double-differential inclusive jet cross-sections in pp collisions at√
𝑠 = 8 TeV and ratios to 2.76 and 7 TeV, JHEP 03 (2017) 156

[1609.05331].

88. K.S. Kumar, S. Mantry, W.J. Marciano and P.A. Souder, Low
energy measurements of the weak mixing angle, Ann. Rev. Nucl.
Part. Sci. 63 (2013) 237 [1302.6263].

89. Jefferson Lab Qweak Collaboration, Precision measurement of the
weak charge of the proton, Nature 557 (2018) 207 [1905.08283].

90. J.C. Romão and J.P. Silva, A resource for signs and Feynman
diagrams of the Standard Model, Int. J. Mod. Phys. A 27 (2012)
1230025 [1209.6213].

91. L.D. Faddeev and V.N. Popov, Feynman diagrams for the
Yang-Mills field, Phys. Lett. B 25 (1967) 29.

92. L.D. Faddeev and A.A. Slavnov, Gauge Fields: Introduction to
Quantum Theory, Addison-Wesley (1991).

343

https://arxiv.org/abs/hep-ph/0001283
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.19.3067
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.19.3067
https://arxiv.org/abs/hep-ex/0610037
https://doi.org/10.1007/JHEP03(2017)156
https://arxiv.org/abs/1609.05331
https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-102212-170556
https://doi.org/10.1146/annurev-nucl-102212-170556
https://arxiv.org/abs/1302.6263
https://doi.org/10.1038/s41586-018-0096-0
https://arxiv.org/abs/1905.08283
https://doi.org/10.1142/S0217751X12300256
https://doi.org/10.1142/S0217751X12300256
https://arxiv.org/abs/1209.6213
https://doi.org/10.1016/0370-2693(67)90067-6


93. В.П. Гусинiн, Е.В. Горбар, Вступ до квантової теорiї
калiбрувальних полiв, ВД “Академперiодика”, Київ (2024).

94. R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path
Integrals, McGraw-Hill (1965).

95. U. Mosel, Path Integrals in Field Theory. An Introduction,
Springer, Berlin (2004).

96. G. Leibbrandt, Introduction to Noncovariant Gauges, Rev. Mod.
Phys. 59 (1987) 1067.

97. A. Strumia and F. Vissani, Neutrino masses and mixings and ...,
hep-ph/0606054.

98. M.Ishitsuka (for the Super-Kamiokande Collaboration), Super
Kamiokande results: atmospheric and solar neutrinos (2004),
hep-ex/0406076.

99. T. Kajita, Discovery of neutrino oscillations, Rept. Prog. Phys. 69
(2006) 1607.

100. “President Clinton Addresses MIT.” https:
//www.aip.org/fyi/1998/president-clinton-addresses-mit,
1998.

101. F. Couchot et al., Cosmological constraints on the neutrino mass
including systematic uncertainties, Astron. Astrophys. 606 (2017)
A104 [1703.10829].

102. S.R. Choudhury and S. Hannestad, Updated results on neutrino
mass and mass hierarchy from cosmology with Planck 2018
likelihoods, JCAP 07 (2020) 037 [1907.12598].

103. V. Lukovic, P. Cabella and N. Vittorio, Dark matter in cosmology,
Int. J. Mod. Phys. A 29 (2014) 1443001 [1411.3556].

104. G. Bertone and D. Hooper, History of dark matter, Rev. Mod.
Phys. 90 (2018) 045002 [1605.04909].

105. M. Cirelli, A. Strumia and J. Zupan, Dark Matter (2024),
2406.01705.

344

https://doi.org/10.1103/RevModPhys.59.1067
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.59.1067
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0606054
https://arxiv.org/abs/hep-ex/0406076
https://doi.org/10.1088/0034-4885/69/6/R01
https://doi.org/10.1088/0034-4885/69/6/R01
https://www.aip.org/fyi/1998/president-clinton-addresses-mit
https://www.aip.org/fyi/1998/president-clinton-addresses-mit
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201730927
https://doi.org/10.1051/0004-6361/201730927
https://arxiv.org/abs/1703.10829
https://doi.org/10.1088/1475-7516/2020/07/037
https://arxiv.org/abs/1907.12598
https://doi.org/10.1142/S0217751X14430015
https://arxiv.org/abs/1411.3556
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.90.045002
https://doi.org/10.1103/RevModPhys.90.045002
https://arxiv.org/abs/1605.04909
https://arxiv.org/abs/2406.01705


106. E. Corbelli and P. Salucci, The extended rotation curve and the
dark matter halo of M33, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 311 (2000)
441 [astro-ph/9909252].

107. D. Clowe et al., A direct empirical proof of the existence of dark
matter, Astrophys. J. 648 (2006) L109 [astro-ph/0608407].

108. E.M. Silich et al., ICM-SHOX. I. Methodology Overview and
Discovery of a Gas–Dark Matter Velocity Decoupling in the MACS
J0018.5+1626 Merger, Astrophys. J. 968 (2024) 74 [2309.12533].

109. T. Asaka, S. Blanchet and M. Shaposhnikov, The 𝜈MSM, Dark
Matter and Neutrino Masses, Phys. Lett. B 631 (2005) 151
[hep-ph/0503065].

110. T. Asaka and M. Shaposhnikov, The 𝜈MSM, Dark Matter and
Baryon Asymmetry of the Universe, Phys. Lett. B 620 (2005) 17
[hep-ph/0505013].

111. M. Shaposhnikov, Baryon Asymmetry of the Universe and
Neutrinos, Prog. Theor. Phys. 122 (2009) 185.

112. C.B. Adams et al., Axion Dark Matter, in Snowmass 2021, 3, 2022
[2203.14923].

113. G. Arcadi, M. Dutra, P. Ghosh, M. Lindner, Y. Mambrini,
M. Pierre et al., The waning of the WIMP? A review of models,
searches, and constraints, Eur. Phys. J. C 78 (2018) 203
[1703.07364].

114. M.Y. Khlopov, B.A. Malomed, I.B. Zeldovich and Y.B. Zeldovich,
Gravitational instability of scalar fields and formation of primordial
black holes, Mon. Not. Roy. Astron. Soc. 215 (1985) 575.

115. B. Carr, F. Kühnel and M. Sandstad, Primordial black holes as
dark matter, Phys. Rev. D 94 (2016) 083504 [1607.06077].

116. E.G.M. Ferreira, Ultra-light dark matter, Astron. Astrophys. Rev.
29 (2021) 7 [2005.03254].

345

https://doi.org/10.1046/j.1365-8711.2000.03075.x
https://doi.org/10.1046/j.1365-8711.2000.03075.x
https://arxiv.org/abs/astro-ph/9909252
https://doi.org/10.1086/508162
https://arxiv.org/abs/astro-ph/0608407
https://doi.org/10.3847/1538-4357/ad3fb5
https://arxiv.org/abs/2309.12533
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2005.09.070
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0503065
https://doi.org/10.1016/j.physletb.2005.06.020
https://arxiv.org/abs/hep-ph/0505013
https://doi.org/10.1143/PTP.122.185
https://arxiv.org/abs/2203.14923
https://doi.org/10.1140/epjc/s10052-018-5662-y
https://arxiv.org/abs/1703.07364
https://doi.org/10.1093/mnras/215.4.575
https://doi.org/10.1103/PhysRevD.94.083504
https://arxiv.org/abs/1607.06077
https://doi.org/10.1007/s00159-021-00135-6
https://doi.org/10.1007/s00159-021-00135-6
https://arxiv.org/abs/2005.03254
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