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Навчальний посiбник присвячено основам дiаграмної технiки Фейн-
мана для розрахунку фiзичних процесiв у Стандартнiй Моделi. По-
слiдовно розглянуто матрицю розсiяння, теореми Вiка та виведення
правил дiаграмної технiки Фейнмана. На конкретних прикладах роз-
глянуто електромагнiтнi, слабкi та сильнi взаємодiї за участi фермiо-
нiв i векторних полiв, а також самодiї глюонiв та електрослабкi три-
i чотирибозоннi взаємодiї.
Навчальний посiбник призначений для студентiв фiзичного факуль-
тету, якi вивчають квантову теорiю поля та фiзику високих енергiй.
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1 Вступ

Стандартна Модель фiзики елементарних частинок є сучасною те-
оретичною основою для опису електромагнiтної, слабкої та сильної
взаємодiй. Вона успiшно описує величезну кiлькiсть експерименталь-
них явищ i водночас являє собою достатньо складну квантову теорiю
калiбрувальних полiв. Стандартна Модель успiшно витримує пере-
вiрку численними високоточними експериментами, результати яких
узгоджуються з її передбаченнями в широкому дiапазонi енергiй —
вiд низькоенергетичних процесiв до енергiй порядку декiлькох ТеВ.
Вона також добре узгоджується з результатами космологiчних спо-
стережень.

Практичнi розрахунки ймовiрностей переходiв та перерiзiв розсiя-
ння в цiй теорiї зазвичай виконуються за допомогою дiаграмної технi-
ки Фейнмана. Дiаграми Фейнмана часто сприймаються як зручний
графiчний спосiб запису правил для обчислення амплiтуд процесiв.
Проте за кожною дiаграмою стоїть конкретний доданок ряду теорiї
збурень матрицi розсiяння, отриманий iз лагранжiана теорiї. Тому
розумiння походження дiаграмної технiки є не менш важливим, нiж
умiння користуватися готовими правилами. Саме такий пiдхiд покла-
дено в основу цього посiбника.

Навчальний посiбник пiдготовлено на основi матерiалiв лекцiй i
практичних занять зi спецiальних курсiв «Квантова електродинамi-
ка», «Прикладна квантова електродинамiка», а також курсу «Теорiя
калiбрувальних полiв» для студентiв освiтньої програми «Квантова
теорiя поля» фiзичного факультету.

Метою посiбника є послiдовне формулювання та пояснення пра-
вил дiаграмної технiки Фейнмана для процесiв у Стандартнiй Моде-
лi. Спочатку основнi принципи дiаграмної технiки виводяться на при-
кладi квантової електродинамiки. Розглядаються матриця розсiяння,
теорема Вiка та зв’язок ряду теорiї збурень iз сукупнiстю дiаграм
Фейнмана. Окрему увагу придiлено питанням, якi часто залишаю-
ться поза увагою при формальному викладеннi правил: множникам
симетрiї, перестановкам лiнiй кiнцевих частинок, напрямкам чотири-
iмпульсiв, вiртуальним частинкам та знакам, пов’язаним iз фермiон-
ними петлями. Розглядаються важливi поняття перехресної iнварiан-
тностi та просторово-часового представлення дiаграм.

Пiсля цього отриманi правила застосовуються до конкретних про-
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цесiв за участi фермiонiв у Стандартнiй Моделi. На цих прикладах
демонструється, як iз лагранжiана взаємодiї безпосередньо отримую-
ться вiдповiднi вершини та як за допомогою них будуються амплiтуди
фiзичних процесiв. Окремо розглядаються електромагнiтна та слабка
взаємодiї, фермiоннi розпади бозона Хiггса i 𝑍-бозона, а також процес
народження кварк-антикваркової пари через злиття двох глюонiв.

Окремий роздiл посiбника присвячений взаємодiям векторних по-
лiв. Тут розглядаються три- та чотиривекторнi взаємодiї електрослаб-
кого сектора, самодiя глюонних полiв у квантовiй хромодинамiцi та
їх застосування до конкретних фiзичних процесiв. Особливе мiсце за-
ймає процес 𝑊+𝑊− → 𝛾𝛾, який є наочним прикладом того, як стру-
ктура неабелевої калiбрувальної теорiї забезпечує правильнi власти-
востi амплiтуди та її високoенергетичної поведiнки.

Завершальна частина посiбника присвячена остаточному форму-
люванню правил дiаграмної технiки Стандартної Моделi в унiтарно-
му калiбруваннi. Це дозволяє розглянути структуру калiбрувальних
полiв i зрозумiти, як вибiр калiбрування впливає на набiр полiв та
правила Фейнмана, якi використовуються у розрахунках.

Таким чином, посiбник побудований за принципом переходу вiд
загальних положень до конкретних фiзичних процесiв: вiд лагран-
жiана та матрицi розсiяння — до теореми Вiка, дiаграм Фейнмана,
правил для окремих вершин i, зрештою, до розрахунку амплiтуд про-
цесiв у Стандартнiй Моделi. Такий пiдхiд має на метi показати, що
правила дiаграмної технiки не є набором окремих постулатiв для за-
пам’ятовування, а безпосередньо випливають iз квантової теорiї поля
та структури лагранжiана Стандартної Моделi.
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2 Лагранжiан Cтандартної Моделi

Наведемо Лагранжiан Стандартної Моделi фiзики елементарних
частинок (СМ) в дещо спрощеному виглядi, а саме в унiтарному калi-
бруваннi та пiсля спонтанного порушення симетрiї поля Хiггса [1, 2],
тобто коли iзотопiчний дублет поля Хiггса набуває вигляду

𝐻 =

⎛⎝ 0
𝑣 + ℎ√

2

⎞⎠ (2.1)

та не мiстить голдстоунiвських бозонних полiв.
Запис лагранжiану Стандартної Моделi в унiтарному калiбруван-

нi є найбiльш зручним для розрахунку процесiв в СМ без урахування
петльових (радiацiйних) поправок. Оскiльки лагранжiан СМ є доста-
тньо громiздким, його зручно представити у виглядi суми окремих
складових

ℒ𝑆𝑀 = ℒ𝑄𝐶𝐷 +ℒ𝑌 +ℒ𝑉 +ℒ𝐻 +ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒
𝑙𝑒𝑝𝑡 +ℒ𝑖𝑛𝑡

𝑓,𝑒𝑚 +ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 +ℒ𝑖𝑛𝑡

𝐻𝑉 . (2.2)

Розглянемо окремi складовi наведеного виразу.

ℒ𝑄𝐶𝐷 = −1

4

8∑︁
𝑎=1

𝐺𝑎
𝜇𝜈𝐺

𝑎,𝜇𝜈 +
∑︁

кварки
𝑞

(︃
𝑖𝛾𝜇

(︃
𝜕𝜇 − 𝑖𝑔𝑠

8∑︁
𝑎=1

𝑇 𝑎𝐺𝑎
𝜇

)︃
−𝑚𝑞

)︃
𝑞

(2.3)
є лагранжiаном квантової хромодинамiки (КХД) (QCD вiд quantum
chromodynamics – в англ. лiтературi), котрий включає в себе 6 квар-
кових полiв (𝑢, 𝑑, 𝑐, 𝑠, 𝑡, 𝑏), 8 безмасових глюонних полiв, що є кванта-
ми калiбрувальних полiв 𝐺𝑎

𝜇, та їх взаємодiю мiж собою. Нагадаємо,
що 𝑇 𝑎 є генераторами групи 𝑆𝑈𝐶(3) i є матрицями 3 × 3, а кварко-
ва функцiя 𝑞 являє собою стовпчик iз трьох кольорових компонент
(червоний, зелений, синiй) певного кварка.

Величина 𝐺𝑎
𝜇𝜈 є узагальненим тензором Максвелла в теорiї неабе-

левої калiбрувальної групи 𝑆𝑈(3)

𝐺𝑎
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎

𝜇 + 𝑔𝑠𝑓
𝑎𝑏𝑐𝐺𝑏

𝜇𝐺
𝑐
𝜈 , (2.4)

де 𝑓𝑎𝑏𝑐 – структурнi константи групи 𝑆𝑈(3). Таким чином, перший
доданок лагранжiану (2.3) описує взаємодiю мiж глюонними полями.

7



Використавши означення (2.4), можна записати

ℒ𝑔 = −1

4
G𝑎

𝜇𝜈G𝑎,𝜇𝜈 − 1

2
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐
(︀
𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎

𝜇

)︀
𝐺𝑏,𝜇𝐺𝑐,𝜈−

− 1

4
𝑔2𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐺𝑏
𝜇𝐺

𝑐
𝜈𝐺

𝑑,𝜇𝐺𝑒,𝜈 , (2.5)

де
G𝑎

𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐺
𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎

𝜇 (2.6)

кiнетичний тензор Максвелла без самодiї полiв.
Як можна побачити з (2.5), iснують доданки взаємодiї мiж собою

трьох та чотирьох глюонних полiв за рахунок того, що група КХД є
неабелевою групою.

Взаємодiю кваркiв у КХД можна записати у зручному виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑄𝐶𝐷 = 𝑔𝑠

∑︁
кварки

8∑︁
𝑎=1

∑︁
𝑐,𝑐′=𝑟,𝑔,𝑏

𝑞𝑐𝛾
𝜇𝑇 𝑎

𝑐𝑐′𝑞𝑐′𝐺
𝑎
𝜇, (2.7)

де елементи матрицi 𝑇 𝑎
𝑐𝑐′ визначають iнтенсивнiсть взаємодiї кваркiв

кольорiв 𝑐 та 𝑐′ з глюонним полем з груповим iндексом 𝑎 i будуть
входити до вiдповiдних вершин дiаграм Фейнмана в КХД. Звертаємо
увагу на те, що глюонна взаємодiя кваркiв не змiнює кварковий аро-
мат (вiдбувається зi збереженням аромату), але може призвести до
змiни кольору кваркiв (кольорових зарядiв). Саме тому теорiя силь-
них взаємодiй отримала назву квантової хромодинамiки (вiд грецько-
го 𝜒𝜌𝜔𝜇𝛼 – колiр). Тут доречно вiдзначити, що назва глюонних полiв
походить вiд англ. 𝑔𝑙𝑢𝑒 – клей, тобто це поля, що нiби склеюють квар-
ки всерединi барiонiв та адронiв.
ℒ𝑌 описує юкавiвську взаємодiю фермiонiв iз бозоном Хiггса

ℒ𝑌 = −
∑︁
𝑓

𝑚𝑓

𝑣
𝑓𝑓ℎ, (2.8)

де 𝑚𝑓 — маса фермiона, а пiдсумовування вiдбувається за всiма фер-
мiонами СМ. Як можна побачити, в якостi заряду юкавiвської взає-
модiї виступає безрозмiрна комбiнацiя 𝑚𝑓/𝑣. Тобто, чим важчий фер-
мiон, тим сильнiше вiн взаємодiятиме з бозоном Хiггса. З виразу (2.8)
також випливає, що у СМ нейтрино з полем Хiггса не взаємодiють.
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ℒ𝑉 є лагранжiаном взаємодiї векторних полiв електрослабкої тео-
рiї: фотонiв, 𝑊±-бозонiв, 𝑍-бозонiв, включаючи їхнi самовзаємодiї

ℒ𝑉 = −1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 − 1

2
𝑊−

𝜇𝜈𝑊
+,𝜇𝜈−

− 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 𝑍𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈 +𝑊+,𝜇𝐴𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2] (2.9)

де введено позначення

𝑎
←→
𝜕 𝜇𝑏 = 𝑎 𝜕𝜇𝑏− (𝜕𝜇𝑎) 𝑏, (2.10)

а тензори 𝐹𝜇𝜈 , 𝑍𝜇𝜈 та 𝑊±
𝜇𝜈 визначенi як

𝐹𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝐴𝜈−𝜕𝜈𝐴𝜇, 𝑍𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑍𝜈−𝜕𝜈𝑍𝜇 𝑊±
𝜇𝜈 = 𝜕𝜇𝑊

±
𝜈 −𝜕𝜈𝑊±

𝜇 . (2.11)

Як бачимо, електрично нейтральнi поля 𝐴, 𝑍 взаємодiють з зарядже-
ними полями 𝑊± бозонiв. Вiдсутнi взаємодiї типу 𝐴𝐴𝐴, 𝐴𝑍𝑍, 𝑍𝑍𝑍,
𝐴𝐴𝑍 та 4-взаємодiї 𝐴, 𝑍 полiв без участi полiв 𝑊± бозонiв.
ℒ𝐻 є лагранжiаном вiльного поля Хiггса та його самодiї

ℒ𝐻 =
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 𝑚2

ℎ

2𝑣
ℎ3 − 𝑚2

ℎ

8𝑣2
ℎ4, (2.12)

де 𝑚ℎ =
√
2𝜆 𝑣 – маса поля Хiггса, 𝜆 – константа самодiї.

Наступний доданок є лагранжiаном вiльних лептонiв

ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒
𝑙𝑒𝑝𝑡 =

∑︁
𝑛

ℓ̄𝑛(𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇 −𝑚ℓ𝑛)ℓ𝑛 +

∑︁
𝑛

𝜈𝐿,𝑛𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝐿,𝑛 , (2.13)

де пiдсумовування вiдбувається по трьох поколiннях частинок, заря-
дженi лептони (ℓ𝑛) знаходяться в масовому, а нейтрино – в ароматно-
му базисi.
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ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑒𝑚 є лагранжiаном електромагнiтних взаємодiй фермiонiв

ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑒𝑚 = 𝑒

∑︁
𝑓

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇, (2.14)

де сума вiдбувається за всiма фермiонами (лептонами та кварками),
𝑒 — позитивний заряд протона, 𝑞𝑓 — електричний заряд фермiона в
одиницях заряду протона (𝑞𝑒 = −1, 𝑞𝜈 = 0). Лагранжiан ℒ𝑓𝑟𝑒𝑒

𝑙𝑒𝑝𝑡 разом
iз лагранжiаном ℒ𝑖𝑛𝑡

𝑓,𝑒𝑚 утворюють лагранжiан квантової електроди-
намiки (КЕД) (QED вiд quantum electrodynamics – в англ. лiтературi).
ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 є лагранжiаном слабких взаємодiй фермiонiв

ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑤𝑒𝑎𝑘 =

𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑛

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1−𝛾5)ℓ𝑛𝑊+
𝜇 + ℓ̄𝑛𝛾

𝜇(1−𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+ (2.15)

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑚,𝑛

[︀
𝑢̄𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉𝑚𝑛𝑑𝑛𝑊
+
𝜇 + 𝑑𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉 *
𝑚𝑛𝑢𝑛𝑊

−
𝜇

]︀
,

де 𝑡𝑓3 — проекцiя iзотопiчного спiну фермiонiв (+1/2 для 𝑢𝐿𝑛 кваркiв
та нейтрино; −1/2 для 𝑑𝐿𝑛 кваркiв та лептонiв ℓ𝐿𝑛) та 𝑉 – матриця
змiшування Кабiббо-Кобаяшi-Маскави.
ℒ𝑖𝑛𝑡
𝐻𝑉 описує взаємодiю бозона Хiггса з векторними бозонами

ℒ𝑖𝑛𝑡
𝐻𝑉 = 𝑚2

𝑊

2ℎ

𝑣
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑊

ℎ2

𝑣2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑍

ℎ

𝑣
𝑍𝜇𝑍𝜇+

𝑚2
𝑍

2

ℎ2

𝑣2
𝑍𝜇𝑍𝜇,

(2.16)

а фотони та глюони, як безмасовi частинки, напряму не взаємодiють
iз полем Хiггса.

Наведемо тепер повний вигляд лагранжiана СМ в унiтарному ка-
лiбруваннi та пiсля спонтанного порушення симетрiї поля Хiггса:

10



ℒ𝑆𝑀 =
∑︁

кварки
𝑞(𝑖𝛾𝜇𝜕𝜇−𝑚𝑞)𝑞+

∑︁
𝑛

𝑒𝑛(𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇−𝑚𝑒𝑛)𝑒𝑛+

∑︁
𝑛

𝜈𝑛𝑖𝛾
𝜇𝜕𝜇𝜈𝑛+

+
1

2
𝜕𝜇ℎ𝜕𝜇ℎ−

𝑚2
ℎ

2
ℎ2 − 1

4
𝐹𝜇𝜈𝐹

𝜇𝜈 − 1

4
𝑍𝜇𝜈𝑍

𝜇𝜈 +
𝑚2

𝑍

2
𝑍𝜇𝑍𝜇−

− 1

2
𝑊−

𝜇𝜈𝑊
+,𝜇𝜈 +𝑚2

𝑊𝑊−
𝜇 𝑊

+,𝜇 − 1

4
G𝑎

𝜇𝜈G𝑎,𝜇𝜈−

− 1

2
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐
(︀
𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎

𝜇

)︀
𝐺𝑏,𝜇𝐺𝑐,𝜈 − 1

4
𝑔2𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐺𝑏
𝜇𝐺

𝑐
𝜈𝐺

𝑑,𝜇𝐺𝑒,𝜈−

− 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 𝑍𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈 +𝑊+,𝜇𝐴𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2]+

+ 𝑔𝑠
∑︁

кварки

8∑︁
𝑎=1

∑︁
𝑐,𝑐′=𝑟,𝑔,𝑏

𝑞𝑐𝛾
𝜇𝑇 𝑎

𝑐𝑐′𝑞𝑐′𝐺
𝑎
𝜇 + 𝑒

∑︁
𝑓

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇+

+
𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇
[︁
𝑡𝑓3 (1− 𝛾5)− 2𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊

]︁
𝑓𝑍𝜇+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑛

[︀
𝜈𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑒𝑛𝑊+
𝜇 + 𝑒𝑛𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝜈𝑛𝑊−
𝜇

]︀
+

+
𝑔

2
√
2

∑︁
𝑚,𝑛

[︀
𝑢̄𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉𝑚𝑛𝑑𝑛𝑊
+
𝜇 + 𝑑𝑚𝛾

𝜇(1− 𝛾5)𝑉 *
𝑚𝑛𝑢𝑛𝑊

−
𝜇

]︀
−

− 𝑚2
ℎ

2𝑣
ℎ3 − 𝑚2

ℎ

8𝑣2
ℎ4 −

∑︁
𝑓

𝑚𝑓

𝑣
𝑓𝑓ℎ+𝑚2

𝑊

2ℎ

𝑣
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +𝑚2
𝑊

ℎ2

𝑣2
𝑊−,𝜇𝑊+

𝜇 +

+𝑚2
𝑍

ℎ

𝑣
𝑍𝜇𝑍𝜇 +

𝑚2
𝑍

2

ℎ2

𝑣2
𝑍𝜇𝑍𝜇, (2.17)
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3 Базовi принципи дiаграмної технiки
Фейнмана на прикладi квантової
електродинамiки

Iсторично, квантова електродинамiка (КЕД) була створена як те-
орiя взаємодiї електронiв, позитронiв i фотонiв. У сучаснiй квантовiй
теорiї поля пiд КЕД зазвичай розумiють будь-яку квантову калiбру-
вальну теорiю групи 𝑈(1), в якiй фотон взаємодiє з електрично заря-
дженими полями. Обмежимося в цьому роздiлi випадком фермiонних
заряджених полiв. Тому КЕД-взаємодiї мають не лише електрони, а
й мюони, тау-лептони та кварки.

Лагранжiан електромагнiтної взаємодiї заряджених фермiонiв в
КЕД має вигляд

ℒ𝑖𝑛𝑡
𝑓,𝑒𝑚 = 𝑒

∑︁
𝑓

𝑞𝑓𝑓𝑛𝛾
𝜇𝑓𝑛𝐴𝜇, (3.18)

де сума вiдбувається за всiма фермiонами (лептонами та кварками),
𝑒 — позитивний заряд протона, 𝑞𝑓 — електричний заряд фермiона в
одиницях заряду протона (𝑞𝑒 = −1, 𝑞𝜈 = 0).

Правила дiаграмної технiки Фейнмана для КЕД є найбiльш про-
стими i отримуються явно, виходячи з лагранжiану КЕД та теорем
Вiка. Зробимо короткий огляд та нагадаємо, як це робиться.

3.1 Матриця розсiяння
Для початку зазначимо, що правила дiаграмної технiки Фейнмана

використовуються для запису елементiв так званої матрицi розсiян-
ня 𝑆, знаючи яку, можна отримати спостережуванi характеристики
процесiв за участю елементарних частинок [3–5]. Бiльш точно, для
розрахунку спостережуваних величин нам буде потрiбна амплiтуда
матрицi розсiяння. Нагадаємо, як вона вводиться.

Нехай у початковому станi 𝑖 (initial) буде 𝑁𝑖 частинок, а в кiнце-
вому станi 𝑓 (final) 𝑁𝑓 частинок. Якщо система замкнена, то в нiй
мають зберiгатися енергiя та iмпульс, що дозволяє записати

𝑆𝑓𝑖 = 𝛿𝑓𝑖 + 𝑖(2𝜋)4𝑇𝑓𝑖𝛿
4

⎛⎝ 𝑁𝑓∑︁
𝛽=1

𝑝𝑓𝛽 −
𝑁𝑖∑︁
𝛼=1

𝑝𝑖𝛼

⎞⎠, (3.19)
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де перший доданок 𝛿𝑓𝑖 враховує частковий випадок, коли реакцiя не
вiдбулася.

В свою чергу в 𝑇 -матрицi видiляються множники, що входять в
означення хвильових функцiй початкових та кiнцевих частинок реа-
кцiї, що дозволяє записати 𝑇 -матрицю у виглядi

𝑇𝑓𝑖 =
ℳ𝑓𝑖∏︀𝑁𝑖

𝛼=1

√
2𝑉 𝐸𝑖𝛼

∏︀𝑁𝑓

𝛽=1

√︀
2𝑉 𝐸𝑓𝛽

, (3.20)

деℳ𝑓𝑖 i є шуканою амплiтудою реакцiї. Саме через неї безпосередньо
виражаються перерiзи реакцiй та ширини розпадiв частинок. Пита-
ння розрахунку фiзичних спостережуваних виходить за межi цього
посiбника. Детальний розгляд цього питання наведений, наприклад,
в [3–5].

Якщо стала взаємодiї мiж полями є меншою за одиницю, то для
запису 𝑆-матрицi використовують ряд теорiї збурень1:

𝑆 = 𝑇𝑒
𝑖

∞∫︀
−∞

𝑑4𝑥 ℒ̂𝑖𝑛𝑡

=1̂+𝑖

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 ℒ̂𝑖𝑛𝑡+
𝑖2

2!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑇
[︁
ℒ̂𝑖𝑛𝑡 · ℒ̂𝑖𝑛𝑡

′
]︁

+
(𝑖)3

3!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑑4𝑥′′𝑇
[︁
ℒ̂𝑖𝑛𝑡 · ℒ̂𝑖𝑛𝑡

′ · ℒ̂𝑖𝑛𝑡
′′
]︁
+ ... (3.21)

де 𝑇 – оператор хронологiчного впорядкування, ℒ̂𝑖𝑛𝑡 – лагранжiан
взаємодiї записаний через вторинно квантованi поля у представленнi
взаємодiї, 𝑑4𝑥 = 𝑑𝑡 𝑑3𝑥, а штрих поблизу польових функцiй означає,
що вiдповiдна величина залежить вiд 𝑥′.

Буде корисно записати простий вираз для 𝑆-матрицi у випадку, ко-
ли фотони взаємодiють лише з електрон-позитронним полем ℓ, тобто
коли ℒ𝑖𝑛𝑡 = −𝑒ℓ̄𝛾𝜇ℓ𝐴𝜇:

𝑆 = 𝑇𝑒
−𝑖𝑒

∞∫︀
−∞

𝑑4𝑥 𝑁̂
(︁
^̄ℓ𝛾𝜇ℓ̂

)︁
𝐴𝜇

= 1̂ + (−𝑖𝑒)
∞∫︁

−∞

𝑑4𝑥 𝑁̂(ˆ̄ℓ𝛾𝜇ℓ̂)𝐴𝜇+ (3.22)

1Ми працюємо в системi одиниць ℏ = 𝑐 = 1.
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+
(−𝑖𝑒)2

2!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑇
[︁
𝑁̂(ˆ̄ℓ𝛾𝜇ℓ̂)𝐴𝜇 · 𝑁̂(ˆ̄ℓ ′𝛾𝜈 ℓ̂ ′)𝐴′

𝜈

]︁
+

+
(−𝑖𝑒)3

3!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑑4𝑥′′×

× 𝑇
[︁
𝑁̂(ˆ̄ℓ𝛾𝜇ℓ̂)𝐴𝜇 · 𝑁̂(ˆ̄ℓ ′𝛾𝜈 ℓ̂ ′)𝐴′

𝜈 · 𝑁̂(ˆ̄ℓ ′′𝛾𝜂 ℓ̂ ′′)𝐴′′
𝜂

]︁
+ ... (3.23)

де ми використали оператор нормального впорядкування 𝑁 для фер-
мiонного струму, щоб уникнути нефiзичних результатiв для вакуум-
ного середнього вiд струму, а саме наявностi ненульового заряду в
системi за вiдсутностi в нiй частинок. Таким чином, ми отримали ряд
теорiї збурень за малим безрозмiрним параметром 𝑒 =

√
4𝜋𝛼 ≈ 0.3.

Для прямого розрахунку елементiв 𝑆-матрицi, записаної через вто-
ринно квантованi польовi функцiї, її потрiбно усереднити по початко-
вих та кiнцевих станах простору Фока, записаних у представленнi чи-
сел заповнення |𝑛1;𝑛2; ...⟩. Оскiльки ця процедура розрахунку з пер-
ших принципiв досить громiздка та потребує багато часу, її було замi-
нено формалiзмом дiаграмної технiки Фейнмана, де запис громiздких
математичних виразiв було ототожнено з вiзуальним представленням
фiзичних процесiв за допомогою графiчних дiаграм. Це стало можли-
вим завдяки застосуванню до запису 𝑆-матрицi у виглядi ряду теорiї
збурень теорем Вiка.

В цьому мiсцi також буде корисно навести вирази для вторинно-
квантованих операторiв електромагнiтного та фермiонного полiв

Ψ̂(𝑥)=
∑︁

𝜇=±1

∞∑︁
𝑘⃗=−∞

1√︀
2𝑉 𝜀𝑘⃗

(︁
𝑎̂𝑘⃗,𝜇𝜐

𝜇
𝑘 𝑒

−𝑖 𝑘𝑥 + 𝑏̂+
𝑘⃗,𝜇
𝜐𝜇−𝑘 𝑒

𝑖 𝑘𝑥
)︁
, (3.24)

ˆ̄Ψ(𝑥)=
∑︁

𝜇=±1

∞∑︁
𝑘⃗=−∞

1√︀
2𝑉 𝜀𝑘⃗

(︁
𝑎̂+
𝑘⃗,𝜇
𝜐𝜇𝑘 𝑒

𝑖 𝑘𝑥 + 𝑏̂𝑘⃗,𝜇𝜐
𝜇
−𝑘 𝑒

−𝑖 𝑘𝑥
)︁
, (3.25)

𝐴𝜇(𝑥) =

2∑︁
𝜆=1

∞∑︁
𝑘⃗=−∞

1√︀
2𝑉 𝜔𝑘⃗

(︁
𝜖𝜆𝜇(𝑘⃗)𝑐𝜆, 𝑘⃗ 𝑒

−𝑖 𝑘𝑥 + 𝜖*𝜆𝜇(𝑘⃗)𝑐
+

𝜆, 𝑘⃗
𝑒𝑖 𝑘𝑥

)︁
, (3.26)
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де 𝑎̂𝑘⃗,𝜇 (𝑎̂+
𝑘⃗,𝜇

) та 𝑏̂𝑘⃗,𝜇 (𝑏̂+
𝑘⃗,𝜇

) є операторами знищення (народження) фер-
мiонiв та антифермiонiв з квантовими числами просторового iмпульсу
𝑘⃗ та спiральностi 𝜇 вiдповiдно, 𝜐𝜇𝑘 (𝜐𝜇− 𝑘) – одночастинковi бiспiнорнi
функцiї фермiонiв (антифермiонiв); 𝑐𝜆, 𝑘⃗ (𝑐+

𝜆, 𝑘⃗
) є операторами знище-

ння (народження) квантiв електромагнiтного поля (фотонiв) з кван-
товими числами просторового iмпульсу 𝑘⃗ та поляризацiєю 𝜆, 𝜖𝜆𝜇(𝑘⃗)
– 4-вектор поляризацiї фотона з просторовим iмпульсом 𝑘⃗ та поля-
ризацiєю 𝜆, що для безмасового векторного поля приймає лише два
можливих значення. Знаючи значення просторового iмпульсу 𝑘⃗, енер-
гiя частинки визначається однозначно: 𝑘0 =

√︀
𝑚2 + 𝑘⃗ 2.

3.2 Теореми Вiка
Введемо поняття спарювання двох операторiв як рiзницю їх хро-

нологiчно впорядкованого та нормального добуткiв:

𝐴̂(𝑥1)𝐵̂(𝑥2) = 𝑇 (𝐴(𝑥1)𝐵̂(𝑥2))− 𝑁̂(𝐴(𝑥1)𝐵̂(𝑥2)). (3.27)

Перша теорема Вiка стверджує, що

𝑇
(︁
𝑂̂1(𝑥1)𝑂̂2(𝑥2)...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︁
=
∑︁
⊓
𝑁̂
(︁
𝑂̂1(𝑥1)𝑂̂2(𝑥2)...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︁
, (3.28)

де сума ведеться за всiма можливими спарюваннями мiж оператора-
ми, включаючи їх вiдсутнiсть.

Друга теорема Вiка стверджує, що

𝑇
(︁
𝑂̂1(𝑥1)𝑁̂

(︁
𝑂̂2(𝑥2)𝑂̂3(𝑥3)

)︁
...𝑁̂

(︁
𝑂̂𝑘(𝑥𝑘)𝑂̂𝑘+1(𝑥𝑘+1)

)︁
...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︁
=

=
∑︁
⊓ ′

𝑁̂
(︁
𝑂̂1(𝑥1) 𝑂̂2(𝑥2)...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︁
, (3.29)

де сума ведеться за всiма можливими спарюваннями мiж оператора-
ми, включаючи їх вiдсутнiсть, за винятком спарювання мiж операто-
рами пiд знаком нормального впорядкування. При цьому нормальний
добуток зi спарюванням визначається як

𝑁̂

(︂
𝑂̂1(𝑥1)...𝑂𝑗

ˆ (𝑥𝑗)...𝑂𝑘
ˆ (𝑥𝑘)...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︂
= 𝜂𝑂𝑗

ˆ (𝑥𝑗)𝑂𝑘
ˆ (𝑥𝑘)×

×𝑁̂
(︁
𝑂̂1(𝑥1)...𝑂̂𝑗−1(𝑥𝑗−1)𝑂̂𝑗+1(𝑥𝑗+1)...𝑂̂𝑘−1(𝑥𝑘−1)𝑂̂𝑘+1(𝑥𝑘+1)...𝑂̂𝑛(𝑥𝑛)

)︁
(3.30)
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де 𝜂 – фазовий множник, що дорiвнює одиницi для бозонних опе-
раторiв та (−1)𝑝 – для фермiонних операторiв, де 𝑝 – кiлькiсть ви-
користаних фермiонних перестановок вiд початкового порядку роз-
ташування операторiв 1 ... 𝑗−1 𝑗 𝑗+1 ... 𝑘−1 𝑘 𝑘+1 ... 𝑛 до кiнцевого
𝑗 𝑘 1 ... 𝑗−1 𝑗+1 ... 𝑘−1 𝑘+1 ... 𝑛. Останнє твердження пов’язане з тим,
що пiд знаком нормального впорядкування всi фермiоннi оператори
антикомутують.

Розрахунок спарювань операторiв показує, що вони дорiвнюють
пропагаторам вiдповiдних полiв або нулевi:⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

Ψ𝛼
ˆ (𝑥)𝐴𝜇

ˆ (𝑥 ′) = Ψ̄𝛼
ˆ (𝑥)𝐴𝜇

ˆ (𝑥 ′) = 0;

Ψ𝛼
ˆ (𝑥)Ψ𝛽

ˆ (𝑥 ′) = Ψ̄𝛼
ˆ (𝑥)Ψ̄𝛽

ˆ (𝑥 ′) = 0;

𝐴𝜈
ˆ (𝑥)𝐴𝜇

ˆ (𝑥 ′) = 𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑥, 𝑥

′);

Ψ𝛼
ˆ (𝑥)Ψ̄𝛽

ˆ (𝑥 ′) = −Ψ̄𝛽
ˆ (𝑥 ′)Ψ𝛼

ˆ (𝑥) = 𝐺𝛼𝛽(𝑥− 𝑥 ′).

(3.31)

3.3 Ряд теорiї збурень 𝑆-матрицi як сума дiаграм
Нехай кожному оператору квантованого поля та cпарюваннню мiж

операторами буде вiдповiдати певне графiчне зображення:

Тодi, використавши теореми Вiка, розклад 𝑆-матрицi (3.21) можна
графiчно представити у виглядi суми дiаграм (будемо лiворуч писати
математичну формулу, а праворуч – дiаграму, що їй вiдповiдає):

𝑆 = 1̂ + (−𝑖𝑒)
∞∫︁

−∞

𝑑4𝑥 𝑁̂
(︁
ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂

)︁
𝐴𝜇+

+
(−𝑖𝑒)2

2!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑇
[︁
𝑁̂
(︁
ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂

)︁
𝐴𝜇 𝑁̂

(︁
ˆ̄Ψ ′𝛾𝜈Ψ̂ ′

)︁
𝐴′

𝜈

]︁
+ ... =

= 1̂+
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(−𝑖𝑒)𝑁̂
∞∫︀

−∞
𝑑4𝑥 ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂𝐴𝜇+

𝑁̂
(−𝑖𝑒)2

2!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂𝐴𝜇
ˆ̄Ψ ′𝛾𝜈Ψ̂ ′𝐴′

𝜈 + x,m

Y(  )x
^

Y(  )x
^

Am(  )x
^

x’,n Y( )x’
^

Y( )x’
^

An( )x’^
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плюс дiаграми третього та вищих порядкiв теорiї збурень.
Можна показати, що для опису певного фiзичного процесу потрi-

бно використати всi можливi дiаграми (в усiх порядках теорiї збу-
рень), в яких вiльнi кiнцi вiдповiдають частинкам (квантам поля),
взаємодiя яких розглядається. Справдi, вiльним кiнцям дiаграм зi-
ставляються оператори вiдповiдного поля, i саме вони будуть залученi
при обчисленнi усереднення за початковим та кiнцевим станами. Вну-
трiшнi ж лiнiї дiаграм при цьому не будуть визначальними, оскiльки
являють собою величини неоператорної природи.

3.4 Множник симетрiї дiаграми
Для кожної дiаграми 𝑛-го порядку, що описує певний фiзичний

процес, вводиться комбiнаторний множник 𝑁 , який дорiвнює кiлько-
стi доданкiв теореми Вiка, що вiдповiдають данiй дiаграмi, подiленiй
на 𝑛! [4]:

𝑁 =
кiлькiсть доданкiв теореми Вiка

𝑛!
. (3.32)

Замiсть множника 𝑁 в лiтературi часто використовують обернену ве-
личину 𝑁 = 1/𝑆, де 𝑆 отримав назву множника симетрiї.

Як правило, множник симетрiї дорiвнює одиницi. Це пов’язано з
тим, що кiлькiсть доданкiв теореми Вiка, якi вiдповiдають певнiй дi-
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аграмi в 𝑛-му порядку теорiї збурень, дорiвнює 𝑛!. Усi цi доданки
дають однаковий внесок, оскiльки вiдрiзняються лише змiною позна-
чень «нiмих» iндексiв iнтегрування (або пiдсумовування). Тому мно-
жник 1/𝑛!, що виникає при розкладi експоненти матрицi розсiяння,
точно компенсується множником 𝑛!, який з’являється внаслiдок пе-
рестановок координатних точок взаємодiї. Iнакше кажучи, число 𝑛!
однакових доданкiв теореми Вiка є кiлькiстю способiв перенумерацiї
вершин дiаграми, що не змiнюють її топологiї.

Лише за наявностi додаткових симетрiй дiаграми кiлькiсть рiзних
перенумерацiй, що приводять до одного й того самого внеску, виявля-
ється меншою за 𝑛!, i тодi виникає нетривiальний множник симетрiї.
Приклади таких дiаграм, з додатковими симетрiями, ми зараз i роз-
глянемо.

Фотон-фотонне розсiяння
Розглянемо дiаграму фотон-фотонного розсiяння 𝛾 + 𝛾 → 𝛾 ′ + 𝛾 ′

в четвертому порядку теорiї збурень i спробуємо знайти її множник
симетрiї.

Очевидно, iснують 4! варiанти розташування точок 𝑥𝑖. Однак, якщо
ранiше кожному з варiантiв перестановки точок вiдповiдав окремий
доданок з теореми Вiка, внесок кожного з яких був однаковим i, та-
ким чином, 𝑛! у знаменнику зникав, то в даному випадку ситуацiя
змiниться. Справа в тому, що для такого типу дiаграм при циклiчно-
му змiщеннi точок доданок у теоремi Вiка не змiнюється. Справдi,
дiаграмам iз циклiчним розташуванням точок

21

4 3

21

4 3

21

4 3 2

14

3 2

14

3 2

14

3 2 1

43

2 1

43

2 1

43 2

1 4

32

1 4

32

1 4

3

вiдповiдає лише один доданок з теореми Вiка

.

Оскiльки будь-якiй дiаграмi можна зiставити 4 циклiчно iденти-
чних, то загальна кiлькiсть доданкiв з теореми Вiка буде в 4 рази
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меншою вiд кiлькостi варiантiв розташування точок 𝑥𝑖. Всi цi доданки
будуть давати однаковий внесок, оскiльки будуть вiдрiзнятися лише
замiною iндексiв пiдсумовування та iнтегрування. Тодi комбiнаторний
множник дiаграми 𝑁 = (4!/4)/4! = 1/4, а iндекс симетрiї 𝑆 = 4.

Зазначимо, що для аналогiчної 𝑛-точкової дiаграми, що утворює
замкнену фiгуру з 𝑛 внутрiшнiх фермiонних лiнiй, множник симетрiї
дiаграми буде 𝑆 = 𝑛.

Електрон-електронне розсiяння в четвертому порядку
Розглянемо тепер iндекс однiєї з декiлькох дiаграм (зображена

праворуч), що вiдповiдають за електрон-електронне розсiяння в че-
твертому порядку теорiї збурень (див. розд.
5). Як i в попередньому випадку тут та-
кож iснує 4! варiантiв розташування точок
𝑥𝑖, однак дiаграма не має симетрiї до ци-
клiчних перестановок. Наприклад, таким
дiаграмам:

1 2

34

1

23

4

будуть вiдповiдати наступнi рiзнi доданки з теореми Вiка, вiдповiдно:

Ψ̄
(1)
𝛾𝜇Ψ(1)Ψ̄

(2)
𝛾𝜈Ψ(2)Ψ̄(3)𝛾𝜒Ψ(3)Ψ̄(4)𝛾𝜎Ψ(4) ×𝐴(1)

𝜇 𝐴(2)
𝜈 𝐴(3)

𝜒 𝐴(4)
𝜎 , (3.33)

Ψ̄
(1)
𝛾𝜇Ψ(1)Ψ̄(2)𝛾𝜈Ψ(2)Ψ̄(3)𝛾𝜒Ψ(3)Ψ̄(4)𝛾𝜎Ψ(4) ×𝐴(1)

𝜇 𝐴(2)
𝜈 𝐴(3)

𝜒 𝐴(4)
𝜎 . (3.34)

Однак для такого типу дiаграм iснує симетрiя щодо вiдображення вiд-
носно вертикальної осi, що проходить через середину рисунка. Напри-
клад, далi наведенi дiаграми мають спiльну схему спарювання (3.33).
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1 2

34

12

3 4

Оскiльки будь-якiй дiаграмi можна зiставити дзеркальну, то за-
гальна кiлькiсть доданкiв з теореми Вiка буде в 2 рази меншою вiд
кiлькостi варiантiв розташування точок 𝑥𝑖. Цi доданки будуть вiд-
рiзнятися лише замiною iндексiв пiдсумовування та iнтегрування, а
отже, комбiнаторний множник дiаграми буде 𝑁 = (4!/2)/4! = 1/2, а
множник симетрiї 𝑆 = 2. Вираз для амплiтуди дiаграми можна запи-
сати як:

𝑆
(4)
𝑓𝑖, part =

(−𝑖𝑒)4

2

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥1...

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥4 𝑖𝐷
𝛾
𝜇𝜈(𝑥1 − 𝑥2)𝑖𝐷𝛾

𝜒𝜎(𝑥3 − 𝑥4)×

⟨0|𝑎3𝑎4𝑁̂
[︁
ˆ̄Ψ(4)𝛾𝜎𝐺(𝑥4 − 𝑥1)𝛾𝜇Ψ̂(1) ˆ̄Ψ(3)𝛾𝜒𝐺(𝑥3 − 𝑥2)𝛾𝜈Ψ̂(2)

]︁
𝑎̂+1 𝑎̂

+
2 |0⟩,
(3.36)

де позначення part (вiд англ. partial – частковий) означає, що для
опису цього процесу в четвертому порядку теорiї збурень ми взяли до
розгляду лише один тип дiаграм.

Дiаграми другого порядку
З наведених прикладiв стає зрозумiлими, що для процесу 𝑒 − 𝑒-

розсiяння в другому порядку теорiї збурень комбiнаторний множник
буде дорiвнювати 𝑁 = 1/2, а множник симетрiї 𝑆 = 2. Справдi, згiдно
з теоремою Вiка зазначеному процесу вiдповiдає лише одна дiаграма

x x’
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А в процесi 𝑒 − 𝑒+-анiгiляцiї в два фотона множник симетрiї до-
рiвнює одиницi, бо iснують двi дiаграми, що описують реакцiю згiдно
з теоремою Вiка,

x x’ + x x’

якi вiдрiзняються замiною 𝑥→ 𝑥′ та дзеркальним вiдображенням вiд-
носно вiдносно вертикальної осi, що проходить через середину дiагра-
ми. Данi дiаграми дають однаковi внески.

В якостi простого завдання переконайтеся, що множник симетрiї
дiаграм для зображених процесiв дорiвнює: а) 1; б ) 2; в) 4; г) 3; д) 4.

a) б) в)
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3.5 Розгалуження дiаграм. Врахування
перестановок лiнiй кiнцевих частинок

Як було зазначено ранiше, для опису певного фiзичного процесу
потрiбно взяти лише тi графiчнi дiаграми з розкладу 𝑆-матрицi по
дiаграмах, згiдно з теоремою Вiка, зовнiшнi лiнiї яких вiдповiдають
частинкам, що беруть участь в реакцiї. Зазначеним дiаграмам слiд зi-
ставити математичнi вирази, що мiстять вторинно квантованi польовi
функцiї згiдно з теоремою Вiка. Отриманi вирази слiд усереднити по
початковому та кiнцевому станах системи в просторi Фока, записаних
у представленнi чисел заповнення |𝑛1;𝑛2; ...⟩.

На щастя, зараз цю громiздку процедуру вже не потрiбно робити.
Вона замiнюється дiаграмною технiкою Фейнмана, де процес пред-
ставляється дiаграмами, яким вiдповiдають математичнi вирази без
вторинно квантованих операторiв. Зовнiшнiм лiнiям вiдповiдають ча-
стинки, що беруть участь у реакцiї.

На цьому етапi i виникає потреба обговорити питання, як проста-
вити у вiдповiднiсть зовнiшнiм лiнiям реальнi частинки. На пiдставi
першопринципних операторних розрахункiв, див., наприклад, [5], мо-
жна сформулювати таке правило.

Пiсля фiксацiї лiнiй дiаграми, що вiдповiдають стартовим частин-
кам реакцiї, необхiдно врахувати всi можливi способи приєднання зов-
нiшнiх лiнiй кiнцевих частинок до вершин дiаграм. Кожному такому
способу вiдповiдає окрема дiаграма Фейнмана. Оскiльки цi дiаграми
описують квантовомеханiчно нерозрiзнюванi альтернативи одного й
того самого процесу, їхнi амплiтуди необхiдно пiдсумовувати. Справ-
дi, наприклад, в реакцiї електрон-позитронної анiгiляцiї в два фотони
неможливо експериментально визначити, з правої чи лiвої вершини
дiаграми випромiнюється фотон з iмпульсом 𝑘1, тому i треба врахо-
вувати два можливих варiанти.

k
2

k
1

p
1

-p
2

p p k= -
1 1

x x’ +

k
2

k
1

p
1

-p
2

p p k= -
1 2x x’

У лiтературi такi дiаграми часто називають дiаграмами, пов’язаними
з перестановкою зовнiшнiх лiнiй. Англiйською мовою також викори-
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стовуються термiни exchange diagrams та crossed diagrams.
Звертаємо увагу, що дiаграми, якi вiдрiзняються перестановкою

двох бозонних лiнiй, матимуть однаковий знак, а дiаграми, що вiд-
рiзняються перестановкою двох фермiонних лiнiй, вiдрiзнятимуться
знаком. Це пов’язано з тим, що при виконаннi усереднення вiд добу-
тку вторинно квантованих функцiй по кiнцевих станах частинок треба
враховувати, що оператори бозонних полiв комутують, а фермiонних
– антикомутують.

3.6 4-iмпульси частинок на лiнiях дiаграмах.
Поняття вiртуальних частинок

Скористаємося наведеними двома дiаграмами електрон-позитронної
анiгiляцiї у два фотони, щоб обговорити питання простановки iмпуль-
сiв по лiнiях дiаграм.

По-перше, давайте вiдзначимо, що лiнiям частинок (електронiв),
якi входять в реакцiю, вiдповiдає лiнiя, що входить в реакцiю. Цiй
лiнiї вiдповiдає 4-iмпульс 𝑝1. Лiнiї античастинки (позитрона) вiдпо-
вiдають лiнiям, що виходять з дiаграми, але їм вiдповiдає 4-iмпульс
−𝑝2, що пiдкреслює, що насправдi позитрон входить в реакцiю i не-
се вхiдний iмпульс 𝑝2. Лiнiї вихiдних фотонiв на дiаграмах позначенi
4-iмпульсами 𝑘1 та 𝑘2, що виходять з дiаграми. Iмпульси внутрiшнiх
лiнiй дiаграм визначаються законом збереження 4-iмпульсiв в кожнiй
вершинi дiаграми. Тодi 4-iмпульс внутрiшньої лiнiї дiаграм електрон-
позитронної аннiгiляцiї можна визначити через закон збереження як
в лiвiй, так i в правiй частинi дiаграми. Звичайно, цi два пiдходи
дають одну й ту саму вiдповiдь, якщо врахувати закон збереження
4-iмпульсу реакцiї в цiлому: 𝑝1 + 𝑝2 = 𝑘1 + 𝑘2.

У формалiзмi дiаграмної технiки Фейнмана внутрiшнiм лiнiям ма-
тематично вiдповiдають пропагатори вiдповiдних полiв, але на якiсно-
му рiвнi, для кращого розумiння фiзики процесiв, внутрiшнiм лiнiям
дiаграми ставлять у вiдповiднiсть так званi вiртуальнi частинки.

Назва вiртуальна частинка використовується у зв’язку з тим, що,
якщо для реальної частинки квадрат 4-iмпульсу дорiвнює квадра-
ту її маси 𝑝2 = 𝜀2 − 𝑝 2 = 𝑚2, то для вiртуальної частинки зазначена
рiвнiсть не виконується, наприклад: (𝑝1 − 𝑘1)

2 = 𝑝21 + 𝑘21 − 2𝑝1𝑘1 =
𝑚2 − 2𝑝1𝑘1 ̸= 𝑚2.

Щодо фiзичного змiсту наведених дiаграм, наприклад першої, то
його можна розумiти так. Електрон 𝑝1, що входить у точку 𝑥 ′, ви-
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промiнює фотон 𝑘1, унаслiдок чого його 4-iмпульс стає 𝑝1 − 𝑘1, тобто
таким, при якому електрон як реальна частинка перестає iснувати
(порушується спiввiдношення мiж її енергiєю та iмпульсом: 𝑝2 ̸= 𝑚2).
Однак, спiввiдношення невизначеностi енергiї-часу ∆𝐸∆𝑡 ≥ ℏ/2 до-
зволяє частинцi перебувати в такому станi лише впродовж деякого
достатньо малого промiжку часу. Якщо за цей час така вiртуальна
частинка провзаємодiє з позитроном, то процес анiгiляцiї вiдбудеться
й утвориться фотон 𝑘2. Якщо ж поблизу не виявиться позитрона, то
електрон поглине випущений фотон i знову перейде в реальний стан
за схемою, наведеною праворуч.

Тобто на рiвнi КЕД взаємодiя вiдбу-
вається шляхом обмiну взаємодiючих
частинок з iншими, вiртуальними ча-
стинками, квантами поля. Квадрат 4-

p
1p

1

k

p k
1
-

iмпульсу вiртуальної частинки може бути як додатнiм, так i вiд’ємним.

Приклад 1. Для процесу 𝑒−𝑒-розсiяння випливає, що вiртуальний
фотон може мати 4-iмпульс 𝑘 = 𝑝3−𝑝1, тобто 𝑘2 = 𝑝3

2+𝑝1
2−2𝑝4𝑝1 =

𝑚2+𝑚2−2(𝜀3𝜀1−𝑝3𝑝1). Щоб оцiнити значення 𝑘2 використаємо такий
прийом. Оскiльки 𝑘2 є скаляром, тобто iнварiантом в усiх системах
вiдлiку, то виберемо систему вiдлiку, де перша частинка перебуває у
спокої, тобто 𝑝1 = (𝑚, 0), тодi 𝑘2 = 2𝑚(𝑚 − 𝜀3) = /𝜀3 > 𝑚/ < 0. Це
дiаграма розсiючого типу.
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Приклад 2. Для процесу електрон-позитронного розсiяння з по-
чатковими частинками з 4-iмпульсами 𝑝1 та 𝑝2, iснує дiаграма, де
𝑘 = 𝑝1 + 𝑝2, тобто 𝑘2 = 𝑝1

2 + 𝑝2
2 + 2𝑝1𝑝2 = 2𝑚2 + 2(𝜀1𝜀2 − 𝑝1𝑝2).

Оберемо систему вiдлiку, де перша частинка перебуває у спокої, тодi
𝑘2 = 2𝑚(𝑚+ 𝜀2) > 0. Це дiаграма анiгiлюючого типу. Фотон тут має
𝑘2 > 0 i формально йому можна зiставити частинку з масою𝑀 =

√
𝑘2.
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−

Звертаємо увагу, як нетривiально, на перший погляд, в цьому про-
цесi електрон-позитронного розсiяння реалiзується принцип розгалу-
ження дiаграм. Це пов’язано з тим, що якщо ми зафiксуємо лiнiї
стартових частинок, то окрiм першої дiаграми не зможемо намалю-
вати iншу. А з наведених на малюнку дiаграм видно, що перша з них
описує процес електрон-позитронного розсiяння через анiгiляцiю по-
чаткових частинок у вiртуальний фотон, який потiм розпадається на
електрон-позитронну пару. Друга ж дiаграма описує процес електрон-
позитронного розсiяння через випромiнювання початковим електро-
ном фотону, який потiм змiнює 4-iмпульс позитрона. Це означає, що
реакцiя в другiй дiаграмi проходить через канал розсiяння.

3.7 Фермiоннi петлi
Розглянемо одну з дiаграм четвертого порядку, що дає уточнення

до електрон-електронного розсiяння та знайдемо на її прикладi вираз,
який вiдповiдатиме фермiоннiй петлi:

x’’,hx’,n
x’’’,sx,m

Згiдно з теоремою Вiка наведенiй дiаграмi вiдповiдає вираз

(  )

2
8

,part

,

де ми врахували, що хоча iснує 4! варiанти розстановок точок 𝑥, ..., 𝑥
′′′

,
їм можна зiставити лише 4!/2 рiзних доданкiв з теореми Вiка. Справ-
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дi, дiаграмам, що вiдрiзняються дзеркальним вiдображенням вiдносно
вертикальної осi по центру рисунка, вiдповiдає один доданок з теоре-
ми Вiка. Отже, множник симетрiї для цiєї дiаграми 𝑆 = 2.

Розглянемо внутрiшню частину, що вiдповiдає петлi. Явно вка-
жемо внутрiшнi iндекси пiдсумовування, що дозволить переставити
множники в необхiдному нам порядку згiдно з (3.30), (3.31):

= −𝑁̂
[︁
ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂𝛾𝜈𝛼𝛽𝐺𝛽𝜉(𝑥

′ − 𝑥′′)𝛾𝜂𝜉𝜒𝐺𝜒𝛼(𝑥
′′ − 𝑥′) ˆ̄Ψ′′′𝛾𝜎Ψ̂′′′

]︁
=

= −𝑇𝑟 [𝛾𝜈𝐺(𝑥′ − 𝑥′′)𝛾𝜂𝐺(𝑥′′ − 𝑥′)] 𝑁̂
[︁
ˆ̄Ψ𝛾𝜇Ψ̂ ˆ̄Ψ′′′𝛾𝜎Ψ̂′′′

]︁
. (3.37)

Отже, фермiоннiй петлi вiдповiдає згортка 𝛾-матриць та функцiй Грi-
на. Множник (−1) завжди буде виникати в будь-якiй замкненiй фер-
мiоннiй петлi, оскiльки петлi завжди вiдповiдатиме вираз, подiбний
до виразу (3.37) лише з бiльшою кiлькiстю сусiднiх спарених фун-
кцiй, i ми завжди будемо переносити першу функцiю до останньої з
використанням (3.30), (3.31).

Бiльш точно, для математичного запису фермiонної петлi слiд обра-
ти будь-яку точку на петлi1, зiставити їй 𝛾-матрицю i рухатись проти
напрямку фермiонних лiнiй, поки не повернемося в початкову точку.
Фермiонним лiнiям слiд зiставити функцiї Грiна з множником (−𝑖),
точкам — 𝛾-матрицi. Кiнцевий вираз для петлi слiд взяти пiд знак
згортки та помножити на мiнус одиницю.

3.8 Теорема Фарi
Теорема Фаррi стверджує, що у квантовiй електродинамицi при

розглядi рiзних процесiв не треба враховувати внесок дiаграм iз за-
мкненими фермiонними петлями, що мiстять непарну кiлькiсть
фермiонних лiнiй.

Розглянемо, наприклад, 𝑁 -вершинну фермiонну петлю iз зовнi-
шнiми реальними або вiртуальними фотонами. Фактично, дана дiа-
грама описує перетворення фотонiв, що входять, у тi, що виходять.
Якщо число 𝑁 непарне, то парна кiлькiсть фотонiв перетворюється
на непарну, або навпаки. Фотони є зарядово непарними, а отже, закон
збереження зарядової парностi забороняє такi процеси.

1Пiд знаком згортки матрицi можна циклiчно переставляти.
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Математично, вищенаведенi мiркування можна представити та-
ким чином. Внесок вiд фермiонної петлi задається виразом, що про-
порцiйний згортцi

𝐹𝑁 = 𝑇𝑟[𝛾𝜇1𝐺(𝑝1)𝛾
𝜇2𝐺(𝑝2)...𝛾

𝜇𝑁𝐺(𝑝𝑁 )]. (3.38)

Замiнимо кожен iз множникiв на 𝛾𝜇 → 𝑈−1
𝐶 𝛾𝜇𝑈𝐶 , 𝐺(𝑝)→ 𝑈−1

𝐶 𝐺(𝑝)𝑈𝐶 ,
де 𝑈𝐶 – матричний оператор зарядового спряження. Значення (3.38),
очевидно, при цьому не змiниться, див. зноску 1. З iншого боку,

𝑈−1
𝐶 𝛾𝜇𝑈𝐶 = −(𝛾𝜇)𝑇 , 𝑈−1

𝐶 𝐺(𝑝)𝑈𝐶 =
𝑚− 𝑝𝜈(𝛾𝜈)𝑇

𝑚2 − 𝑝2
= 𝐺𝑇 (−𝑝). (3.39)

Тодi

𝐹𝑁 = (−1)𝑁𝑇𝑟
[︀
(𝛾𝜇1)𝑇𝐺𝑇 (−𝑝1)(𝛾𝜇2)𝑇𝐺𝑇 (−𝑝2)...(𝛾𝜇𝑁 )𝑇𝐺𝑇 (−𝑝𝑁 )

]︀
=

= (−1)𝑁𝑇𝑟
[︁(︀
𝐺(−𝑝𝑁 )𝛾𝜇𝑁𝐺(−𝑝𝑁−1)...𝛾

𝜇2𝐺(−𝑝1)𝛾𝜇1
)︀𝑇 ]︁

=

= (−1)𝑁𝑇𝑟
[︀
𝛾𝜇1𝐺(−𝑝𝑁 )𝛾𝜇𝑁𝐺(−𝑝𝑁−1)...𝛾

𝜇2𝐺(−𝑝1)
]︀
. (3.40)

Остання згортка вiдповiдає петлi, в якiй напрямок фермiонних лi-
нiй змiнено на протилежний, а змiнений порядок розташування 𝛾-
матриць та пропагаторiв вiдповiдає обходу петлi в iншому напрямку.
Застосувавши операцiю зарядового спряження (𝐶-операцiя) до фо-
тонних лiнiй, отримаємо змiну напрямкiв зовнiшнiх фотоних лiнiй.

При перетвореннях зарядового спряження значення амплiтуди про-
цесу не має змiнитися внаслiдок iнварiантностi КЕД до окремих 𝐶-,
𝑃 - та 𝑇 -перетворень. Отже, амплiтуда певного процесу з 𝑁 зовнiшнi-
ми фотонними лiнiями (пропорцiйна (3.38)) має дорiвнювати амплi-
тудi процесу зi зворотнiм напрямком фотонних лiнiй та протилежним
напрямком фермiонних лiнiй в петлi (пропорцiйна (3.39)).

З iншого боку, якщо тепер напряму записати вираз для дiаграми
з оберненим напрямком фотонних лiнiй та оберненим напрямком еле-
ктронних лiнiй в петлi, то отримаємо, що її амплiтуда буде мiстити
множник (3.39), але без знаку мiнус. Тодi отримуємо 𝐹𝑁 =(−1)𝑁𝐹𝑁 .
Отже для непарної кiлькостi точок 𝑁 у фермiоннiй петлi 𝐹𝑁 =0.

З наведеного розгляду фермiонних петель також випливає, що для
петель з парною кiлькiстю фермiонних лiнiй внесок вiд петлi з одним
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напрямком фермiонних лiнiй дорiвнює внеску вiд петлi з протиле-
жним напрямком фермiонних лiнiй при однакових напрямках зовнi-
шнiх фотонних лiнiй. Для цього треба використати лише спiввiдно-
шення (3.40) i не застосовувати операцiю зарядового спряження до
фотонних лiнiй.

Звертаємо увагу, що у формулюваннi тереми Фарi принциповим є
те, що кожна з вершин петльової фермiонної дiаграми мiстить взає-
модiю векторного струму з векторним полем, тобто 𝜓𝛾𝜇𝜓𝐴𝜇. Саме це
i реалiзується в КЕД.

3.9 Правила дiаграмної технiки в КЕД
Сформулюємо правила дiаграмної технiки для розрахунку фiзи-

чних процесiв у КЕД.

1. При розглядi конкретного процесу за допомогою теорiї збурень
необхiдно взяти до розгляду лише тi дiаграми (доданки з теоре-
ми Вiка), в яких кiлькiсть фермiонних та фотонних зовнiшнiх
лiнiй (неспарених операторних функцiй) спiвпадає з вiдповiдною
сумарною кiлькiстю початкових та кiнцевих продуктiв реакцiї.
Дiаграми iз замкненими фермiонними петлями, що мiстять не-
парну кiлькiсть фермiонних лiнiй, враховувати не потрiбно.

2. Знайти множник симетрiї для кожної дiаграми.

3. Безпосередньо провести усереднення за початковим та кiнцевим
станами системи вiд дозволених доданкiв з теореми Вiка та зав-
дяки цьому виписати дiаграми з усiма дозволеними варiантами
зiставлення початкових i кiнцевих продуктiв реакцiї зовнiшнiм
лiнiям дiаграм (виписати всi варiанти розгалуження дiаграм).
Виконана процедура усереднення за початковим i кiнцевим ста-
нами системи забезпечує правильну розстановку знакiв мiж дi-
аграмами та правильний напрямок лiнiй для кожної з дiаграм.
При цьому автоматично мають виконуватися такi правила.

• Кожна з вершин дiаграми має мiстити одну фотонну лiнiю
(напрямок може бути довiльним) та по однiй фермiоннiй
лiнiї, що входить та виходить з неї.

• Якщо одна дiаграма отримується з iншої перестановкою ли-
ше двох зовнiшнiх фотонних лiнiй, то її знак не змiнюється.
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• Якщо одна дiаграма отримується з iншої перестановкою ли-
ше двох зовнiшнiх фермiонних лiнiй, то вона має протиле-
жний знак.

• Напрямки зовнiшнiх лiнiй мають вiдповiдати процесу, що
розглядається. Напрямки внутрiшнiх фотонних лiнiй мо-
жуть бути обранi довiльним чином. Напрямок лiнiй у фер-
мiоннiй петлi можна обрати довiльним чином.

4. Для зовнiшнiх лiнiй кожної дiаграми треба проставити значе-
ння 4-iмпульсiв та поляризацiї (спiральностi) вiдповiдних про-
дуктiв реакцiї. Слiд проставити довiльнi рiзнi позначення для
4-iмпульсiв кожної внутрiшньої лiнiї дiаграми. За ними далi бу-
де проводитися iнтегрування. У кожнiй вершинi слiд довiльним
чином поставити лiтеру. За ними далi буде вестися пiдсумовува-
ння. Лiтери у вершинах не мають повторюватися.

5. Кожнiй дiаграмi слiд зiставити математичну формулу для сере-
днього вiд 𝑆-матрицi. Кожнiй лiнiї та точцi (вершинi) на дiагра-
мi зiставляється її математичний еквiвалент за наведеними да-
лi правилами. Слiд розпочинати iз зовнiшньої фермiонної лiнiї,
що виходить, i рухатись по фермiонних лiнiях проти їх напрям-
ку, включаючи внески вiд вершин. Результат слiд домножити
на внутрiшнi фотоннi лiнiї в дiаграмi, фермiоннi петлi, зовнiшнi
фотоннi лiнiї та пiдсумувати за iндексами, що повторюються.
Правила вiдповiдностi:
для зовнiшньої електронної лiнiї1, що виходить з точки 𝜆

(електрон з 4-iмпульсом 𝑝1 та спiральнiстю 𝜇1 виходить з точки 𝜆)

( , )p1 m1
l

𝜐𝜇1
𝑝1
;

для зовнiшньої позитронної лiнiї, що виходить з точки 𝜆

(позитрон з 4-iмпульсом 𝑝1 та спiральнiстю 𝜇1 входить у точку 𝜆)

l
( , )- mp1 1 𝜐𝜇1

−𝑝1
;

1В лiтературi зустрiчається протилежний варiант вибору напрямку стрiлок в
фермiонних лiнiях. При цьому, фiзично, такi дiаграми будуть описувати розпо-
всюдження по лiнiям не електронiв, а позитронiв.
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для зовнiшньої електронної лiнiї, що входить у точку 𝜆

(електрон з 4-iмпульсом 𝑝1 та спiральнiстю 𝜇1 входить у точку 𝜆)

l
( , )p1 m1 𝜐𝜇1

𝑝1
;

для зовнiшньої позитронної лiнiї, що входить у точку 𝜆

(позитрон з 4-iмпульсом 𝑝1 та спiральнiстю 𝜇1 виходить з точки 𝜆)

l

( , )- mp1 1 𝜐𝜇1

−𝑝1
;

для зовнiшньої фотонної лiнiї, що виходить з точки 𝜂

(фотон з 4-iмпульсом 𝑘1 та поляризацiєю 𝜆1 виходить з точки 𝜂

(𝜂 вiдповiдає номеру компоненти 4-вектора))

( , )k1 l1
h 𝜖*𝜆1

𝜂 (𝑘⃗1);

для зовнiшньої фотонної лiнiї, що входить у точку 𝜂

(фотон з 4-iмпульсом 𝑘1 та поляризацiєю 𝜆1 входить у точку 𝜂

(𝜂 вiдповiдає номеру компоненти 4-вектора))

h
( , )k1 l1 𝜖𝜆1

𝜂 (𝑘⃗1);

для внутрiшньої фермiонної лiнiї (вiртуальний фермiон)

p 𝐺(𝑝)

∫︁
𝑑4𝑝 ;

для внутрiшньої фотонної лiнiї (вiртуальний фотон)

k 𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘)

∫︁
𝑑4𝑘 ;

для вершини (без урахування фермiонних та фотонних лiнiй)

p
1

p
2

k
m

(−𝑖𝑒)𝛾𝜇𝛿(𝑝1 + 𝑘 − 𝑝2);
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для фермiонної петлi: для прикладу петлi з 6 вершин, без внеску фо-
тонних лiнiй, вiдповiдає

k1 mn

c

sh

l

k2 k6

k4

k3 k5

−(−𝑖𝑒)6
∞∫︀

−∞
𝑑4𝑘1

∞∫︀
−∞

𝑑4𝑘2...×
∞∫︀

−∞
𝑑4𝑘6

×𝑇𝑟 [𝛾𝜇𝐺(𝑘6)𝛾𝜎𝐺(𝑘5)𝛾𝜒×

×𝐺(𝑘4)𝛾𝜆𝐺(𝑘3)𝛾𝜂×
×𝐺(𝑘2)𝛾𝜈𝐺(𝑘1)],

де ми для спрощення запису опустили 𝛿-функцiї в кожнiй iз вершин.

6. Для отримання матричного елемента 𝑆-матрицi кiнцевий ре-
зультат для кожної з дiаграм слiд помножити на

1

𝑆
· (2𝜋)4(𝑛−𝑘)

(
√
2𝑉 )𝑁𝑖+𝑁𝑓

∏︀𝑁𝑖

𝛼=1

√
𝜀𝛼
∏︀𝑁𝑓

𝛽=1

√
𝜀𝛽
, (3.41)

де 𝑁𝑖 – кiлькiсть початкових продуктiв реакцiї, 𝑁𝑓 – кiлькiсть
кiнцевих продуктiв; iндекс 𝛼 вiдповiдає початковим продуктам
реакцiї, iндекс 𝛽 – кiнцевим; 𝑛 – кiлькiсть вершин у дiаграмi,
𝑘 – кiлькiсть внутрiшнiх лiнiй, 𝑆 – множник симетрiї. У ре-
зультатi iнтегрування за вiртуальними 4-iмпульсами обов’язково
має виникнути дельта-функцiя, що виражає закон збереження
4-iмпульсу реакцiї в цiлому.

7. Як альтернативний варiант, замiсть проведення iнтегрування за
всiма внутрiшнiми лiнiями, можна проставити 4-iмпульси для
кожної внутрiшньої лiнiї дiаграми згiдно iз законом збережен-
ня енергiї-iмпульсу в кожнiй вершинi (цим буде враховано iн-
тегрування за дельта-функцiями у вершинах), а лише за ти-
ми 4-iмпульсами, якi не можна визначити, слiд провести iнте-
грування. У цьому випадку кiнцевий результат необхiдно та-
кож, окрiм множника (3.41), додатково помножити на дельта-
функцiю 𝛿

(︁∑︀𝑁𝑓

𝛽=1 𝑝𝑓𝛽 −
∑︀𝑁𝑖

𝛼=1 𝑝𝑖𝛼

)︁
, аргумент якої визначається

законом збереження енергiї-iмпульсу реакцiї в цiлому.

8. Середнє вiд 𝑆-матрицi є сумою середнiх вiд 𝑆-матрицi в усiх
порядках теорiї збурень.

32



Отже, правила вiдповiдностi дозволяють за заданими дiаграмами
швидко вiдновити формулу для амплiтуди процесу з точнiстю до за-
гального знака амплiтуди.

Певна невизначенiсть знака знайденого матричного елемента по-
в’язана iз заданням фермiонних станiв у просторi Фока, записаних у
представленнi чисел заповнення. Наприклад, стан з двома електро-
нами з певними значеннями 4-iмпульсiв та спiральностей задається
як

|(𝑝1, 𝜇1); (𝑝2, 𝜇2)⟩ = 𝑎̂+1 𝑎̂
+
2 |0⟩, (3.42)

де 𝑎̂𝑖 (𝑎̂+𝑖 ) – оператори знищення (народження) електронiв з кванто-
вими числами (𝑝𝑖, 𝜇𝑖). Але порядок операторiв народження в даному
означеннi не фiксується, вiн довiльний. Оскiльки фермiоннi опера-
тори антикомутують, то вираз (3.42) насправдi визначений лише з
точнiстю до загального знака. Це не є проблемою, оскiльки фiзично
спостережуванi величини виражаються через |𝑆𝑓𝑖|2.

При розрахунках процесiв, з урахуванням багатьох дiаграм, треба
зафiксувати певним чином означення фермiонних станiв, i викори-
стовувати це означення при визначеннi знакiв всiх дiаграм, що дають
внесок в даний процес.

На завершення, наведемо явнi вирази для Фур’є зображень про-
пагатора фермiонного поля з масою 𝑚

𝐺𝛼𝛽(𝑘) = (−𝑖) (𝑚+ ̸𝑘)𝛼𝛽
𝑚2 − 𝑘2 − 𝑖𝜖

, (3.43)

де ̸𝑎 = 𝛾𝜇𝑎𝜇, та фотонного пропагатора у довiльному калiбруваннi

𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘, 𝜉𝛾) = −𝑖

1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 − (1− 𝜉𝛾)

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2 + 𝑖𝜖

)︂
, (3.44)

де 𝜉𝛾 ≥ 0 – калiбрувальний параметр, а 𝜖→ 0.
Випадок 𝜉𝛾 = 1 називають калiбруванням Фейнмана – ’т Хоофта.

У цьому калiбруваннi пропагатор векторного поля має найбiльш про-
стий вигляд

𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘, 𝜉𝛾 = 1) = −𝑖 𝑔𝜇𝜈

𝑘2 + 𝑖𝜖
. (3.45)

Випадок 𝜉𝛾 = 0 називають калiбруванням Ландау. У цьому калi-
бруваннi пропагатор набуває вигляду

𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘, 𝜉𝛾 = 0) = −𝑖 1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 −

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
(3.46)
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i стає поперечними до 4-iмпульсу 𝑘, тобто 𝐷𝛾
𝜇𝜈𝑘

𝜈 = 𝑘𝜇𝐷𝛾
𝜇𝜈 = 0.

Якщо знаменники зазначених пропагаторiв не прямують до нуля,
то доданком 𝑖𝜖 можна знехтувати.

Приклад 1. Знайдемо двома способами частковий елемент 𝑆-матрицi
електрон-електронне розсiяння в четвертому порядку теорiї збурень,
що описується однiєю з можливих дiаграм, а саме – дiаграмою a):

p1 p2

p4 p3
a)

m n

cs

p1 p2

p4 p3

k1

k3

k2k4

б)

m n

cs

p1 p2

p4 p3

k

p k p1 4-  -

p k2+p k1-

в)

Перший спосiб. Розглянемо спочатку бiльш громiздкий спосiб для
кращого розумiння дiаграмної технiки.

Отже, згiдно з наведеними вище п. 3 − 4 проставимо iндекси в
кожнiй вершинi та позначимо довiльним чином 4-iмпульси для кожної
внутрiшньої лiнiї (див. дiаграму (б)). Тодi, згiдно з п. 5 та 6, отримаємо
матричний елемент переходу

𝑆
(4)
𝑓𝑖, part = (−𝑖𝑒)4 · 1

2
· (2𝜋)4(4−4)

(
√
2𝑉 )4

√
𝜀1𝜀2𝜀3𝜀4

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑘1

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑘2

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑘3

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑘4×

× 𝜐4𝛾𝜎𝐺(𝑘4)𝛾𝜇𝜐1 · 𝜐3𝛾𝜒𝐺(𝑘2)𝛾𝜈𝜐2 ·𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘1) ·𝐷𝛾

𝜎𝜒(𝑘3)×
× 𝛿(𝑝1 − 𝑘1 − 𝑘4)·𝛿(𝑘4 − 𝑝4 − 𝑘3)·𝛿(𝑝3 − 𝑘3 − 𝑘2)·𝛿(𝑘2 − 𝑘1 − 𝑝2),

(3.47)

де ми врахували, що множник симетрiї цiєї дiаграми 𝑆 = 2.
Другий спосiб. Запишемо результат без використання iнтегруван-

ня за дельта-функцiями. Для початку зазначимо, що ця дiаграма має
4 внутрiшнi лiнiї та 4 вершини, тобто 4 дельта-функцiї. Одна дельта-
функцiя забезпечить виконання закону збереження енергiї-iмпульсу
реакцiї в цiлому, тобто залишаться три дельта-функцiї (три рiвняння)
для визначення чотирьох iмпульсiв, що вiдповiдають внутрiшнiм лiнi-
ям. Тобто, не вистачає одного рiвняння для однозначного визначення
4-iмпульсiв внутрiшнiх лiнiй. Тому 4-iмпульс однiєї з внутрiшнiх лiнiй
довiльно позначимо як 𝑘, пiсля чого легко знаходимо iншi 4-iмпульси
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згiдно iз законом збереження енергiї-iмпульсу в кожнiй вершинi (див.
дiаграму (в)). Тодi, згiдно з п. 7, проведемо iнтегрування за 𝑘 та отри-
маємо

𝑆
(4)
𝑓𝑖, part = (−𝑖𝑒)4 · 1

2
· (2𝜋)

4(4−4)𝛿(𝑝1 + 𝑝2 − 𝑝3 − 𝑝4)
(
√
2𝑉 )4

√
𝜀1𝜀2𝜀3𝜀4

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑘×

𝜐4𝛾
𝜎𝐺(𝑝1 − 𝑘)𝛾𝜇𝜐1 · 𝜐3𝛾𝜒𝐺(𝑝2 + 𝑘)𝛾𝜈𝜐2 ·𝐷𝛾

𝜇𝜈(𝑘) ·𝐷𝛾
𝜎𝜒(𝑝1 − 𝑘 − 𝑝4).

(3.48)

Приклад 2. Знайдемо елемент 𝑆-матрицi для процесу електрон-
позитронної анiгiляцiї в два фотони. Процес, з урахуванням розгалу-
ження дiаграми, описується двома дiаграмами

−

Скориставшись наведеними правилами дiаграмної технiки Фейн-
мана, отримаємо

𝑆
(2)
𝑓𝑖 =(−𝑖𝑒)2 (2𝜋)

4𝛿(𝑝1+𝑝2−𝑘1−𝑘2)
(2𝑉 )2

√
𝜀1𝜀2𝜔1𝜔2

×

×
{︁
𝜐 𝜇2

−𝑝2
𝛾𝜇𝐺(𝑝1−𝑘1)𝛾𝜈𝜐𝜇1

𝑝1
𝜖*𝜆2
𝜇 (𝑘⃗2) 𝜖

*𝜆1
𝜈 (𝑘⃗1) +

𝜐 𝜇2

−𝑝2
𝛾𝜇𝐺(𝑝1 − 𝑘2) 𝛾𝜈𝜐𝜇1

𝑝1
𝜖*𝜆1
𝜇 (𝑘⃗1) 𝜖

*𝜆2
𝜈 (𝑘⃗2)

}︁
=

= −𝑒2 (2𝜋)
4𝛿(𝑝1+𝑝2−𝑘1−𝑘2)

(2𝑉 )2
√
𝜀1𝜀2𝜔1𝜔2

×

×𝜐 𝜇2

−𝑝2

{̸︁
𝜖*𝜆2(𝑘⃗2)𝐺(𝑝1−𝑘1) ̸𝜖*𝜆1(𝑘⃗1)+ ̸𝜖*𝜆1(𝑘⃗1)𝐺(𝑝1 − 𝑘2) ̸𝜖*𝜆2(𝑘⃗2)

}︁
𝜐𝜇1
𝑝1
.

(3.49)

Вiдповiдно, амплiтуда процесу електрон-позитронної анiгiляцiї має
вигляд, див. (3.19), (3.20),
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ℳ= 𝑖𝑒2𝜐 𝜇2

−𝑝2

{̸︁
𝜖*𝜆2(𝑘⃗2)𝐺(𝑝1−𝑘1) ̸𝜖*𝜆1(𝑘⃗1)+ ̸𝜖*𝜆1(𝑘⃗1)𝐺(𝑝1 − 𝑘2) ̸𝜖*𝜆2(𝑘⃗2)

}︁
𝜐𝜇1
𝑝1

(3.50)

3.10 Перехресна iнварiантнiсть
Аналiзуючи правила дiаграмної технiки Фейнмана можна поба-

чити таку симетрiю. Будь-якiй зовнiшнiй лiнiї, що входить у певну
точку, може вiдповiдати як частинка, що входить у цю точку, так i
античастинка, що з неї виходить. I навпаки, кожнiй зовнiшнiй лiнiї, що
виходить з певної точки, може вiдповiдати як частинка, що виходить,
так i античастинка, що входить у цю точку.

Для замiни в певному процесi частинки на античастинку потрi-
бно замiнити на дiаграмi позначення для лiнiї початкового стану цiєї
частинки з 4-iмпульсом 𝑝 та квантовим числом спiральностi 𝜇, якiй
вiдповiдає 𝜐𝜇𝑝 , на позначення для кiнцевого стану античастинки з −𝑝
та 𝜐𝜇−𝑝. А також замiнити позначення для лiнiї кiнцевого стану частин-
ки з 𝑝 ′, 𝜇 ′ та 𝜐𝜇

′

𝑝 ′ на позначення для початкового стану античастинки

з −𝑝 ′ та 𝜐𝜇
′

−𝑝 ′ . Якщо треба замiнити античастинку на частинку, то
необхiдно зробити те саме, але навпаки. Потрiбно змiнювати лише
позначення, напрямки лiнiй залишаються незмiнними. Наведенi пра-
вила можуть здатися штучними, але усереднення амплiтуди реакцiї
в операторному формалiзмi показує, що лише так можна поставити у
вiдповiднiсть зовнiшнi лiнiї частинкам та античастинкам реакцiї.

У випадку фотонiв, чиї античастинки i частинки спiвпадають, на-
ведене вище залишається в силi, але початковий фотон з 𝑘 та певною
поляризацiєю, що входить, слiд замiнити на кiнцевий фотон, що ви-
ходить з −𝑘 i має протилежну поляризацiю. Справдi, щоб замiнити
фотон (фотонну лiнiю), що входить у точку з 4-iмпульсом 𝑘, на фотон
(лiнiю), що виходить iз точки з тим самим 4-iмпульсом, слiд замiнити
𝜖𝜆𝜂(𝑘⃗) на 𝜖*𝜆𝜂 (𝑘⃗), а це еквiвалентно замiнi 𝑘 → −𝑘, 𝜆 → −𝜆, якщо не
змiнювати напрямок лiнiї.

Ця симетрiя дозволяє легко знайти амплiтуду процесу, що вiдпо-
вiдає дiаграмам за участю античастинок (частинок), якщо вiдома ам-
плiтуда процесу за участю частинок (античастинок). Потрiбно зроби-
ти лише наведенi вище перепозначення. При цьому ми фактично пере-
ходимо вiд одного перехресного каналу реакцiї до iнших. Це справдi є
важливим та корисним, оскiльки перерiзи реакцiй виражаються через
квадрат амплiтуди.
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Дана властивiсть дає бiльше можливостi нiж СРТ–теорема, згiдно
з якою амплiтуда процесу не змiниться, якщо початковий стан замi-
нити кiнцевим та змiнити всi частинки на античастинки. Справа в
тому, що вказана властивiсть 𝑆-матрицi дозволяє не тiльки глобаль-
но змiнювати всi частинки на античастинки, але й робити це окремо
для кожного з продуктiв реакцiї.

Для iлюстрацiї наведемо процеси 𝑒− 𝑒- та 𝑒− 𝑒+-розсiяння. У про-
цесi 𝑒 − 𝑒-розсiяння ми хочемо замiнити початковий електрон 𝑝2 на
позитрон, i кiнцевий електрон 𝑝4 на позитрон.

Для опису 𝑒− 𝑒-розсiяння маємо дiаграми

p
3

p
1

k p p= -
1 3

p
2

p
4

p
3

p
1

k p p=     -
1 4

p
4

p
2

-

та амплiтуду процесу

ℳ = 𝑒2
[︂
(𝜐3𝛾

𝜇𝜐2) (𝜐4𝛾𝜇𝜐1)

(𝑝1 − 𝑝4)2
− (𝜐4𝛾

𝜇𝜐2) (𝜐3𝛾𝜇𝜐1)

(𝑝1 − 𝑝3)2

]︂
. (3.51)

Для опису 𝑒− 𝑒+-розсiяння маємо дiаграми

p
3

p
1

k p p= -
1 3

- p
2

- p
4

p
3

p
1

k p p= +
1 2

- p
2

- p
4

-

та амплiтуду процесу

ℳ = 𝑒2
[︂
(𝜐3𝛾

𝜇𝜐−4) (𝜐−2𝛾𝜇𝜐1)

(𝑝1 − 𝑝4)2
− (𝜐−2𝛾

𝜇𝜐−4) (𝜐3𝛾𝜇𝜐1)

(𝑝1 − 𝑝3)2

]︂
, (3.52)

де ми використали пропагатор фотонного поля в найпростiшiй формi,
а саме в калiбруваннi Ландау (3.46).

Як бачимо, процес 𝑒 − 𝑒+-розсiяння отримується з дiаграм 𝑒 − 𝑒-
розсiяння шляхом замiни позначень 𝑝2 → −𝑝4 та 𝑝4 → −𝑝2. Така сама
замiна перетворює вирази i для амплiтуди розсiяння.
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Оскiльки в процесах з тотожними частинками знак амплiтуди є
довiльним, то при порiвняннi результатiв для амплiтуд процесiв, отри-
маних згiдно з дiаграмною технiкою Фейнмана та наведеному вище
механiзмi переходу до процесiв з античастинками (частинками), може
виникнути змiна знака, що не є суттєвою.

У вирази для фiзично спостережуваних величин входить величи-
на |𝑀𝑓𝑖|2. Вона розраховується методами, наведеними, наприклад, у
КЕД [5]. Величина |𝑀𝑓𝑖|2 являє собою скалярну аналiтичну функцiю.
Правила перехресної iнварiантностi також пов’язують вирази для вiд-
повiдних |𝑀𝑓𝑖|2 для перехресних процесiв простою замiною iмпульсiв.

3.11 Просторово-часовi дiаграми Фейнмана
Якщо дiаграма подана без пiдписiв та без пояснень, то не можна

однозначно сказати, який процес вона представляє. Одну й ту саму
дiаграму можна трактувати по-рiзному. Наприклад, схематичнiй дiа-
грамi (a) можна зiставити електрон-електронне, позитрон-позитронне
та електрон-позитронне розсiяння.
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Для позбавлення неоднозначностей необхiдно зробити пiдписи до
лiнiй i спрямовувати фотоннi лiнiї в напрямку, що вiдповiдає фiзично-
му процесу1. Тодi, дiаграми (б), (в) представлятимуть процеси 𝑒− 𝑒-
та 𝑒− 𝑒+-розсiяння. У них зрозумiло, що є початковими, а що кiнце-
вими продуктами реакцiї. Дiаграма (г) представляє 𝑒 − 𝑒+-розсiяння
шляхом анiгiляцiї. Враховуючи напрямок внутрiшньої фотонної лiнiї
робимо висновок, що початковими станами є електронний стан 𝑝1 та
позитронний стан 𝑝2.

Iснує альтернативний метод представлення дiаграм, так званi про-
сторово-часовi дiаграми Фейнмана, що дозволяє уникнути неоднозна-
чностей у їх трактуваннi, не використовуючи пiдписи. Це тi самi дi-
аграми, що ми до цього використовували, але розташованi в системi
вiдлiку, де вiсь часу напрямлена вертикально вгору, а одна з просто-
рових осей праворуч.

1Нагадуємо, напрямок внутрiшнiх фотонних лiнiй може бути довiльно обраним.
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У таких позначеннях легко записати розвиток у часi фiзичного
процесу (слiд рухатись уздовж часової осi). Частинцi вiдповiдає лiнiя
(вектор), чия проекцiя на часову вiсь додатна (частинка рухається
в часi в додатному напрямку), а проекцiя на просторову вiсь визна-
чає просторовий напрямок руху частинки. Античастинцi, як видно з
розд. 6, вiдповiдає лiнiя (вектор), чия проекцiя на часову вiсь вiд’ємна
(античастинка рухається в часi у вiд’ємному напрямку), а проекцiя
на просторову вiсь протилежна просторовому напрямку руху анти-
частинки. Тодi нижченаведеним дiаграмам вiдповiдатимуть такi про-
цеси: (а) – електрон-електронне розсiяння, (б) – позитрон-позитрон
розсiяння, (в) – електрон-позитронне розсiяння шляхом обмiну вiрту-
альним фотоном, (г) – електрон-позитронне розсiяння шляхом анiгi-
ляцiї.

б)а) в)

г)

t

x
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4 Реакцiї за участi фермiонiв в Стандартнiй
Моделi

4.1 Електрон-мюонне розсiяння
Повернемося до розгляду лагранжiану взаємодiї в КЕД у його за-

гальному виглядi (3.18), що включає всi фермiони Стандартної Мо-
делi. Тодi, згiдно з (3.21), це змiнить розклад в ряд теорiї збурень
𝑆-матрицi

𝑆 = 𝑇𝑒
−𝑖𝑒

∞∫︀
−∞

𝑑4𝑥 𝑁̂ [^̄𝑒(𝑥)𝛾𝜈𝑒(𝑥)+^̄𝜇(𝑥)𝛾𝜈 𝜇̂(𝑥)+...]𝐴𝜈(𝑥)

=

= 1̂ + (−𝑖𝑒)
∞∫︁

−∞

𝑑4𝑥 𝑁̂ [ˆ̄𝑒(𝑥)𝛾𝜈𝑒(𝑥) + ˆ̄𝜇(𝑥)𝛾𝜈 𝜇̂(𝑥) + ...]𝐴𝜈(𝑥)+

+
(−𝑖𝑒)2

2!

∞∫︁
−∞

∞∫︁
−∞

𝑑4𝑥 𝑑4𝑥′ 𝑇
{︁
𝑁̂ [ˆ̄𝑒(𝑥)𝛾𝜈𝑒(𝑥) + ˆ̄𝜇(𝑥)𝛾𝜈 𝜇̂(𝑥) + ...]𝐴𝜈(𝑥) ×

× 𝑁̂ [ˆ̄𝑒(𝑥′)𝛾𝜂𝑒(𝑥′) + ˆ̄𝜇(𝑥′)𝛾𝜂𝜇̂(𝑥′) + ...]𝐴𝜂(𝑥
′)
}︁
+ ... , (4.53)

де 𝑒(𝑥), 𝜇̂(𝑥) – вiльнi вторинно квантованi електроннi та мюоннi по-
ля, вiдповiдно. А це, в свою чергу, згiдно з другою теоремою Вiка,
призведе до появи нових дiаграм.

Процес електрон-мюонного розсiяння буде описуватися лише однi-
єю дiаграмою

p3

p1

p = p  - p3 1

 p2

 p4

e

e

m

m

Цiй дiаграмi вiдповiдатиме амплiтуда реакцiї

ℳ= 𝑒2
(𝑒3𝛾

𝜈𝑒1)(𝜇̄4𝛾𝜈𝜇2)

(𝑝3 − 𝑝1)2
. (4.54)

Порiвнюючи даний результат iз формулами 𝑒𝑒-розсiяння (див. дi-
аграми на с. 37) вiдзначимо, що 𝑒𝜇-розсiяння вiдрiзняється вiд них
вiдсутнiстю дiаграм, де в однiй точцi стикуються електроннi та мю-
оннi лiнiї. Так i має бути, iнакше ми мали б процеси перетворення
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𝑒 ↔ 𝜇 при випромiнюваннi фотона однiєю iз частинок, що заборо-
нено законом збереження лептонного числа. У процесi операторно-
го розрахунку такi дiаграми автоматично зникають. Математично це
пов’язано з тим, що оператори рiзних фермiонних полiв антикомуту-
ють на нуль i вiдповiднi вакуумнi середнi дорiвнюють нулю. Очеви-
дно, така ситуацiя вiдбудеться i при взаємодiї електрона з будь-яким
iншим зарядженим фермiоном.

Слiд зауважити, що хоча в першому незникаючому наближеннi
(другий порядок 𝑆-матрицi) ми використовували вторинно квантова-
нi функцiї лише електронних та мюонних полiв, у вищих порядках
теорiї збурень будуть задiянi вторинно квантованi функцiї всiх iнших
фермiонних полiв. Зокрема, у внутрiшнiх
фермiонних петлях будуть пробiгати
вiртуальнi частинки всiх iнших фер-
мiонних полiв.

Висновок. При взаємодiї електрона з iншими фермiонами, фейн-
манiвськi правила залишаються в силi, якщо розширити кiлькiсть ви-
користаних лiнiй на тi, що вiдповiдають iншим частинкам. Цi лiнiї
можуть бути як зовнiшнiми, так i внутрiшнiми. При цьому необхiдно
слiдкувати за тим, що деякi дiаграми можуть бути забороненi згiдно
з певними законами збереження.

Потрiбно зауважити, що в амплiтудi (4.54) в другому порядку тео-
рiї збурень електрон-мюонного розсiяння враховано лише електрома-
гнiтну взаємодiю мiж частинками. Якщо врахувати, що переносником
взаємодiї, окрiм фотона, може бути 𝑍-бозон та бозон Хiггса, то в ам-
плiтуду процесу потрiбно врахувати внесок трьох дiаграм
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Амплiтуда такого процесу буде дорiвнювати

ℳ= 𝑖𝑒2(𝑒3𝛾
𝜇𝑒1)

[︀
𝐷𝛾

𝜇𝜈(𝑝3 − 𝑝1) +𝐷𝑍
𝜇𝜈(𝑝3 − 𝑝1)

]︀
(𝜇̄4𝛾

𝜈𝜇2)+

+ 𝑖
𝑚𝑒𝑚𝜇

𝑣2
(𝑒3𝑒1)𝐷

ℎ(𝑝3 − 𝑝1)(𝜇̄4𝜇2). (4.55)

Використавши означення пропагаторiв фотонного поля в калiбру-
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ваннi Фейнмана – ’т Хоофта (3.45), полiв 𝑊±- та 𝑍-бозонiв в унiтар-
ному калiбруваннi та поля Хiггса ℎ:

𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘) = −𝑖

𝑔𝜇𝜈
𝑘2

, 𝐷𝑊
𝜇𝜈(𝑘) = 𝑖

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑊 − 𝑘2

, 𝐷𝑍
𝜇𝜈(𝑘) = 𝑖

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑀2
𝑍

𝑀2
𝑍 − 𝑘2

,

(4.56)

𝐷ℎ(𝑘) = 𝑖
1

𝑘2 −𝑚2
ℎ

, (4.57)

отримаємо

ℳ= 𝑒2(𝑒3𝛾
𝜇𝑒1)

[︃
𝑔𝜇𝜈
𝑞2
−
𝑔𝜇𝜈 − 𝑞𝜇𝑞𝜈

𝑀2
𝑊

𝑀2
𝑊 − 𝑞2

]︃
(𝜇̄4𝛾

𝜈𝜇2) +
𝑚𝑒𝑚𝜇

𝑣2
(𝑒3𝑒1)(𝜇̄4𝜇2)

𝑚2
ℎ − 𝑞2

,

(4.58)
де переданий iмпульс 𝑞 = 𝑝1−𝑝3. Як можна побачити, у випадку, коли
переданий iмпульс в реакцiї маленький (𝑞2 ≤ 𝑀2

𝑍 ,𝑚
2
ℎ), домiнуючий

внесок в реакцiю буде давати дiаграма з фотоном. Однак, при 𝑞2 ≈
𝑀2

𝑍 ,𝑚
2
ℎ очевидно, що домiнуючий внесок в реакцiю даватиме канал,

де переносником взаємодiї є 𝑍-бозон або поле Хiггса.
При отриманнi виразу для останнього доданку амплiтуди ми ви-

користали лагранжiан взаємодiї поля Хiггса з фермiонами (2.8). З
цього лагранжiану випливає, що у вершинах останньої дiаграми з по-
лем Хiггса слiд прибрати 𝛾-матрицi та замiнити множник в вершинi
дiаграми на 𝑚𝑓/𝑣, де 𝑣 = 246.22 ГеВ – вакуумне середнє поля Хiггса.

4.2 Слабка взаємодiя на прикладi електрон-нейтринної
взаємодiї

Розглянемо реакцiю, пiд час якої електрон та мюонне нейтрино
перетворюються на мюон та електронне нейтрино (𝑒 + 𝜈𝜇 → 𝜇 + 𝜈𝑒).
Дана реакцiя вiдбувається завдяки слабкiй взаємодiї (2.15). В другому
порядку теорiї збурень такому процесу вiдповiдає лише одна дiаграма,
що включає обмiн вiртуальним 𝑊 -бозоном а саме

n

e m
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p
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p
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Їй вiдповiдає амплiтуда реакцiї

ℳ= 𝑖

(︂
𝑔

2
√
2

)︂2

𝜈𝑒,4𝛾
𝜒(1− 𝛾5)𝑒1𝐷𝑊

𝜒𝜉(𝑝4 − 𝑝1)𝜇̄3𝛾
𝜉(1− 𝛾5)𝜈𝜇,2. (4.59)

При отриманнi цього виразу ми врахували, що у вершинi дiаграми
має бути множник −𝑖𝑔/(2

√
2), а матриця 𝛾𝜇 має бути замiнена на

комбiнацiю 𝛾𝜇(1− 𝛾5).
Корисно також згадати теорему Вiка i вiдзначити, що спарювання

операторiв 𝑊±-бозона в цьому випадку дає

W

Це означає, що спарюванню пiдлягають лише тi лiнiї 𝑊 -бозонiв, для
яких з однiєї вершини виходить лiнiя 𝑊+-бозона, а в iншу входить
лiнiя 𝑊−-бозона. При цьому математична формула для вiртуальної
лiнiї (пропагатора) 𝑊+-бозона та 𝑊−-бозона однаковi, а яку саме з
них зображати на дiаграмi треба визначати виходячи з закону збере-
ження електричного заряду у вершинах дiаграм.

4.3 Фермiонний розпад бозона Хiггса
Для розгляду процесу розпаду бозону Хiггса на електрон-позит-

ронну пару запишемо частину лагранжiана СМ, що вiдповiдає за вза-
ємодiю поля Хiггса з фермiонами (2.8):

ℒ𝑖𝑛𝑡 = −
∑︁
𝑘

𝑚𝑘

𝑣
𝑓𝑘𝑓𝑘ℎ, (4.60)

де ℎ – дiйсне скалярне поле Хiггса, а сума проводиться за всiма фер-
мiонами, що є в СМ, тобто за електронами, мюонами, тау-лептонами
та шiстьма кварками.

Зауважимо, що пiд час запису 𝑆-матрицi треба ввести оператор
нормального впорядкування мiж двома фермiонами в лагранжiан вза-
ємодiї. Якщо його не вводити, то матимемо ненульове значення "ска-
лярного" струму ˆ̄𝑓𝑘𝑓𝑘 у вакуумi та згiдно з теоремами Вiка нефiзичне
ненульове спарювання мiж ˆ̄𝑓𝑘(𝑥) та 𝑓𝑘(𝑥) в однiй точцi.
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Дiаграма потрiбного нам процесу в першому порядку теорiї збу-
рень, очевидно, має вигляд

p p p3 2 1+ -
me

u
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h

e
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me
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Вираз для амплiтуди процесу можна записати за допомогою пра-
вил дiаграмної технiки Фейнмана, якщо зробити такi змiни. По-перше,
ввести лiнiю скалярного поля (пунктирна пряма). По-друге, змiнити
формулу, що вiдповiдає точцi: коефiцiєнт (−𝑖𝑒) замiнити на (−𝑖·𝑚𝑓/𝜐)
i забрати 𝛾-матрицю. Отримаємо

ℳ = −𝑚𝑒

𝑣
𝑒2𝑒−3. (4.61)

Зрозумiло, що формули для розпаду бозона Хiггса на iншi фер-
мiони вiдрiзняються вiд (4.61) лише змiною параметра𝑚𝑓 . Отже, ймо-
вiрнiсть розпаду зростатиме зi зростанням маси фермiонiв.

4.4 Фермiонний розпад 𝑍-бозона
Для початку вiдзначимо, що лагранжiан слабкої взаємодiї фермiо-

нiв з полем 𝑍-бозону (2.15) зручнiше записати у виглядi

ℒ𝑖𝑛𝑡 =
𝑔

2 cos 𝜃𝑊

∑︁
𝑓

𝑓𝛾𝜇(𝑔𝑓𝑣 − 𝑔𝑓𝑎𝛾5)𝑓𝑍𝜇, (4.62)

де сума проводиться за всiма фермiонами, що є в СМ. Вiдповiдний
фермiонний струм, з яким взаємодiє 𝑍-бозон, є нейтральним. Пара-
метри 𝑔𝑓𝑣 , 𝑔

𝑓
𝑎 визначають iнтенсивнiсть векторної та псевдовекторної

взаємодiї та дорiвнюють

𝑔𝑓𝑣 = 𝑡𝑓3 − 2𝑞𝑓 sin
2 𝜃𝑤, 𝑔𝑓𝑎 = 𝑡𝑓3 , (4.63)

де sin2 𝜃𝑤 = 0.231; 𝑡𝑓3 — слабкий iзоспiн, що дорiвнює +1/2 для кваркiв
(𝑢, 𝑐, 𝑡) та нейтрино; −1/2 для кваркiв (𝑑, 𝑠, 𝑏) i заряджених лептонiв;
𝑞𝑓 – електричний заряд частинки в одиницях заряду протона (𝑞𝑒 = −1,
𝑞𝑢𝑛

= +2/3, 𝑞𝑑𝑛
= −1/3).
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Амплiтуду розпаду 𝑍-бозона у електрон-позитронну пару можна
записати за допомогою правил дiаграмної технiки, якщо замiнити
формулу, що вiдповiдає точцi: коефiцiєнт (−𝑖𝑒) замiнити на (− 𝑔

2 cos 𝜃𝑊
),

а матрицю 𝛾𝜇 замiнити на комбiнацiю 𝛾𝜇(𝑔𝑒𝑣−𝑔𝑒𝑎𝛾5). Також слiд змiни-
ти змiст зовнiшньої хвилястої лiнiї: тепер вона вiдповiдатиме вектор-
ному масивному зарядженому полю 𝑍-бозона. Тодi отримаємо

ℳ = − 𝑔

2 cos 𝜃𝑊
𝜐2 ̸𝜖𝜆1(𝑝1)(𝑔

𝑒
𝑣 − 𝑔𝑒𝑎𝛾5)𝜐−3. (4.64)

4.5 Народження кварк-антикваркової пари через
злиття двох глюонiв

Перед розглядом цiєї теми нам потрiбно визначити вираз, що вiд-
повiдає вершинi кварк-глюонної взаємодiї, що представлена дiагра-
мою

З явного виразу для взаємодiї (2.7) випливає, що вираз для вiдповiдної
вершини має вигляд

𝑖𝑔𝑠𝛾
𝜇𝑇 𝑎

𝑖𝑗 , (4.65)

де 𝑇 𝑎 – генератор групи 𝑆𝑈(3), 𝑖, 𝑗 – кольоровi iндекси кваркiв, 𝑎 –
груповий iндекс глюона.

На деревному рiвнi процес народження кварк-антикваркової пари
внаслiдок злиття двох глюонiв описується трьома дiаграмами Фейн-
мана:

𝑔

𝑔

𝑞

𝑞

𝑝1, 𝑎

𝑝2, 𝑏

𝑝1 + 𝑝2, 𝑐
𝑝3

−𝑝4
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𝑔

𝑔

𝑞

𝑞

𝑝1, 𝑎

𝑝3 − 𝑝1

𝑝2, 𝑏

𝑝3

−𝑝4

𝑔

𝑔

𝑞

𝑞

𝑝1, 𝑎

𝑝2, 𝑏

𝑝3 − 𝑝2

−𝑝4

𝑝3

Останнi двi дiаграми є такими ж, як дiаграми утворення електрон-
позитронної пари вiд злиття двох фотонiв, а от перша дiаграма мi-
стить пряму взаємодiю трьох фотонiв в однiй точцi i є проявом неабе-
левої природи сильної взаємодiї, що має iнварiантнiсть до перетворень
калiбрувальної групи 𝑆𝑈(3).

Вираз для амплiтуди першої дiаграми має вигляд

ℳ1 = −𝑔
2
𝑠

𝑠
𝑓𝑎𝑏𝑐 𝑞𝑖(𝑝3)(𝑇

𝑐)𝑖𝑗𝛾
𝜌𝑞𝑗(−𝑝4)𝑉 (3𝑔)

𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2,−𝑞𝑠) 𝜀𝜇,𝑎(𝑝1)𝜀𝜈,𝑏(𝑝2),
(4.66)

де 𝑞𝑠 = 𝑝1 + 𝑝2, 𝑠 = 𝑞2𝑠 , 𝑖, 𝑗 – кольоровi iндекси та ми врахували, що
вираз для вершини взаємодiї кваркiв та глюонiв має вигляд (4.65), а
вираз для вершини взаємодiї трьох глюонiв (5.96) задається у виглядi
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑉
(3𝑔)
𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), де

𝑉 (3𝑔)
𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = 𝑔𝜇𝜈(𝑝1 − 𝑝2)𝜌 + 𝑔𝜈𝜌(𝑝2 − 𝑝3)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑝3 − 𝑝1)𝜈 . (4.67)

Вираз для амплiтуди другої дiаграми має вигляд

ℳ2 =
𝑔2𝑠

𝑡−𝑚2
𝑞

𝑞𝑖(𝑝3)(𝑇
𝑎)𝑖𝑘𝛾

𝜇(/𝑞𝑡 +𝑚𝑞)(𝑇
𝑏)𝑘𝑗𝛾

𝜈𝑞𝑗(−𝑝4)𝜀𝜇(𝑝1)𝜀𝜈(𝑝2),

(4.68)
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де 𝑞𝑡 = 𝑝3 − 𝑝1, 𝑡 = 𝑞2𝑡 та ми врахували, що пропагатор двох кварко-
вих полiв є ненульовим лише для кваркових функцiй з однаковими
кольоровими iндексами

𝑞𝛼,𝑐(𝑥)𝑞𝛽,𝑐′(𝑥
′) = −𝑞𝛽,𝑐′(𝑥 ′)𝑞𝛼,𝑐(𝑥) = 𝐺𝛼𝛽(𝑥− 𝑥 ′)𝛿𝑐𝑐′ , (4.69)

де 𝛼, 𝛽 позначають iндекси 4-компонентної фермiонної функцiї, а 𝑐,
𝑐′ – кольоровi iндекси.

Вираз для амплiтуди третьої дiаграми має вигляд

ℳ3 =
𝑔2𝑠

𝑢−𝑚2
𝑞

𝑢̄𝑖(𝑝3)(𝑇
𝑏)𝑖𝑘𝛾

𝜈(/𝑞𝑢 +𝑚𝑞)(𝑇
𝑎)𝑘𝑗𝛾

𝜇𝑣𝑗(𝑝4)× 𝜀𝜇(𝑝1)𝜀𝜈(𝑝2),

(4.70)
де 𝑞𝑢 = 𝑝3 − 𝑝2, 𝑢 = 𝑞2𝑢.

Повна амплiтуда реакцiї народження кварк-антикваркової пари
внаслiдок злиття двох глюонiв у першому незникаючому наближеннi
має вигляд

ℳ =ℳ1 +ℳ2 +ℳ3. (4.71)
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5 Взаємодiя векторних полiв в Стандартнiй
Моделi

Сектор взаємодiї векторних полiв в СМ є одним iз найскладнiших.
Розглянемо його детально.

5.1 Електрослабкi взаємодiї трьох векторних полiв в
Стандартнiй Моделi

Згiдно з лангранжiаном електрослабкої взаємодiї векторних полiв
в СМ (2.9), вираз для взаємодiї трьох векторних полiв має вигляд

ℒ3𝑉 = (5.72)

− 𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 (𝑍𝜇 ·𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇 ·𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 · 𝑍𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 )

− 𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊 (𝐴𝜇 ·𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊
+
𝜈 +𝑊−,𝜇 ·𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝐴𝜈 +𝑊+,𝜇 ·𝐴𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈 ),

де введено позначення

𝑎
←→
𝜕 𝜇𝑏 = 𝑎 𝜕𝜇𝑏− (𝜕𝜇𝑎) 𝑏. (5.73)

Покажемо, як отримати вирази для вершин дiаграм Фейнмана для
таких взаємодiй на прикладi трипольових взаємодiй 𝑊𝑊𝑍. Оскiльки
лагранжiан такої взаємодiї мiстить похiднi, то у вершину вiдповiд-
ної дiаграми Фейнмана будуть входити iмпульси векторних бозонiв.
Вiдповiдно, важливими будуть напрямки iмпульсiв на дiаграмi.

Ми розглянемо випадок, коли iмпульси всiх векторних бозонiв на-
прямленi у напрямку вершини дiаграми. Якщо в реальному процесi
iмпульс, наприклад, 𝑝 буде напрявлений у протилежному напрямку,
то у вiдповiдному виразi для вершини дiаграми потрiбно буде просто
замiнити 𝑝→ −𝑝.
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За аналогiєю з правилами Фейнмана для квантової електродинамi-
ки, лiнiї векторного поля, що входить у вершину дiаграми, вiдповiда-
ють 4-вектору поляризацiї кванта векторного поля 𝜖𝜆𝜇(𝑘⃗), де 𝜆 приймає
два можливих значення для кванта безмасового векторного поля та
три можливих значення для масивного векторного поля1. Важливо
вiдмiтити, що поблизу 4-вектору поляризацiї 𝜖𝜆𝜇(𝑘⃗) у виразi для вто-
ринного квантованого векторного поля знаходиться множник 𝑒−𝑖𝑘𝑥,
див., наприклад, (3.26).

Використаємо означення вторинно квантованих полiв, див. (3.26),
вiзьмемо похiднi та запишемо лагранжiан взаємодiї трьох полiв𝑊𝑊𝑍
(5.72) так, щоб поля 𝑊𝑊𝑍 мали однаковi iндекси для всiх трьох до-
данкiв

−𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊
(︁
𝑍𝜇 ·𝑊−,𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

+
𝜈 +𝑊−,𝜇 ·𝑊+,𝜈←→𝜕 𝜇𝑍𝜈 +𝑊+,𝜇 · 𝑍𝜈←→𝜕 𝜇𝑊

−
𝜈

)︁
→ −𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊

1√
2𝑉 𝑞0

1√︀
2𝑉 𝑝−,0

1√︀
2𝑉 𝑝+,0

(𝜖𝑧)𝜆𝑧,𝜇
𝑞 (𝜖𝑤−)

𝜆𝑤− ,𝜎

𝑝−
(𝜖𝑤+)

𝜆𝑤+ ,𝜌

𝑝+
×

× [(−𝑖)(𝑝+ − 𝑝−)𝜇𝑔𝜎𝜌 + (−𝑖)(𝑞 − 𝑝+)𝜎𝑔𝜇𝜌 + (−𝑖)(𝑝− − 𝑞)𝜌𝑔𝜇𝜎] , (5.74)

де (𝜖𝑣)𝜆𝑣,𝜇

𝑘⃗𝑣
означає поляризацiйний вектор векторного поля 𝑣.

Врахуємо тепер, що множники типу 1/
√
2𝑉 𝑞0 увiйдуть в загальний

множник виразу для елемента 𝑆-матрицi, множники поляризацiї — це
окремi множники, що вiдповiдають зовнiшнiм2 лiнiям дiаграми, а в
першому порядку теорiї збурень, якому i вiдповiдає наведена дiагра-
ма, 𝑆 = 𝑖ℒ. Вiдповiдно, вершинi дiаграми 𝑊𝑊𝑍 взаємодiї вiдповiдає
вираз

𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊𝑉𝑊−𝑊+𝑍
𝜇𝜈𝜌 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞), де (5.75)

𝑉𝑊−𝑊+𝑍
𝜎𝜌𝜇 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞) = 𝑔𝜎𝜌(𝑝− − 𝑝+)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑝+ − 𝑞)𝜎 + 𝑔𝜎𝜇(𝑞 − 𝑝−)𝜌.

1У випадку колової поляризацiї векторного поля стани 𝜆 вiдповiдають значен-
ням ±1 проекцiї спiну на напрямок iмпульсу для безмасового векторного поля та
±1, 0 для масивного векторного поля.

2Наведена дiаграма є дiаграмою першого порядку теорiї збурень, де всi лiнiї
зовнiшнi. У випадку, коли наведена дiаграма є частиною бiльш складної дiаграми,
то лiнiї векторних полiв перейдуть у вiдповiднi пропагатори, а вираз для вершини
не змiниться.
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Повнiстю аналогiчно, або простою замiною позначень, для верши-
ни 𝑊𝑊𝐴 взаємодiї можна отримати вираз

𝑖𝑔 sin 𝜃𝑊𝑉𝑊−𝑊+𝐴
𝜇𝜈𝜌 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞), де (5.76)

𝑉𝑊−𝑊+𝐴
𝜎𝜌𝜇 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞) = 𝑔𝜎𝜌(𝑝− − 𝑝+)𝜇 + 𝑔𝜌𝜇(𝑝+ − 𝑞)𝜎 + 𝑔𝜎𝜇(𝑞 − 𝑝−)𝜌.

Корисно вiдзначити, що 𝑔 sin 𝜃𝑊 = 𝑒, тобто дорiвнює заряду електрона
за модулем, а 𝑉𝑊−𝑊+𝑍

𝜎𝜌𝜇 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞) = 𝑉𝑊−𝑊+𝐴
𝜎𝜌𝜇 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞).

Аналiзуючи отриманi вирази для вершини 𝑉𝑊−𝑊+𝑍
𝜎𝜌𝜇 (𝑝−, 𝑝+, 𝑞), мо-

жна побачити таку закономiрнiсть. В першому доданку першi два
iндекси тензора 𝑉𝜎𝜌𝜇 вiдповiдають iндексам метричного тензора, а
вираз у дужках є рiзницею iмпульсiв, що вiдповiдають першому та
другому iндексам. В другому доданку наступнi два iндекси тензора
𝑉𝜎𝜌𝜇 вiдповiдають iндексам метричного тензора, а вираз у дужках є
рiзницею iмпульсiв, що вiдповiдають другому та третьому iндексам
тензора. Нарештi, останнiй та перший iндекс тензора 𝑉𝜎𝜌𝜇 (або остан-
нiй iндекс та наступний циклiчний iндекс) вiдповiдають iндексам ме-
тричного тензора, а вираз у дужках є рiзницею iмпульсiв, що вiд-
повiдають третьому та першому iндексам. Таким чином бачимо, що
вираз для вершини має симетрiю до циклiчних перестановок iндексiв
та вiдповiдних їм значень iмпульсiв.

5.2 Електрослабкi взаємодiї чотирьох векторних
полiв в Стандартнiй Моделi

Згiдно з лангранжiаном електрослабкої взаємодiї векторних полiв
в СМ (2.9), вираз для взаємодiї чотирьох векторних полiв має вигляд

ℒ4𝑉 = −𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)]−
− 𝑔2 sin2 𝜃𝑊 [𝐴2(𝑊−𝑊+)− (𝐴𝑊+)(𝐴𝑊−)]−

− 𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)]+

+
𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2]. (5.77)

Розглянемо взаємодiю типу 𝑊𝑊𝑍𝑍 та 𝑊𝑊𝐴𝐴
Взаємодiї 𝑊𝑊𝑍𝑍 вiдповiдають двом доданкам лагранжiану

−𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)] (5.78)
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В попередньому роздiлi лагранжiан трьох польових взаємодiй мi-
стив три рiзнi поля: 𝑊+𝑊−𝑍 або 𝑊+𝑊−𝐴. Тому запис вершини дiа-
грами ми отримали, просто використавши вiдповiдний вираз лагран-
жiана.

У випадку взаємодiї чотирьох полiв ми маємо два однаковi поля
(𝑍-бозонiв), тому вираз для вершини потрiбно записати бiльш акура-
тно, виходячи з перших принципiв. А саме, потрiбно витягнути вираз
для вершини з чесно розрахованого елемента 𝑆-матрицi в першому
порядку теорiї збурень (для початкового стану з 𝑊−𝑊+𝑍𝑍 бозо-
нами) для доданку, який вiдповiдає нашiй взаємодiї. Розраховуючи
⟨0|𝑆|𝑊+𝑊−𝑍𝑍⟩ = 𝑖⟨0|

∫︀
𝑑4𝑥ℒ𝑖𝑛𝑡|𝑊+𝑊−𝑍𝑍⟩ можна помiтити, що

⟨0|𝑐𝑖𝑐𝑗 |𝑍(𝑘)𝑍(𝑞)⟩ = 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑞 + 𝛿𝑖𝑞𝛿𝑗𝑘, (5.79)

де 𝑐𝑖 – оператор знищення 𝑍-бозона з квантовими числами 𝑖. Враху-
вавши це, вираз для вершини 𝑍𝑍𝑊+𝑊− представленої вище дiаграми
буде записаний у виглядi

− 𝑖𝑔2 cos2 𝜃𝑊𝑉𝑊−𝑊+𝑍𝑍
𝜌𝜎𝜇𝜈 , де

𝑉𝑊−𝑊+𝑍𝑍
𝜌𝜎𝜇𝜈 = 2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇. (5.80)

На перший погляд це неправильний вираз, бо його згортка з ве-
кторними полями викидає зайву двiйку

[2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇]𝑊−,𝜌𝑊+,𝜎𝑍𝜇𝑍𝜈 =

= 2[𝑍2(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝑍𝑊−)], (5.81)

але цiй начебто невiдповiдностi є природне пояснення.
Отриманий вираз для вершини (5.80) вже враховує операторний

характер полiв лагранжiана. При обчисленнi матричного елемента 𝑆-
матрицi вiн автоматично враховує обидвi можливостi зiставлення двох
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однакових 𝑍-бозонiв вiдповiдним операторам поля. Тому мiж лагран-
жiаном i вершиною iснує не проста рiвнiсть, а вiдповiдне вiдображен-
ня з урахуванням симетризацiї. Вiдповiдно, вираз для багаточастин-
кової вершини, домножений на зовнiшнi лiнiї полiв, буде вiдрiзнятися
вiд виразу для вiдповiдного доданку лагранжiану взаємодiї комбiна-
торними множниками, що пов’язанi з тотожнiстю частинок.

Повнiстю аналогiчно можна отримати вираз для вершини взаємо-
дiї 𝑊+𝑊−𝐴𝐴

− 𝑖𝑒2𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝐴
𝜌𝜎𝜇𝜈 , де

𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝐴
𝜌𝜎𝜇𝜈 = 2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇. (5.82)

Розглянемо взаємодiю типу 𝑊𝑊𝐴𝑍

Згiдно з (5.77) така взаємодiя має вигляд

−𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2(𝐴𝑍)(𝑊−𝑊+)− (𝑍𝑊+)(𝐴𝑊−)− (𝑍𝑊−)(𝐴𝑊+)].
(5.83)

Наведенi доданки взаємодiї не мiстять однакових полiв та похiдних,
тому для отримання виразу для вершини нам можна просто винести
за дужки поля 𝑊𝑊𝐴𝑍 та домножити на 𝑖, бо в першому порядку
теорiї збурень, якому i вiдповiдає наведена дiаграма, 𝑆 = 𝑖

∫︀
𝑑4𝑥ℒ𝑖𝑛𝑡.

Вiдповiдно, для вершини 𝑊𝑊𝐴𝑍 отримаємо

− 𝑖𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝑍
𝜌𝜎𝜇𝜈 , де

𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝐴
𝜌𝜎𝜇𝜈 = 2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇. (5.84)

Звертаємо увагу, що, незважаючи на дещо вiдмiнний вигляд взає-
модiй чотирьох векторних полiв 𝑊𝑊𝐴𝐴, 𝑊𝑊𝑍𝑍, 𝑊𝑊𝐴𝑍 у лагран-
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жiанi (5.77), вирази для їх вершин мають однакову тензорну структу-
ру, а саме:

𝑉𝑊−𝑊+𝑍𝑍
𝜌𝜎𝜇𝜈 = 𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝐴

𝜌𝜎𝜇𝜈 = 𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝑍
𝜌𝜎𝜇𝜈 = 2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇.

(5.85)
Перший доданок з’єднує iндекси двох 𝑊 бозонiв протилежних заря-
дiв, а наступнi два доданки є двома можливими комбiнацiями з’єднання
𝑊 бозонiв з нейтральними векторними бозонами. Вiдповiдно, вираз
для вершини має симетрiю по вiдношенню до перестановки двох за-
ряджених 𝑊 бозонiв, а також до перестановки двох нейтральних бо-
зонiв.

Розглянемо взаємодiю чотирьох 𝑊 -бозонiв

Згiдно з (5.77) така взаємодiя має вигляд

𝑔2

2
[(𝑊+)2(𝑊−)2 − (𝑊+𝑊−)2]. (5.86)

Ми бачимо, що в лагранжiан входять два однаковi поля 𝑊+- та два
однаковi поля 𝑊−- бозонiв. Використаємо вже знайоме нам спiввiд-
ношення (5.79) записане для 𝑊 -бозонiв, наприклад,

⟨0|𝑎𝑖𝑎𝑗 |𝑊−(𝑘)𝑊−(𝑞)⟩ = 𝛿𝑖𝑘𝛿𝑗𝑞 + 𝛿𝑖𝑞𝛿𝑗𝑘, (5.87)

де 𝑎𝑖 – оператор знищення 𝑊−-бозона з квантовими числами 𝑖, та
подiбне спiввiдношення для 𝑊+- бозонiв. Врахувавши це, вираз для
вершини 𝑊𝑊𝑊𝑊 представленої вище дiаграми, буде записаний у
виглядi

𝑖𝑔2𝑉𝑊+𝑊+𝑊−𝑊−

𝜎𝜇𝜌𝜈 , де

𝑉𝑊+𝑊+𝑊−𝑊−

𝜎𝜇𝜌𝜈 = 2𝑔𝜎𝜇𝑔𝜌𝜈 − 𝑔𝜎𝜌𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜎𝜈𝑔𝜌𝜇. (5.88)
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Як бачимо, тензорна структура цього виразу дещо вiдрiзняється
вiд структури (5.85). Перший доданок попарно з’єднує iндекси двох
𝑊 бозонiв однакових зарядiв, а наступнi два доданки є двома мо-
жливими комбiнацiями попарного з’єднання 𝑊 бозонiв протилежних
зарядiв.

5.3 Взаємодiї трьох глюонних полiв в квантовiй
хромодинамiцi

Згiдно з лагранжiаном векторних полiв квантової хромодинамiки
(2.5), вираз для взаємодiї трьох глюонних полiв має вигляд

ℒ3𝑔 = −1

2
𝑔𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐
(︀
𝜕𝜇𝐺

𝑎
𝜈 − 𝜕𝜈𝐺𝑎

𝜇

)︀
𝐺𝑏,𝜇𝐺𝑐,𝜈 . (5.89)

Для розрахунку виразу для вершини треба буде явно взяти сере-
днє вiд першого порядку матрицi розсiяння, що буде включати

⟨0|𝑎𝛼𝑎𝛽𝑎𝛾 |𝑔(1)𝑔(2)𝑔(3)⟩ = 𝛿1, 𝛼𝛿2, 𝛽𝛿3, 𝛾 + 𝛿1, 𝛼𝛿3, 𝛽𝛿2, 𝛾 + 𝛿3, 𝛼𝛿1, 𝛽𝛿2, 𝛾+

+ 𝛿3, 𝛼𝛿2, 𝛽𝛿1, 𝛾 + 𝛿2, 𝛼𝛿1, 𝛽𝛿3, 𝛾 + 𝛿2, 𝛼𝛿3, 𝛽𝛿1, 𝛾 (5.90)

6 = 3! доданкiв, в яких реалiзуються всi можливi варiанти перестано-
вок iндексiв, де iндекси 𝛼, 𝛽, 𝛾 та позначення (1 = 𝑝1, 𝑎), (2 = 𝑝2, 𝑏),
(3 = 𝑝3, 𝑐) – характеризують набiр квантових чисел глюона (4-iмпульс,
спiральнiсть, груповий iндекс).

В результатi, в iмпульсному просторi отримаємо вираз

𝑖 · (−1) · (−𝑖)𝑔𝑠
2
[𝑓𝑎𝑏𝑐(𝑝1,𝜇𝐺

𝑎
𝜈,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

)𝐺𝑏,𝜇
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜈
(𝑝3)

+

𝑓𝑎𝑐𝑏(𝑝1,𝜇𝐺
𝑎
𝜈,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

)𝐺𝑐,𝜇
(𝑝3)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

+
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+ 𝑓 𝑏𝑎𝑐(𝑝2,𝜇𝐺
𝑏
𝜈,(𝑝2)

− 𝑝2,𝜈𝐺𝑏
𝜇,(𝑝2)

)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑐,𝜈
(𝑝3)

+

+ 𝑓 𝑏𝑐𝑎(𝑝2,𝜇𝐺
𝑏
𝜈,(𝑝2)

− 𝑝2,𝜈𝐺𝑏
𝜇,(𝑝2)

)𝐺𝑐,𝜇
(𝑝3)

𝐺𝑎,𝜈
(𝑝1)

+

+ 𝑓 𝑐𝑎𝑏(𝑝3,𝜇𝐺
𝑐
𝜈,(𝑝3)

− 𝑝3,𝜈𝐺𝑐
𝜇,(𝑝3)

)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

]+

+ 𝑓 𝑐𝑏𝑎(𝑝3,𝜇𝐺
𝑐
𝜈,(𝑝3)

− 𝑝3,𝜈𝐺𝑐
𝜇,(𝑝3)

)𝐺,𝑏𝜇
(𝑝2)

𝐺𝑎,𝜈
(𝑝1)

], (5.91)

де для спрощення ми позначили поляризацiйнi вектори глюонного
поля з iмпульсом 𝑝 та груповим iндексом 𝐴 як 𝐺𝐴

𝜇,(𝑝).
Враховуючи антисиметричнi властивостi структурних констант вiд-

носно перестановки двох сусiднiх iндексiв, можна показати рiвнiсть
доданкiв, що вiдрiзняються перестановкою двох останнiх множникiв.
Наприклад, покажемо, що вираз у другiй стрiчцi дорiвнює виразу у
першiй стрiчцi (5.91):

𝑓𝑎𝑐𝑏(𝑝1,𝜇𝐺
𝑎
𝜈,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

)𝐺𝑐,𝜇
(𝑝3)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

= /𝜇↔ 𝜈/ =

= −𝑓𝑎𝑏𝑐(𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜇𝐺𝑎
𝜈,(𝑝1)

)𝐺𝑏,𝜈
(𝑝3)

𝐺𝑐,𝜇
(𝑝2)

=

= 𝑓𝑎𝑏𝑐(𝑝1,𝜇𝐺
𝑎
𝜈,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

)𝐺𝑏,𝜇
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜈
(𝑝3)

. (5.92)

Використавши останнiй результат, вираз для вершини (5.91) мо-
жна записати у виглядi

− 𝑔𝑠[𝑓𝑎𝑏𝑐(𝑝1,𝜇𝐺𝑎
𝜈,(𝑝1)

− 𝑝1,𝜈𝐺𝑎
𝜇,(𝑝1)

)𝐺𝑏,𝜇
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜈
(𝑝3)

+

+ 𝑓 𝑏𝑎𝑐(𝑝2,𝜇𝐺
𝑏
𝜈,(𝑝2)

− 𝑝2,𝜈𝐺𝑏
𝜇,(𝑝2)

)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑐,𝜈
(𝑝3)

+

+ 𝑓 𝑐𝑎𝑏(𝑝3,𝜇𝐺
𝑐
𝜈,(𝑝3)

− 𝑝3,𝜈𝐺𝑐
𝜇,(𝑝3)

)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

]. (5.93)

Тепер зробимо iндекси у глюонних функцiй в усiх доданках однако-
вими

− 𝑔𝑠[𝑓𝑎𝑏𝑐(𝑝1,𝜈𝑔𝜇𝜌 − 𝑝1,𝜌𝑔𝜇𝜈)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜌
(𝑝3)

+

+ 𝑓 𝑏𝑎𝑐(𝑝2,𝜇𝑔𝜈𝜌 − 𝑝2,𝜌𝑔𝜇𝜈)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜌
(𝑝3)

+

+ 𝑓 𝑐𝑎𝑏(𝑝3,𝜇𝑔𝜈𝜌 − 𝑝3,𝜈𝑔𝜇𝜌)𝐺𝑎,𝜇
(𝑝1)

𝐺𝑏,𝜈
(𝑝2)

𝐺𝑐,𝜌
(𝑝3)

] (5.94)

та винесемо їх за дужки, згрупувавши доданки бiля метричних тен-
зорiв

𝑔𝑠𝑓
𝑎𝑏𝑐[(𝑝3−𝑝1)𝜈𝑔𝜇𝜌+(𝑝1−𝑝2)𝜌𝑔𝜇𝜈+(𝑝2−𝑝3)𝜇𝑔𝜈𝜌]𝐺𝑎,𝜇

(𝑝1)
𝐺𝑏,𝜈

(𝑝2)
𝐺𝑐,𝜌

(𝑝3)
. (5.95)
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З останнього виразу випливає вираз для вершини взаємодiї трьох
глюонiв 𝑔𝑔𝑔:

𝑔𝑠𝑓
𝑎𝑏𝑐𝑉 𝑔𝑔𝑔

𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3), де (5.96)

𝑉 𝑔𝑔𝑔
𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = 𝑔𝜇𝜈(𝑝1 − 𝑝2)𝜌 + 𝑔𝜈𝜌(𝑝2 − 𝑝3)𝜇 + 𝑔𝜇𝜌(𝑝3 − 𝑝1)𝜈 .

Як бачимо, тензорна структура вершини взаємодiї трьох глюонiв
повнiстю збiгається з тензорною структурою взаємодiї трьох вектор-
них полiв в електрослабкiй теорiї, див. (5.75), (5.76) та обговорення
властивостей симетрiї вершин трьох векторних полiв. Отже, в Стан-
дартнiй Моделi всi вершини взаємодiй трьох векторних полiв мають
однакову тензорну структуру

𝑉𝑊−𝑊+𝑍
𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = 𝑉𝑊−𝑊+𝐴

𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3) = 𝑉 𝑔𝑔𝑔
𝜇𝜈𝜌 (𝑝1, 𝑝2, 𝑝3). (5.97)

5.4 Взаємодiї чотирьох глюонних полiв в квантовiй
хромодинамiцi

Згiдно з лагранжiаном векторних полiв квантової хромодинамiки
(2.5), вираз для взаємодiї чотирьох глюонних полiв має вигляд

ℒ4𝑔 = −1

4
𝑔2𝑠𝑓

𝑎𝑏𝑐𝑓𝑎𝑑𝑒𝐺𝑏
𝜇𝐺

𝑐
𝜈𝐺

𝑑,𝜇𝐺𝑒,𝜈 . (5.98)

В цьому випадку розрахунок виразу для вершини треба проводи-
ти за аналогiєю з розрахунком виразу для вершини взаємодiї трьох
глюонiв. Тобто треба явно взяти середнє вiд першого порядку матрицi
розсiяння, що буде включати

⟨0|𝑎𝛼𝑎𝛽𝑎𝛾𝑎𝛿|𝑔(1)𝑔(2)𝑔(3)𝑔(4)⟩ (5.99)

24 = 4! доданки, в яких реалiзуються всi можливi варiанти попарних
перестановок iндексiв 𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝛿 та позначень (1 = 𝑝1, 𝑎), (2 = 𝑝2, 𝑏),

56



(3 = 𝑝3, 𝑐), (3 = 𝑝4, 𝑑), що характеризують набiр квантових чисел
глюонiв (4-iмпульс, спiральнiсть, груповий iндекс).

Провiвши дещо громiздкi розрахунки, аналогiчнi до розрахункiв у
попередньому роздiлi, отримаємо вираз для вершини взаємодiї чоти-
рьох глюонiв 𝑔𝑔𝑔𝑔:

− 𝑖𝑔2𝑠𝑉 𝑎𝑏𝑐𝑑
𝜎𝜇𝜌𝜈 , де

𝑉 𝑎𝑏𝑐𝑑
𝜎𝜇𝜌𝜈 = 𝑓𝑒𝑎𝑏𝑓𝑒𝑐𝑑 (𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎 − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌) + 𝑓𝑒𝑎𝑐𝑓𝑒𝑑𝑏 (𝑔𝜇𝜎𝑔𝜌𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎)+

+ 𝑓𝑒𝑎𝑑𝑓𝑒𝑏𝑐 (𝑔𝜇𝜈𝑔𝜎𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎) . (5.100)

Структура наведеної вершини взаємодiї чотирьох глюонiв є най-
складнiшою в Стандартнiй Моделi. Запам’ятовувати її сенсу немає,
але треба звернути увагу на її структуру. По-перше, ми маємо 4 до-
данки, що мiстять структурнi константи групи 𝑆𝑈(3), де першим є
нiмий iндекс пiдсумовування 𝑒, а iншi iндекси 𝑎𝑏𝑐𝑑 розбитi попарно
так, що першим завжди є iндекс 𝑎, а iншi пари отримуються циклi-
чною перестановкою: (𝑎𝑏)(𝑐𝑑), (𝑎𝑐)(𝑑𝑏), (𝑎𝑑)(𝑏𝑐). Добуток структурних
констант множиться на рiзницю добуткiв метричних символiв з iнде-
ксами, що не вiдповiдають глюонам, з яких утворенi пари кольорових
iндексiв.

Отриманi нами вирази та узгоджуються з виразами, наведеними
в класичних роботах з дiаграмної технiки Фейнмана для Стандартної
Моделi [2, 6]. Корисно вiдзначити, що для автоматичного виведення
правил Фейнмана для довiльного лагранжiана взаємодiї та звiрки пра-
вил вiдповiдностi для лагранжiану Стандартної Моделi можна вико-
ристовувати пакет FeynRules для Wolfram Mathematica [7]. Цей пакет
є особливо корисним пiд час роботи з рiзноманiтними розширеннями
Стандартної Моделi.
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5.5 𝑊+𝑊− анiгiляцiя у два фотони

𝑊−
𝜇

𝑊+
𝜈

𝛾𝛼

𝛾𝛽

𝑘

𝑙

𝜌

𝑞𝑡
𝜎

𝑊−

𝑝

𝑟

𝑊−
𝜇

𝑊+
𝜈

𝛾𝛼

𝛾𝛽

𝑘

𝑙

𝜌

𝑞𝑢
𝜎

𝑊−

𝑟

𝑝

𝑊−
𝜇

𝑊+
𝜈

𝛾𝛼

𝛾𝛽

𝑘

𝑙

𝑝

𝑟

Першiй дiаграмi вiдповiдає амплiтуда

𝑖ℳ1 = (𝑖𝑒)2 𝜀𝑊
−

𝜇 (𝑘) 𝜀𝑊
+

𝜈 (𝑙) 𝜀𝛾,*𝛼 (𝑝) 𝜀𝛾,*𝛽 (𝑟)

× Γ𝜇𝜌𝛼(𝑘,−𝑞𝑡,−𝑝)𝐷𝑊
𝜌𝜎(𝑞𝑡) Γ

𝜎𝜈𝛽(𝑞𝑡, 𝑙,−𝑟), (5.101)

де ми використали вираз для 𝑊𝑊𝐴 взаємодiї (5.76) та врахували, що
𝑞𝑡 = 𝑘 − 𝑝, а лiнiя 𝑊− бозона з iмпульсом 𝑝, що виходить з вершини,
вiдповiдає лiнiї 𝑊+ бозона з iмпульсом −𝑝, що входить у вершину.
Пропагатор поля 𝑊 бозона 𝐷𝑊

𝜌𝜎(𝑞𝑡) слiд взяти в унiтарному калiбру-
ваннi, тобто у виглядi (4.57).
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Другiй дiаграмi вiдповiдає амплiтуда

𝑖ℳ2 = (−𝑖𝑒)2 𝜀𝑊
−

𝜇 (𝑘) 𝜀𝑊
+

𝜈 (𝑙) 𝜀𝛾,*𝛼 (𝑟) 𝜀𝛾,*𝛽 (𝑝)

× Γ𝜇𝜌𝛼(𝑘,−𝑞𝑢,−𝑟)𝐷𝜌𝜎(𝑞𝑢) Γ
𝜎𝜈𝛽(𝑞𝑢, 𝑙,−𝑝), (5.102)

де 𝑞𝑢 = 𝑘 − 𝑟.
Нарештi третiй дiаграмi вiдповiдає амплiтуда

𝑖ℳ3 = −𝑖𝑒2 𝜀𝑊
−

𝜇 (𝑘) 𝜀𝑊
+

𝜈 (𝑙) 𝜀𝛾,*𝛼 (𝑝) 𝜀𝛾,*𝛽 (𝑟)𝑉𝑊−𝑊+𝐴𝐴
𝜇𝜈𝛼𝛽 . (5.103)

де ми використали вираз для 𝑊𝑊𝐴𝐴 взаємодiї (5.82).
Повна амплiтуда реакцiї 𝑊−𝑊+ анiгiляцiї у два фотони у першо-

му незникаючому наближеннi має вигляд

ℳ =ℳ1 +ℳ2 +ℳ3. (5.104)

Iсторично процес анiгiляцiї 𝑊+𝑊− → 𝛾𝛾 вiдiграв важливу роль у
розвитку електрослабкої теорiї. Якщо припустити, що взаємодiя 𝑊 -
бозонiв з фотоном описується лише вершиною взаємодiї трьох полiв
𝑊𝑊𝛾, то амплiтуда цього процесу визначається лише 1 та 2 дiаграма-
ми. При великих енергiях амплiтуда починає зростати, що призводить
до порушення унiтарностi теорiї. Ця проблема природно усувається в
неабелевiй калiбрувальнiй теорiї електрослабкої взаємодiї з групою
симетрiї 𝑈(1) × 𝑆𝑈(2), де разом iз тривершинною взаємодiєю авто-
матично виникає вершина взаємодiї чотирьох полiв 𝑊𝑊𝛾𝛾. Її внесок
компенсує нефiзичне зростання амплiтуди при великих енергiях, за-
безпечуючи правильну високоенергетичну поведiнку процесу та збе-
реження унiтарностi [8].
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6 Правила дiаграмної технiки Стандартної
Моделi в унiтарному калiбруваннi

Пiдсумуємо сформульованi нами ранiше правила дiаграмної технi-
ки Фейнмана та наведемо правила вiдповiдностi для вершин дiаграм
та пропагаторiв полiв в унiтарному калiбруваннi електрослабкого се-
ктора СМ.

Пропагатори полiв стандартної Моделi
Пiсля спонтанного порушення симетрiї поля Хiггса, симетрiя ваку-

уму СМ змiнюється: 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑆𝑈𝑊 (2)×𝑈𝑌 (1)→ 𝑆𝑈𝐶(3)×𝑈𝐸𝑀 (1). Унi-
тарне калiбрування дозволяє вiдкинути голдстоунiвськi бозони еле-
ктрослабкої взаємодiї, а накладання унiтарного калiбрування призво-
дить до того, що лагранжiан СМ набуває симетрiї вiдносно групи
𝑆𝑈𝐶(3) × 𝑈𝐸𝑀 (1). Це означатиме, що в унiтарному калiбруваннi по-
ля 𝑊± та 𝑍 бозонiв зафiксованi1, а калiбрування електромагнiтного
поля та поля глюонiв може бути довiльним [9].

Це означає, що пропагатори фотонного та глюонного полiв заданi
неоднозначно. Зокрема, у випадку 𝑅𝜉 калiбрування вони мають ви-
гляд

𝐷𝛾
𝜇𝜈(𝑘, 𝜉𝛾) = −𝑖

1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 − (1− 𝜉𝛾)

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂

𝐷𝑔
𝜇𝜈(𝑘, 𝜉𝑔) = −𝑖𝛿𝑎𝑏

1

𝑘2 + 𝑖𝜖

(︂
𝑔𝜇𝜈 − (1− 𝜉𝑔)

𝑘𝜇𝑘𝜈
𝑘2

)︂
де 𝜉𝛾 , 𝜉𝑔 ≥ 0 – калiбрувальнi параметри. Випадок 𝜉 = 1 називають
калiбруванням Фейнмана – ’т Хоофта. Випадок 𝜉 = 0 називають
калiбруванням Ландау.

1З лагранжiанiв вiльних масивних полiв 𝑊± та 𝑍 бозонiв (лагранжiани Прока)
випливають умови Лоренца для цих полiв: 𝜕𝜇𝑊±

𝜇 = 𝜕𝜇𝑍𝜇 = 0.
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Пропагатори полiв 𝑊± та 𝑍 бозонiв в унiтарному калiбруваннi
мають вигляд

𝐷𝑊
𝜇𝜈(𝑘) = −𝑖

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑀2
𝑊

𝑘2 −𝑀2
𝑊 + 𝑖𝜖

! 𝐷𝑍
𝜇𝜈(𝑘) = −𝑖

𝑔𝜇𝜈 − 𝑘𝜇𝑘𝜈

𝑀2
𝑍

𝑘2 −𝑀2
𝑍 + 𝑖𝜖

Пропагатор для фермiонного поля з масою 𝑚𝑓

𝐺𝑓 (𝑝) = 𝑖
/𝑝+𝑚𝑓

𝑝2 −𝑚2
𝑓 + 𝑖𝜖

Пропагатор поля Хiггса

𝐷ℎ(𝑝) = 𝑖
1

𝑝2 −𝑚2
ℎ + 𝑖𝜖

Взаємодiї трьох векторних полiв в електрослабкому
секторi

𝑖𝑒[𝑔𝜎𝜌(𝑝− − 𝑝+)𝜇+
𝑔𝜌𝜇(𝑝+ − 𝑞)𝜎 + 𝑔𝜎𝜇(𝑞 − 𝑝−)𝜌]

𝑖𝑔 cos 𝜃𝑊 [𝑔𝜎𝜌(𝑝− − 𝑝+)𝜇+
𝑔𝜌𝜇(𝑝+ − 𝑞)𝜎 + 𝑔𝜎𝜇(𝑞 − 𝑝−)𝜌]
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Взаємодiї чотирьох векторних полiв в електрослабкому
секторi

−𝑖𝑒2[2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇]

−𝑖𝑔2 cos2 𝜃𝑊 [2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈 − 𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇]

−𝑖𝑔2 sin 𝜃𝑊 cos 𝜃𝑊 [2𝑔𝜌𝜎𝑔𝜇𝜈−𝑔𝜌𝜇𝑔𝜎𝜈−𝑔𝜌𝜈𝑔𝜎𝜇]

𝑖𝑔2[2𝑔𝜎𝜇𝑔𝜌𝜈 − 𝑔𝜎𝜌𝑔𝜇𝜈 − 𝑔𝜎𝜈𝑔𝜌𝜇]

Взаємодiї глюонних полiв в КХД

𝑔𝑠𝑓
𝑎𝑏𝑐[𝑔𝜇𝜈(𝑝1 − 𝑝2)𝜌+
𝑔𝜈𝜌(𝑝2 − 𝑝3)𝜇 + 𝑔𝜇𝜌(𝑝3 − 𝑝1)𝜈 ]

− 𝑖𝑔2𝑠 [𝑓𝑒𝑎𝑏𝑓𝑒𝑐𝑑 (𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎 − 𝑔𝜇𝜎𝑔𝜈𝜌)+
𝑓𝑒𝑎𝑐𝑓𝑒𝑑𝑏 (𝑔𝜇𝜎𝑔𝜌𝜈 − 𝑔𝜇𝜈𝑔𝜌𝜎)+
𝑓𝑒𝑎𝑑𝑓𝑒𝑏𝑐 (𝑔𝜇𝜈𝑔𝜎𝜌 − 𝑔𝜇𝜌𝑔𝜈𝜎)]
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Взаємодiї фермiонiв з зарядженими векторними полями

𝑖
𝑔√
2
𝛾𝜇𝑃𝐿𝑉𝛼𝛽

𝑖
𝑔√
2
𝛾𝜇𝑃𝐿𝑉

*
𝛼𝛽

𝑖
𝑔√
2
𝛾𝜇𝑃𝐿

Взаємодiї фермiонiв з нейтральними векторними полями

𝑖𝑞𝑓𝑒𝛾
𝜇

де 𝑓 – один з фермiонiв Стандартної Моделi, 𝑒 – заряд електрона за
модулем, 𝑞𝑓 – (−1) для заряджених лептонiв, 0 – для нейтрино, 2/3 –
для верхнiх кваркiв, −1/3 – для нижнiх кваркiв.

𝑖
𝑔

cos 𝜃𝑊
𝛾𝜇(𝑔𝑓𝑉 − 𝑔

𝑓
𝐴𝛾

5)

де 𝑔𝑓𝑉 = 1
2 𝑡

𝑓
3−𝑞𝑓 sin

2 𝜃𝑊 , 𝑔𝑓𝐴 = 1
2 𝑡

𝑓
3 ; 𝑡𝑓3 = +1/2 для нейтрино та верхнiх

кваркiв, 𝑡𝑓3 = −1/2 для заряджених лептонiв та нижнiх кваркiв.
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Взаємодiя фермiонiв з бозоном Хiггса

− 𝑖𝑔
2

𝑚𝑓

𝑚𝑊

де 𝑚𝑓 – маса фермiона, 𝑚𝑊 – маса 𝑊 бозона.

Взаємодiї бозона Хiггса з векторними полями

𝑖𝑔𝑚𝑊 𝑔𝜇𝜈

𝑖
𝑔

cos 𝜃𝑊
𝑚𝑍𝑔

𝜇𝜈

𝑖

2
𝑔2𝑔𝜇𝜈

𝑖

2

𝑔2

cos2 𝜃𝑊
𝑔𝜇𝜈
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